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Zusammenfassung

Die neuartigeMdglichkeitenderMedizin-undComputertechnikinsbesondergichtin-
vasve Bildgehungs\erfahrerwie CT undMRI in Verbindungmit leistungsfahigeim-
teraktiven 3D-Grafik-Systemenermaoglichenes uns, Schritt fir Schritt einenimmer
tieferenEinblick in Aufbau und FunktionsweisedlesmenschlicherHirns zu bekom-
men. Auch wennmancheProjektezunachshur der Grundlagenforschungugehdrig
erscheinenexistierenkurz- und mittelfristige Perspektien der Anwendungvon Ver-
fahrenderBildverarbeitungn derNeuromedizin.
DieseArbeitbeschreibtinduntersucheinigederbildverarbeitendenndstatistisch-
mathematischemeilprozessedie insgesameinmalzur bessereiagnosedegenerati-
ver Hirnerkrankungenwie z.B. Morbus Alzheimer, beitragerkdnnen.Sie beschéftigt
sichmit demSchrittderSegmentatiorderHirnoberflachen Kronen-undFundusrgio-
nenauseinerbereitsvorliegendenTriangulierungder Hirnoberflache Dasheutzutage
im Bereichder Neuromedizirmit Abstandverbreitetsté/erfahrender Kernspintomo-
graphie(MRT/MRI) liefert dreidimensional&rauwert-\bxelbilderdesHirns, woraus
manuberverschiedendlgorithmenDreiecksnetzals N&dherungewon Isoflacherer-
haltenkann. In solchenrekonstruierterdiskretenNetzender Hirnoberflachewird lo-
kal ihre Krimmung,eingebettetn denallgemeinbekannterstetigenFall, durchver-
schiedeneschatzebestimmt. Diesewerdenan analytischerBeispieloberflacheauf
ihre Qualitatgetestetim nachsterschritt erfolgt die Extraktionvon Kamm-und Tal-
Linien. AnhandderenLagegelingteineUnterteilungin Kronen-und Fundusrgionen.
Abschliel3endverdendie erhaltenerErgebnisseingeschéatzt.
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Kapitel 1

EinfUhrung

1.1 Motivation und Zielsetzung

In letzterZeit tretendegeneratie Hirnerkrankungenwie z.B. Morbus Alzheimer, im-
mer starler auf. Die Krankheitgilt bis heuteals unheilbar nur ein Aufschubschwe-
rer Symptomeist bishermachbar Doch daftir ist eine friihzeitige zuverlassigeDia-
gnosenotwendig. Vor dem breitenklinischenEinsatzvon SchichtaufnahmefMR-
Tomogrammengeitden1980erJahrergabeinzig eine ObduktionnachdemTodedie
Chanceeiner Analyse der anatomischetVeranderungefim Hirn. Die erstum Jah-
re verzdgertauftretenderklinischen Symptomemacheneine Auswertungvon MRI-
Bilddatenzur Friherlennungnotwendig.

Grundlagesoll zunachseinekrimmungsbasiertdnterteilungderausSchichtauf-
nahmengenvonnenenHirnoberflachein Fundus-und Kronenrgionensowie Wéande
sein. Mit einersolchenKlassifizierunglassersich durchzu bestimmendé&chnittebe-
neneinzelneWindungsfurcherextrahieren.Bei diesenldsstsich jeweils dasVerhalt-
nis vom Volumenzur KrimmungbestimmenyaseinestatistischeAuswertungdieses
QuotientenbezuglichverschiedeneBtadiender Erkrankungermdglicht. Bei ausrei-
chendeKorrelationdieserbeidenGréRenieResichim Umkehrschlusgevtl. verbun-
denmit ExtrapolationaufgrundDatenmangelsir frihe Stadien)auchdie Anfangs-
phaseder Erkrankungdiagnostizieren.

1.2 Uberblick

Fur die im letztenAbschnittals groResZiel angegyebenestatistischeAuswertungvon
Zeitreihenzur Entwicklung einesPatientenoderauchzum Vergleich innerhalbeiner
Patientengruppenusses zuerstgelingen,ausdem sehrreichhaltigenMaterial einer
MRI-Aufnahme méglichst wenige und zugleich charakteristisché®arameterzu ex-
trahieren. DiesesVorgehenist auch unter dem Schlagvert “getting numbersfrom
images”[Kru2002, alsodem Erhaltvon ZahlenausBildern, gelaufig. Man beden-
ke, dasdiiblicheKernspintomographeaut [WTVW1992] 3D-Bilder mit einer Auflo-
sungvon 128x256x25ebei einer Grauwerttiefevon 12 Bit, alsomit einerGré3evon
27 % 284 28« 12Bit = 12MB liefern. Eine dafiirgeeignetdProzessktteist 1.1in damge-
stellt.

Die KernpunktedieserArbeit mit eigenenKapiteln sind die lokale Krimmuns-
schatzundgKapitel 2, 3 und4) sowie die SgmentierungKapitel 5und6). Alle anderen
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MR-Schnittbilder
Interpolation und Stapeln

[isotroper Volumendatensatz ]

Filtern und Datenreduktion
\ 4

[vorverarbeiteter Volumendatensatz ]
’ . . « globaler
v Triangulierung einer Isoflache Parameter(-satz)
[Dreiecksnetz der Hirnoberflache ] Zahlen von A
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lokale Krimmungsschatzung Mittelung
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Quotienten
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L Segmentierung

[segmentierte Hirnoberflache ] Division

Krimmunsgwerte einzelner

l Ebenenanpassung Wt
indungen
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{ einzelner Windungen gewichtete

Mittelung

Abbildung1.1: Prozesskttezur Parametergtraktion

Schrittewerdenzusammenmnit wichtigen Grundlagemur tberblicksartigbeginnend
im Abschnitt1.6, innerhalbdiesesKapitelsbehandeltVorhererfolgennochKurzdar
stellungereu Grundlagendie mir fir dasweitereVerstandnisalswichtig erscheinen.

1.3 Interne Darstellungsiormen von 3D-Objekten

Bei der Visualisierungund Verarbeitungvon 3D-Objektenmiissendieseimmer auf
einebestimmtegenauwdefinierteArt undWeiseim SpeichedesRechnerseprasentiert
werden.Nach[WTVW1992] existierenprinzipiell drei verbreiteteMoglichkeitendes
internenModells dieszu bewerkstelligen:

1. Oberfladhenmodell
Hier wird dasObjekt durchseineOberflachebeschriebenDie haufigsteForm
ist derenAnnaherungdurchebeneDreiecle. Ein Vorteil ist der geringerema-
thematischeAufwand, der fur die VerarbeitungebenerDreiecle im Vergleich
zu gekrimmtenFlachenstickn betriebenwerdenmuss. Es ist immer nur ei-
ne ApproximationdesObjektsmdglich. Mit einerhinreichendgrof3enAnzahl
verwendeteDreiecle ist sie jedoch(theoretischpeliebiggenaumdglich. Die
praktischenGrenzenliegenin der GroéRedesHauptspeichersndin der Verar
beitungsgeschwindigit der zur Verflgungstehendemlardware.
Aus Sichtder Informatik sind ein Knotenfeldmit den Ortswektoren(Koordina-
ten)derStitzsteller{fKnoten)sowie ein Dreiecksfeldmit denjeweilsdreilndizes
derdasjeweilige DreieckbildendenKnotennotwendig.Oft erweitertmandiese
beidenelementarematenstrukturemurch Ergdnzungvon Nachbarschaftsrela-
tionen zu zwei Graphen. Dies ist fur viele Algorithmen ein grof3erVorteil in
Bezugaufdie Suchlomplexitat.
DiesesModell soll fir unsereHirnoberlacheverwendetwerden,so, wie esin
BRIANIn derKlassemeshimplementierist.
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2. Solids-Modell

Ein andererAnsatzist die Zerlegungdes3D-Objektsin elementageometrische
Kdrper (z.B. Kugel, Wurfel, Zylinder, Kegel, Pyramide),so genannteSolids
Dannist die passend®atenstruktureinfacheineListe der Objekte,die jeweils
durch eine bestimmteZahl von Parameterrbestimmtsind. Zuséatzlichkdnnen
auf sie Bewegungen(Verschiebing, Drehung,Spiegelung)sowie Ahnlichkeits-
abbildungerangavandtwerden. Ein Bespielist die 3D-Beschreibngssprache
VRML

3. Wolumenmaodell

Beschrankiman sich bei der Wahl der zugelasseneolids ganzauf Quader
die zusétzlichnochin ein in deneinzelnerdrei Koordinaterjeweils dquidistan-
tes 3D-Rastempassemmussengelangtmanzum Volumenmodell.Es stellt eine
Entsprechungur 2D-Rastegrafik dar. Die dort auftretenderPixel heil3ennun
Voxel Damitist auchdaslnnerevon KérpernreprasentierbarEin 3D-Feldist
die geeigneteDatenstruktur Mit derhdchstmdglicheiEinfachheiteinesVoxels
alsFeldelemenwird klar, dasseinevielfachgroRereAnzahlvon Elementemo-
tig ist, um eine ahnlichgenaue3D-Objektbeschreingwie bei 1. oder2. zu
erhalten.

In einersolchenForm kommendie DatenauseinemMRI-System.

1.4 Anatomie desHir ns

DasHirn besitzteine komplexe Struktur, derenumfassendddeschreiling weit tber
die GrenzerdieserArbeit geht. Wir belasseresdeshallbei einerkurzenDarstellung
desGrobaufbaussodassverstandlichwird, waszu unterteilenist.

3

Abbildung 1.2: GrobstrukturdesGehirnseinschlieZlictrseinertUmgehung

Schéadelknochefmit Kopfhaut)
SchutzschichausLiquor (CSF)
graueSubstanfGM)
weilleSubstanfWM)
Ventrikel, mit Liquor gefullt

abr~ wNPE

Tabellel.1: Legendezu Abb.1.2
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Die Abb.1.2zeigtschematiscleinenSektoreinesebenerSchnittesdurchdasmensch-
liche Hirn, welcheshier in der Abstraktionals isotropangenommenvird. Dies trifft
in ersterNaherungzu, nur die FortsetzungdesZNS hin zum Rickenmarkbildet eine
nichtvernachlassigbamusnahme.

Als Hirnoberflachevollenwir von nunandenUbemgangzwischergrauerSubstanz
undaulierentiquor bezeichnenDiesentsprichderaulRererZellschichtdesHirns, die
als Hirnrinde bzw. Kortex bezeichnetvird. In der NdhedesUbemgangsdesHirns in
dasRickenmarkwird einfachabgeschnittergft endetauchderRohdatensatin diesem
Bereich.

1.5 Kernspintomographie

Abbildung 1.3: KernspintomographidesHirns: eine Schichtals 2D-Bild; Knochen
undLiquor wurdenbereitshildverarbeitungstechnisantfernt

Dasbildgebendé&/erfahrendaswir alsDatenquellewutzenwollen,ist dieaufNMR
basierend&ernspintomographiéMRI). Die Vorteile, insbesonderém Verleich zu
CT, sind [WTVW1992] die fehlendeStrahlenbelasturigsawie ein bessereKontrast
zwischengrauerund weil3erSubstanz.Vor der theoretischerfrundierungl973durch
P.Lautertur und dembreitenklinischenEinsatzseitden 1980erJahrenwarenNMR-
Untersuchungerin Werkzeugvon ausschlieBlichiChemilern, Biologen und Physi-
kern. Es zeigtesich, dassder Schlussekzur klinischenAnwendungin der Ermogli-
chungvolumenselektier (also voxelbezogenerpignalgevinnungliegt. Wir werden
im Abschnittl.5.3aufdiesenSchrittzuriickkommen.

1Deranfangsverwendetdegriff NMR-Tomographiainddie im deutscherSprachraunauchheutenoch
gebrauchlich®ezeichnundernspintomographimachteresteilweiserechtschwierig,misstrauvischeRati-
entenzu erlauterndasshei demVerfahrenabsolutkeineradioaktve oderRontgenstrahlungerwendetvird.
Diestrug danndazubei, dassdasN rechtschnellausdenBezeichnungeim denKlinik en entferntwurde,
MRT bzw MRI setztersich (auchinternational)durch.
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1.5.1 PhysikalischeGrundlagen: NMR

Bewegte elektrische_adungererzeugerMagnetfelder Die Physiler E.M.Purcell und

F.Bloch entdeckten 946 unabhangigzoneinandemagnetischéeigenschaftenn der
Materie,die nurdenAtomkernernzugeschriebewerdenkonnten.Darausschlossnan,
dassein in einer kreiseléhnlicherPréazessionsheegungresultierendeEigendrehim-
puls oderSpir? nicht nur bei Elektronen sondernauchbei Nukleonenauftritt. Etwas
Uberraschen@rscheintdiesfur die nachauf3enelektrischneutralenNeutronen. Die

Ursacheliegt in der kontinuierlich erfolgendenAufnahmeund Abgabegeladenent-

Mesoner{Str1984.

Unssoll hier nurdereinemeinzelnerProtonentsprechendé/asserstdfAtomkern
%H interessierengdennallein auf seineWechselirkungenberuhenMR-Bilder in der
Medizin [WTVW1992]. Dasist ausreichendda sich der menschlicheKdrper haupt-
sachlichausGewneben,die Wasser(H2O) und organischeéVerbindunger(Kohlen-und
Wasserstdhtomeals Geriist)enthaltenzusammensetzt.

DasProtonfuhrt einePrazessionshegungmit der Frequenzfp, dersogenannten
Larmor-Frequenzaus. Die AchsendieserBewegungenverlaufennormalerweisen
gequantelteraberzufalliger Richtung. Durch dasAnlegeneinesaulRererMagnetfel-
deskommteszu einerDrehungder Prazessionsachsen, dasssie dannparallelzum
Magnetfeldverlaufen.Quantenmechanisdind nunnur zwei Zustandemdglich: eine
enegetischglnstigeAusrichtungder Protonenn Feldrichtungsowie eineenegetisch
unglnstigehr entgegyen. SiefolgeneinerBoltzmann-¥rteilung[BrS1999:

Ngq;en _ AE
Ni, _exp( kT) (1.1)

DabeibezeichnerT die Temperatuiin Kelvin, k = 1,381x 10232 die Boltzmann-
Konstanteund AE die EnegiedifferenzzwischendenbeidenEnegieniveausn Joule.
Fur das SendereinesSignalsist der Ubergangvon Protonenausdemhohenin das
niedrigeEnegieniveaunotwendig. Durch Zufuhr von Enegie mittels hochfrequenter
elektromagnetische3trahlunggelingtbei einigenProtonerdie Umkehrihrer Ausrich-
tunggegendie Feldrichtung(Anregungsimpuly wobeidannProtonenwie gewviinscht
unterSignalabgabeyiederin denthermodynamischeBleichgevichtszustanauriick-
kehren(Relaxation. Der Prozessst irreversibel. Die Anregunghatresonantzur Pré-
zessionsb&egung,d.h. mit der LarmorFrequenzfo zu erfolgen.Fur siegilt:

yBo AE

=—==— 1.2
21 h (1.2)

Hier steherh = 6,626x 10~34Js fiir dasPlandsde Wrkungsquantunund y fir das

gyromagnetistie Verhaltnis einersich ausder spezifischerkKernladungwie folgt ab-
leitendenjedemAtomkernzugeordneteKonstanten:

fo

— 94
y= 2mg (1.3)

DasZeicheng stehtflr die LadungdesKernsin Coulomb,und my ist die dieserLa-
dung zugeordnetéMassedesKernsin Kilogramm. Ohnedeng-Faktor gq lasstsich
die Gleichungmit der klassischerPhysik herleiten. Es zeigtesich jedoch, dassfur
Betrachtungezum Spinvon Elementarteilcheguantenmechanisamdrelatiistisch

2engl.,schnelleDrehung
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bedingteeinheitenlos&orrekturiaktorennotwendigwerder?. Fir denhier relevanten
Fall einesWasserstdkernsist der (experimentellbestimmte\Wert g, = 2,793". Wir
erhaltendurch Einsetzendiesesg-Faktors,der Elementarladungind der Masseeines
Protonsin (1.3):

2,793%1,602% 10-1%As rad
Vo= "1 673:10%kg  ~ 2,674x% 108T (1.4)

DiesbedeutetineLarmorFrequenz/on etwa 42, 5SMHz (alsoim Kurzwellenbereich)
bei einemiblichenMagnetfeldder Flussdichtel Tesla. Fur eineweitegehendeDar-
legung der physikalischerBeschreibingsméglichkeitenvon Spinsystemersiehez.B.
[Abr1961].

1.5.2 RelaxationszeitenT1 und T2

Die relevantelnformationeinesNMR-Experimentstecktim ZeitverlaufderRelaxati-
on. Dabeisind prinzipiell zwei Prozessedie beidein exponentiellerForm verlaufen,
zuunterscheiden:

1. Spin-Lattice-RelaxatioriongitidunaleRelaxation
Die Ruckkehrderdurchdenhochfrequentednregungspulsausgelenkte®pin-
richtungenin Feldrichtungverlauftexponentiell. Die Zeitkonstantediesesvor-
gangsist die Relaxationszeil 1.

2. Spin-Spin-RelaxatigrransvesaleRelaxation
Der Hochfrequenzpul$ihrt sekundéamauchzu einerKohérenzder Préazessions-
bevegungerdereinzelnerProtonen Nachdessembschaltundlingt diesePha-
senubereinstimmungkponentiellah Die diesemProzeszugeordnet&eitkon-
stanteist die RelaxationszeiT 2°.

DiesebeidenZeitkonstantersind CharakteristikaeeinesStoffes bzw. Gewebeswobei
jedochauchstarke UberlappungefWTVW1992] auftretenwas eine sichereZuord-
nungmeistunmdaglichmacht.

Es wurdenviele verschiedend’ulssequenzeantwickelt, um Datenzu erhalten,
die in der Regel eine gewichteteKombinationausT1 und T2 darstellen. Die wich-
tigstenParameterzur SteuerunglieserWichtungsind die Repetitionszeil R, die Zeit
zwischender Abfolge von zwei Pulssequenzennddie EchozeitTE.

1.5.3 Volumenselektion

Fir die klinische Anwendungist es nun von besondereiVichtigkeit, dassdasVer
fahrenin vetretbareZeit auf eineganze3D-Matrix (z.B. 128x256x256Voxel) ange-
wendetwerdenkann. Uber dasMagnetfeldsawie die Frequenzder HF-Pulsedasst
sich gemaf(1.2) eine (durch dasfestey kernspezifischejokal begrenzteResonanz
erzielen.Durch Zuschaltungron Magnetfeldgradientel@sstsich eine Dimensionko-
dieren(Frequenzhkdierung).In denandererbeidenDimensionemutztmanmeistein

3Fiir ein Elektronist der g-Faktor mit ge = 2,002 sehrnahebei 2, sodassdieszunéchsals magnetome-
chanistie Anomalie[Str1984 gedeutetvurde.

4Quelle: www.drusch.com/help/gm- prgf.html

5Genauegesagtist dieszunichstlie Relaxationszeil 2*, die diein derRealitdtimmerzu einemgewis-
senTeil auftretenderinhomogenitateimm Feld undin der Magnetisierungnit beinhaltet.Durcheineunter
SpinEcho bekanntePulssequentassersich dieseStérungjedochfastvollstandigunterdriicien.
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Phasen&dierung. Durch eine inverse 2D-Fouriertransformation ergebensich dann
die Orts-Informationen.ModernePulssequenzearmdéglichenRepetitionszeitewon
nur 40ms wasin einerAufnahmezeifWTVW1992] von (obige Auflésungangenom-
men)akzeptabledOms« 256x 128= 21, 8minresultiert.Fiir weitereDetailssiehez.B.
[BrsS1999.

1.5.4 Gesundheitsrisiken

Die Kernspintomographigst ein relatv sicheresVerfahren,ohne groReRisiken fur
denPatienten.Dasgrof3tedabeiauftretendestehtin Verbindungmit demnotwendigen
MagnetfeldgroRerStarle. MetallischeGegenstandem undim Patienten(z.B. Herz-
schrittmachersawie in der NahedesMRI-Systemssind zu vermeiden. Sie kdnnen
sichschnellzu Geschosseantwickeln und MenschenverletzeHBF1997.

Eine Strahlenbelastuntitt nur durchdasHF-Signal,dasim Kurzwellenbereich
liegt - vgl. Abschnitt1.5.1,auf. EskannbeiintensvenPulssequenzezu eineruner
wuinschtstarkenErhitzungdesPatienterfiihren. Daflr gibt esgesetzlichésrenzwerte,
die bei derUntersuchungsplanurgeachtetverdenmiisseriBrS1999.

1.5.5 Anwendungauf unser Projekt

Das Verfahrenist dasbestederzeitbreit verfligbare,um nichtinvasv Datenzur Hir-
noberflachezu erhalten. Zwar sind pathologisché/eréanderungern der Regel auf
T2-gewichtetenBildern besserzu erkennen,was eine Verwendungdiesernahelgen
koénnte. Doch soll in unseremFall allein ausder anatomischerstruktur herauseine
Diagnoseoder Diagnoseunterstutzungrfolgen, womit sich dannT1-gewichteteDa-
tensatzenit demgeringererSignal-Rausch-gthaltnifWwTVW1992] besseeignen.

1.6 Vorverarbeitung

An dieserStellegeherwir davonaus,dasuunsderKernspintomograpblinenGrauwert-
DatensatzumHirn einesPatientenim Volumenmodelbelieferthat.

Die erstenbeidenSchritte erleichterndie spatereWeitenerarbeitungder Daten
[WTVW1992]. Viele Algorithmenwerdendurchdie IsotropiedesVolumendatensat-
zes,waseinewdurfelformige Voxelgestalbedeuteterheblichvereinfacht. Gebrauchli-
cheMR-Tomographeriefern jedochBilderserienmit einerPixelgré3evon 0, 88mm:
0,88mmundeinemAbstandvon 1, 2mmzwischerzweidirekt benachbarteB8chnitten.
EineErzeugungron Zwischenschichtedurchinterpolationliefert danndie gewtinsch-
te Eigenschaftd.h. in diesemFall eineVoxelh6hevon ebenélls 0,88mm Unbedingt
festgehaltenverdenmussdabei,dasstrotz der so erh6htenAnzahlvon Schnittbildern
naturlichkeinezuséatzlichdnformationgevonnenwerdenkann[Zui1995.

Die Datenreduktiorbeziehtsich auf eine Verringerungder Grauwerttiefevon 12
Bit auf 8 Bit, dadie Isoflachermit 256 Abstufungerbei dieser(relativ geringen)Auf-
I6sung noch geniigendgenauerkanntwerdenkdnnen. Gunstig kann sich auchder
Einsatzvon z.B. Medianfilternauswirken,um aufnahmespezifiscteehlerzu reduzie-
ren.
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1.7 3D-Rekonstruktion von Isoflachen(Triangulierung)

Erinnernwir unsandie verschiedeneMaoglichkeitenvon internenModellenausAb-
schnitt1.3. Leiderist esnunso,dassn unserentall die MRI-Bilddatenim Volumen-
modellvorliegen,fur eineKrimmungsschéatzungnachder hier vorgeseheneRrozes-
skette gem&RAbb.1.1) abereine Darstellungim Oberflachenmodellgenauemesagt
eineTriangulierungpenétigtwird. Demwollen wir unsjetzt zuwenden.

Aufgrund desgeringererRechenaufwndesbei der Visualisierungund Verarbei-
tung von Objektenim Oberflachenmodelim Vemgleichzu dembei solchenim Volu-
menmodellgabesschonrechtfriih Bestrelnngen,eine mdglichstgenaueAbbildung,
mit gutenEigenschaftetezuglichder Eignungfir die Weiterverarbeitungyom Volu-
menmodeliins Oberflachenmodeltu erreichen.Die folgendeAbhandlunglehntsich
andiein [Smi200Q vorgenommenan.

1.7.1 Contour Linking

In den1970eundfrihen1980erJahrerwurdedie sehrzweifelhafteMethodedesCon-
tour Linking eingesetztDurch (willkirliche odergeschickte Auswahl einerDimensi-
on alsz-Richtunglassersichdie Voxel in Hoheeinesjeweils festenz-Wertesals Pixel
einesSchnittbildesinterpretieren.in jedemdieserSchnittbilderist mit Methodender
2D-BildverarbeitungeineKonturextrahierbayeskdnnennatirlichauchmehreresein.
Auf denzu jeweils einemSchnittgehdrenderKonturensind nun Knotenpunktefest-
legen.Nachder AnisotropiedesVerfahrensstellt die verniinftigeWahl der Positionen
dasnéchsteProblemdar. SchlieRlichmisserdie Knotenmengemirekt benachbarter
Schichtenzu Dreiecksstreiferverbundenwerden. Erneutkannes Problemebereiten,
hierdie“richtigen” (im SinneeinergutenApproximationdesvVolumenmaodellsiKnoten
UberKantenzu verbinden ContourLinking ist keintopologieerhaltendeégerfahren.

1.7.2 Marching Cubesund Modifikationen

Ein ersterDurchbruchgelang1987 mit der Methodeder Marching Cubes[LC1987],
derersteisotrope d.h. alle drei Dimensionergleichwertigbehandelndé/emitterungs-
Algorithmus. Fastalle heuteeingesetzterTriangulierungsalgorithmebasierenauf
MC, stellenModifikationenoderErweiterungerdar, wasoft auchschonandené&hnli-
chenNamenerkennbairist. Bei MC wird zunachsder Schwellvert der gewlinschten
Isoflachefestgelgt. Dieserteilt die Voxelmengen zwei Klassel ein. In einergroRen
Schleifewerdendanachalle méglichen2x2x2-Wirfelvon Voxeln durchlaufen. lhre
Mittelpunkte bilden zusammereinenWurfel gleicherGré3ewie ein Voxel. Diesist
auchder Grundfir die BezeichnunglesAlgorithmus. Bei der Belegungder jeweils
achtzu betrachtendeioxel gibt esbeziiglichder beidenKlassen2® = 256 Méglich-
keiten,derenAnzahlsichdurchSymmetrieanalogieauf 16 reduziert.Von diesensind
diebeidenFalle,dasgeweils alle achtVoxel zu nur einerKlassegehorenirrelevantfir
die Generierungron Dreieclender Isoflache denndannliegt in diesemBereichkein
Klassenubeagangvor. Denverbleibenderi4 Fallenlassersich Musterfur die ein bis
vier zu erzeugendeDreiecle zuordnen.Die genauerPositionenergebensich durch
Interpolationdeslsowerteszwischenje zweiklassererschiedeneickendesausden
VoxelmittelpunktergebildetenWirfels. Dies garantierteine Auflésungunterhalbder
VoxelgrolRe MC ist parallelisierbarkannaberzu Topologiefehlerrfihren.

8Im Falle einergeschlossene®berflachewie esauchdie Hirnoberflachdst, entsprechenliesebeiden
KlassendemInnerenunddemAuReren.
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DiscretizedMarching Cubes[MSS1994 ist eine Vereinfachungvon MC, die auf
die InterpolationverzichtetwasunterHinnahmegeringereiGenauigleit aufeinedeut-
liche Beschleunigundihrt, bedingtdurchdennun mdglichenEinsatzvon Ganzzahl-
Arithmetik savie einerechtenMustertabellg“lookup-table”). Das Verfahreneignet
sichdamitbesonder$iir besonderschnellzu erfolgendeBerechnunger.B. wahrend
desSuchensacheinempassende&chwellvert.

Marching Tetrahedias[GH199] zerlegt jedenderWurfel ausMC in je funf Tetra-
eder Dasbeseitigzwar die topologischerehler fihrt aberzu mehrDreieclen. Eine
VereinfachungdesgenerierterNetzesgelingtallerdingsrechtgut [GH1994. MT mit
einersolchennachgeschalteteBimplifikationist in vslim der Vista-Bibliothek imple-
mentiert.DasVerfahrenist nichtisotrop.

ReyularizedMarching Tetrahedias [TPG1998 bindetden Vereinfichungsschritt,
hier eineKnotenhaufen-Mittelung“v ertex clustering”),schonmit ein. Es sollenetwa
70%wenigerDreieclke alsmit MC entstehenaul3erdenzeichnersichdiesedurcheine
hohereRegularitataus.Dasbringt Vorteilein derVisualisierung Schattierungsmodel-
le) undin derWeitenerarbeitungauchKrimmungsschatzungpit sich.

1.7.3 Constrained Elastic SurfaceNets

Einweiterer fortgeschritteneAnsatzistin [BV GPV1999 zufinden,wobeidasGrund-
konzepterstmalsschonin [Gib199] publiziert wurde. Zu Beginn werdendie glei-
chenWurfel wie bei MC ausg&vahlt. Nun wird jedochnicht soforttrianguliert. Die
MittelpunktederWiirfel sind die Anfangspositioneder Knotendeszu generierenden
Dreiecksnetzeslm Entspannungsschritterdendie Knotendannentlangder jeweils
berechneteGradienter(bei dermeinerMeinungnachbesteriVarianteSNG)verscho-
ben.Die Verschiebingsweitast dabeidie Gberinterpolationgeschatzt&ntfernungzur
Isoflache.Mit derNebenbedingungiassder KnotendenWirfel nicht verlasserdarf,
wird einezu groReAbweichungvon derwahrenlsoflacheverhindert.Erstjetzt erfolgt
die Vemitterung. SNG liefert &hnlich viele Dreiecle wie MC, aberdeutlich glattere
TriangulierungeriBVY GPV1999.

1.7.4 Vergleichder Verfahren

Nebendenvier Kriterien Genauigleit der Rekonstruktion,Glatte desNetzes,Anzahl
der Dreiecle und Regularitatder Dreiecle, die in [BV GPV1999 auchquantitatv de-
finiert sind, werdenin Tah1.3 nochzuséatzlichdie Topologieerhaltungowie die Ge-
schwindigleit aufgefuihrt. Die anggyebeneBewertungist nur qualitati, da die Algo-
rithmen nicht selbstimplementiertund getestetwvurden. Dabeistehtein '+ flr gut
undein’-’ fur schlecht.Fallsdocheinegenaueréussagegetrofenwerdenkann,sind
ein '++' fur sehrgut bzw. ein’- -’ fir sehrschlechtangeeben. Eine’0’ bedeutet,
dassdasbetrefendeKriterium nicht entschiederwerdenkann. Wir sehendassdie
von unszu nutzendeMT-Implementierungkeine schlechtéWahl darstellt,zumalder
schlechtest@unktvon MT, die Anzahl der Dreieclke, durchdensich anschlieRenden
Vereinfachungsschrittleutlichaufgevertetwird. Trotzdemhalteich die Nutzungvon
SNG (siehedazuauchAbschnitt4.5), alsbesteglerhier genannteVerfahren wichtig
fur zukunftigeUntersuchungen.
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Verfahren | Topologie-| Genau-| Glatte | Anz. der | Regularitat | Geschwin-
Ges.-Urteil | erhaltung | igkeit Dreiecle | derDreiecle digkeit
CL: - - -- -- - 0 0 0
MC: - - + - - N T
DiscMC: + - - - - ¥ s
MT: + + + - - N
RMT: + + + - + ++ _
SNG: ++ + ++ + - ++ +

Tabellel.3: Triangulierungsalgorithmeim Vergleich

1.8 Degeneratve Hir nerkrankungen

Die unsinteressierendilassevon Hirnerkrankungerist mit einemSchwundvon Ge-
hirnvolumenverbunden.Dabeitritt einestéarlereWichtungdiesesvolumerverlustsin
denFundusrgionenauf, Abb.1.4. Dort vergroRertsich also die Krimmung. Unter
suchtmandieseEntwicklungkombiniertdurchBlick auf dasVerhaltnisVolumenzu
Krimmung(vgl. Abb.1.1), soist zu erwarten,dasssich ein fortschreitende&rank-
heitsbildin einersignifikantenAbnahmediesesQuotientenniederschlagtDasist zu
untersuchemund gegebenerdills fur die Diagnostiknutzbarzu machen.Leiderist es
so,dasseine Uberlagerunglieserpathologischeiweranderungemit normalenAlter-
serscheinungestattfindetfHBF1997. Ein Volumenschwundllein ist deshalbnicht
notwendigein Krankheitssymptom.Es bestehtdie Hoffnung, dassdie beschriebene
Methodeeinezuverlassiger&lassifikationalseineallein volumenbasiertBeurteilung

ermoglicht.

gesund

>Y%

Kfl<

(VIK) 2 (VIK),

e
&

Abbildung 1.4: Anderungvon VolumenV und KrimmungK sowie ihresQuotienten
beim*“VerplumpeneinerWindungsfurche




Kapitel 2

DasstetigeKrimmungsmodell

2.1 Kurvenin der Ebene

Seic: [a,b] =R eineinvertierbare zweimaldifferenzierbareAbbildung, die einere-
gulare,nachder Bogenlangeparametrisierté¢d.h. |c/(t)| = 1) Kurve beschreibt.Die
(vorzeichenfreieKrimmungander Stellet Iasstsichdanndefinierenals

K(t) :=|c"(t)] (2.1)

D.h. die LangedesBeschleunigungsktorsbei konstanteiBahngeschwindighit ist
ein Maf3 fir die lokale Krimmung. Geometriscthat dies zwei verbreitetelnterpre-
tationen. Einmal ist eine Deutungals Anderungsgeschwindiggit der Richtung der
Tangentemdglich:

de
t) == —(t 2.2
K(t) = 55 ®) (2.2)
Bei Vorgabeeiner Orientierunggestattetdies die Vorzeicheneinfihrung Aulzerdem
wird die Einheit[k] = % = - = 1Im~! etwasdeutlicheralsbei derobigenDefinition.

Andererseitkannman einenlokalenBeriihrkreisderartkonstruierendasser bis
zur 2.Ableitungmit der Kurve Ubereinstimm{Bertuhrung?2.0Ordnung).Er hatdenRa-
dius 1

"= ol
Fur eineKrimmungO gehtr gegenunendlich. SeinMittelpunkt ist der Krimmungs-
mittelpunkt,dessenLagerelativ zur Kurve beigegebenebDurchlaufrichtungOrientie-
rung) AuskunftiberdasVorzeichervonk gibt.

(2.3)

2.2 Flachenim Raum

WesentlichéBeitragezur Krimmungstheorigon Flacherim Raumkamenvon C.EGauf3
1827.Hier folgt eineZusammenrdssungler Darstellungn [Bro1979.

Sei f(U) eineregulére,parametrisierté-lacheim R®, also f : U C R — R® mit
demParameterektoru = (u;,uy) € R? unddemOrtswektor

P = (p1(uz, Uz), p2(u1, Uz), p3(uz,uz))

17
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Dannsinddie beidenpartiellenAbIeitungeng—LL(u) und %(u) linearunabhangigind
spannersomiteinenzweidimensionaletnterraumauf. Als glinstigerwiesessich,ein
lokaleskartesischeKoordinatensystenn der Umgehung einesPunktesPy = f(up)

der Flachezu definieren,was die Betrachtungererheblichvereinfacht. Dabeiliege
derUrsprungin Py unddie z-Achseverlaufein RichtungdesEinheitsnormalevektors
Np := %. Zunachstwahle mannun zwei Einheits\vektorenE; und Es in

der Tangentialebeneu Py, so dassein rechtshandiges, y, z-Koordinatensystermit

dem Dreibein (Ez,E2,Np) ensteht. Dies liefert eine f entsprechendem P, lokale
Hohenfunktionz = z(x,y). In diesemBezugssystenmutendie ersten3 Glieder der
Taylor-Entwicklungvon z

1022(0,0 9%2(0,0 1 9%2(0,0
2732 a(x2 )X2 6>(<6y )xy+ 2 a(y2 )yz @4
Daeinegesucht&rimmungsbeschreimganalogzumFall derKurvein derEbenddie
Flachelokal bis zu einerBeriihrung2.0rdnungcharakterisiereisoll und der Aufbau
desKoordinatensystenmauf Normalewektorund Tangentialebendie Unabhéangigkit
von Gliedern0. und1.0rdnungsicherstelltgenigtfir einecharakteristisch@pproxi-
mationfolgendeBilinearform:

5 1 0xxZ(0,0)  0xyz(0,0) X
2xy)=5(xy) ( 8,7(0,0) 9,2(0.0) ) ( y) (2.5)

DurcheineHauptachsentransformatiotie in diesemFalle eineDrehungum N, also
diez-Achse pedeutetlassersichdie gemischtempartiellenAbleitungenbeseitigendie
derlokalenApproximations-Abbildungugeordnet®iagonalmatrixohnedenFaktor
1/2)ist dann:

Q:(Kol KOZ) 2.6)

Die beidenEigenwertex; undk, sindreell, dain dengemischterAbleitungenzweiter

Ordnungdie Ableitungsreihenfolg@machdem Satzvon Schwarz beliebigist, wasdie

Symmetrieder Abbildungsmatrix wie obenschonso geschriebenzur Folge hat. Sie

werdendie Hauptkrimmungngenannt.Aul3erdensind die zugehoérigerEigenraume
hier jeweils eindimensionalind orthogonalzueinander Sie werdenals Hauptkriim-
mungsrititungenbezeichnetZusammerdssenddnnenwir fir Zim neuenKoordina-

tensystenschreiben:

Z(x,y) = % (K +Kay?) 2.7)

EinennochbesseretJberblick gevinnt mandurch Definition der GauRsbenKrim-
mungK undder mittleren KrimmungH:
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K :=detQ = K1 %K (2.8)
und
1 K1+K2
Str 5 (2.9)

Als Einheitenergebersich[K] = 1m~2 und[H] = 1m~! ausderEinheit1m~! derbei-
denHauptkrimmungemdie selbstSchnittkunenkrimmuigensind. Die Definitionen
sind sinnvoll, dasowvohl Determinanteals auchSpurbasisunabhangigéharakterisie-
rungenlinearerAbbildungsmatrizersind.

Dabeiist H offenbarvon derOrientierungderNormalenNg abhéngigwahrendbei
K die bei Orientierungswechseluftretenden/orzeichenédnderungeser Hauptkrim-
mungensich gegenseitigausgleichen.Diese Unabh&angigkit vom Bezugssystenist
ein groRerVorteil. Im RahmerdessehrallgemeinenTensorkalkildezeichnemanK
alsSkalarundH als Pseudoskalar

Eine brauchbareKlassifikationder Flachenpunkté&ann nun anhandvon K erfol-
gen:

1. K=0: WenigsteneinederbeidenHauptkrimmungetst 0. Der PunktPy wird
parabolisclgenannt.Die Umgehungverhaltsich ahnlichwie ein Zylinder, der,
falls auchdie andereHauptkrimmungerschwindetzur Ebeneentartet.

2. K>0: Die beidenHauptkrimmungehabendasgleicheVorzeichen Esliegt ein
elliptischerPunktvor. Im Spezialall k1 = K2 hei3tdieserNabelpunkt,wobei
dasapproximierendé&llipsoid, dannzur Kugelentartet.

3. K<0: Esliegenverschiedend&/orzeichenbei k3 und kK, vor. Damit wird der
Punktentsprechendemlokal &hnlichenKérper deseinschaligerHyperboloids
alshyperbolisctbezeichnet.

Wie schonobengezeigt,stehendie Hauptkrimmungsrichtungesenkrechiaufeinan-
der Fur die Beschreibing der Kruimmungder Flachein eine allgemeineRichtung
p(cosEp + sinaEp) normalzu f(U) in Py gilt derSatzvon Euler:

Kn(a) = K1C0S a + Ko Sirfa (2.10)

Damitlasstsich zeigen,dassderBegriff dermittleren Krimmungfir H auchals Mit-
telungtberalle Normalschnittkrimmungeky (a) gerechtfertigist:

J&kn(@)da [ (kicoda + kpsirfa)da
21 B 21

KN =

My (cofa+ sirfa)da+ [Z (k2 — K1) sirfada
21
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21K+ (K2 — K1) [30— %SinZQ](Z)T[

o 21

__ 2K+ (K2 — KTt K1+K2
= = =H 211
N o 5 (2.11)

2.3 DasGaul3-Bonnet-Theoem und die Integralkriim-
mung

DiesesentraleErgebnisder globalenDifferentialgeometrigvird unsspatersehrniitz-
lich sein. Esstellt ein sogrundlggendefResultatdar, dassdasTheoremeineneigenen
kleinenAbschnittverdient.Wir wollen eshier jedochnurin einerunsniitzlichenspe-
ziellen Form fiir einegeschlossenElacheim Raummit topologischequivalenzzur
KugelbetrachtenFir Verallgemeinerungehin zu topologischandersartigeiorpern
undzu allgemeinerRiemannscheMannigfaltigkeitenim n-dimensionalefRaumsie-
he[KEMa1994 bzw. [Lee1997.

Zunéachsist eineglobaleGroRefur einesolchegeschlossenElacheF zu definie-
ren. Diesist die Integralkrimmung{ges

ngs(F):z//FKdA (2.12)

Die GroRehatdie Einheit[Kged = [K][dA] = 1m~2 % 1n? = 1. Die AussagedesTheo-
remsist nun, dassdie Integralkrimmungeiner topologischzur Kugel aquivalenten
(d.h.Existenzinerinjektiven, stetigenAbbildung auf eine Kugel) geschlossenehla-
chestetsgleich4rist:

Kges(F) = 411 (2.13)

Eine AnpassunglesIntegrationsgebietesrmoglichtauRerdendie Angabeeinesre-
gionalenKrimmungsparametef§ir diesesGebiet. Dannist F als ein Flachenstiick
zu betrachtenDurch Differenzierervon (2.12) erhdltmaneinenweiterenZugangzur
Krimmungim PunktPq:
dKges(F) .
K (Po) = dKaes(F) ¢ PoeF (2.14)
dA

Auchfir Kurvenin derEbenesindanalogeBetrachtungemdglich. Die Integralkriim-
MungKges €inergeschlosseneiiurve C ist dann:

Kges(C) 1= }{:K(s)ds (2.15)

wobei der Parameters die Bogenlangebezeichnet.Es gilt [Kged = [K][dS] = 1m™1
1m= 1. Derentsprechend8atzdazuist derUmlaufsatazonHopf. Er besagtdassine
positiv orientierte jinvertierbareKurve c stetseinelntegralkrimmungvon 21 besitzt:

Kges(C) = 21 (2.16)

Plausibelird diesbei Betrachtungion §.k(s)ds= [Z"%(s)ds= [>"d® = 2runter

Verwendungvon (2.2). Fur einenBeweis siehe[Lee1997. Falls ¢ nurein bestimmtes
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Kurvenstiickbezeichnetemibt sich natirlich die GesamtkrimmungliesesKurven-
stucles. Auch hier erhdltmandurchDifferenzierervon (2.15)eineweitereFormelfur
K im PunktPy:

nges(C)
ds

K(Po) = mitPy e C (2.17)

2.4 Alter native Beschreibungen

2.4.1 Die mittler e Kruimmung H

EineninteressanteAnsatzfir die Charakterisierungon H abseitsder Definition fin-
detmanin [BaS200]. Die mittlere Krimmungkanndanachals DivergenzdesEin-
heitsnormalewvektorfeldesetrachtetverden:

H = —divNg (2.18)

Im trivialen flachenFall weisenall Normalendie gleiche Richtungauf. Damit wird
ihre Divergenzwie behauptetnull. In der anderenRichtunggehenwir von einem
Gebietmit H = 0 aus. Dasist nachder Definition von z.B. [Kre196§ lokal eine Mi-
nimalflache.Anschaulichist auch,dassder Flussals Ausgleichvon Potentialdiferen-
zenin einerMinimalflacheverschwindet.Somitist laut [KEMa1999 dasVektorfeld
im betrachteterGebietquellenfrei,d.h. div Ny = 0. Die Charakterisierungst mit

[H] = [divNg] = [Z ‘;—;‘i‘] = 1m! einheitenlorrekt.

2.4.2 Die Integralkrimmung Kges

In der Arbeit [PS1998 wird zur Beschreilnng der IntegralkrimmungKges einesFla-
chensticksdie Gaul3-AbbildungauchbekannunterdemBegriff derspharischeb-
bildung,g : R> —+ §* genutzt.Dabeiwird jedemPunktP derFlachef (U) seinEinheits-
normalewektorNg zugeordnetDasBild einesParametegebietes) C R? ist alsoein
Teil der Oberflacheder Einheitskugelg(U). Der Raumwinlel diesesBildes, der dem
Zahlenwertnachder Flacheauf der Einheitskugelentspricht,ist ein Maf3 fiir die In-
tegralkrimmungdesFlachenstiicks. Auch dieseSichtweiseist einheitenlorrekt, da
sawvohl Raumwinlel alsauchintegralkrimmunglie Einheit 1 besitzen.

Fur einenFlachpunktist die Normalenrichtungn seinerUmgehung immer kon-
stant. Damit wird dasBild der Gau3-Abbildunghur ein Punktmit demMaf3 null auf
der Einheitskugel.Dasist in Ubereinstimmungnit der verschwindende®GaulRschen
Krimmungin diesemPunkt,die aucheineGesamtkrimmungon null derUmgehung
desPunktesinduziert. AuBerdemergebensich fiir elliptische Punktekorrekterweise
positive Uberdeckungswingl, wahrendoei hyperbolischefPunkterzwangsweis@ine
derbeidenHauptkrimmungsrichtureneinenegative Orientierungaufder Einheitsku-
geloberflachdenorruft, sodassderiiberdecktdRaumwinlel in Ubereinstimmungur
Definition negativ wird.*

1Da hier nur eineUmgehung betrachtewird, sind nacheinemGrenziibegangin (2.12) die Vorzeichen
von K undKges libereinstimmendes genligersomit BetrachtungezumVorzeichenvon Kges
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2.5 Zusammenfassung

Wir sind nunin derLage, die Gaul3scheind die mittlere Krimmungals eine konse-
guenteFortsetzungleskrimmungsbgriffs von Kurvenin derEbenezu charakterisie-
ren.

AllgemeinbeschreibeineKrimmungin einemPunktdie Anderungder Richtung
desTangentialraumei der UmgehuingdiesesPunktes.Qualitatv heifdteineschnelle
Anderungeinestarle Krimmung.Wahrendiir Kurvenin der Ebenedazuein einziger
Krimmungswertgenugt,sind fir Flachenim Raumzwei Werte notwendig,genau-
er gesagteine 2x2-Matrix, die jedemPunktder Tangentialebenéden Ortswektor der
Anderungsrateler Einheitsnormalezuordnet. Diagonalisiererder Matrix durchBa-
siswechseliefert die beidenHauptkrimmungenworaussich nachobigenDefinitio-
nen(2.8)(2.9)die beidenParameterergeben. Fur weiterfihrendeErlduterungerdazu
und Verallgemeinerungeauf Riemannschdlannigfaltigkeitensiehe[Car1992 bzw.
[Leel9917.



Kapitel 3

Diskrete Kriummungsmodelle

3.1 Einfuhrung

Mit derseitden1970erJahrergescheheneXerbreitungvon Rechentechnikind Pro-
grammen,die auch komplexe dreidimensionaleObjekte darstellenund verarbeiten
kénnen,hat sich die triangulierteOberflacheals Standardreprésentatimon Flachen
im Raumdurchgesetzt.Giinstig erwiesensich die hohe Flexibilitdt durch Dreiecle
beliebigerGroleund Gestaltsowie die gute Abbildbarkeit desModells mit Standard-
datenstrukturenywas hohe Verarbeitungsgeschwindigikenermdoglicht. Dabeiwird
einegeschlossenElachemit der EulerPoincaré-Charakteristik = 2, d.h. ohnelL6-
cherbzw. topologischaquivalentzur Kugel, wie esdasHirn! auchist, durcheinen
Polyedemit e Ecken, f Flachenhier speziellDreiecle, undk KantengenéhertNach
demEulerscherPolyedersatgilt e+ f — k = ¥, in unserenBpezialéll erhalterwir:

3
k= —f
2

f
=—-4+2 A
e 2+ (3.1)

EswerdensomitstiickweisdineareNaherungemer glattenOriginaleverwendet Ex-
akteAnwendungderDefinitionsformeln(2.1),(2.8)und(2.9)im Grenzibegandliefert
jeweils gegenunendlichgehend&rimmungerandenEcken(beik undK) bzw. Kan-
ten(beiH) undnichtvorhanden&rimmungeraufdenlinearenStiiclen(d.h. aufden
StreclenundFlachernbzw. nuraufdenFlachen) DiesenMakel gilt esdurchsinnvolle
Ausgleicheauf dasgesamtéPolygor? bzw. Polyederzu beseitigen.

Die Grundideeder meistenhier betrachtetemliskretenKrimmungsmodellést es
also,zunéchstie Integralkrimmungeran dennichtglattenStellen,d.h andenEcken
und Kanten,moglichstexakt zu bestimmenund danndurchDivision durchzugeord-
neteLangenbzw. Flachendie Schatzefur die Kruimmungin diesemGebietzu erhal-
ten. DasentsprichteinergleichmaRigeV/erteilungderin Mengenmit demMalf3 null
konzentrierterMasserauf zugeordnetéJmgehungen,mansprichtauchvon einerlo-
kalenMittelung SiehedazuauchAbb.3.1, wo deranschaulicheindimensionalé&all

1Wwir gehendavon aus, dasskeine Lécherim Gehirnvorkommen. Mit denin Kapitel 1 gemachten
Angabeniiber Anatomieund Vemjitterungsalgorithmusst diesgevahrleistet.In der Praxiskannesjedoch
vorkommen dassKorrekturemotwendigsind.

2Unter einemPolygonwollen wir abjetzt, falls nicht ausdriicklichandersanggeben ein ebenesi-Eck
verstehenMan beachtém UnterschiedlazueinenPolygonzugdernicht notwendiggeschlosseist.

23
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verdeutlichtwird. Erlauterungereu denBezeichnungesind im ndchsterAbschnitt
zufinden. In der Literatur herrschtdabeibei den Formelnzur Krimmungk und zur
GaulRscheirummungK einegroRereUbereinstimmungls bei denenfiir die Schat-
zungdermittlerenKrimmungH.

Interessanist nun, dassdie Integralkrimmungeran den Sprungstellerder ersten
Ableitung exakt bestimmtwerdenkdnnen. Der N&aherungsschritbestehtdannin der
ZuordnungderEinflussbereichaliesentsprichieinerParkettierungdesPolygonshzw.
Polyeders.

k(s) k(s) k(s)

ges

Diskretisierung lokale Mittelung

Abbildung 3.1: Diskretisierungundlokale Mittelungim 1D-Fall

3.2 Parkettierungen

Von entscheidendeBedeutungfiir die QualitatunsererSchatzerist also die Umge-
bungszuordnungKlar ist zunachstdassdieseeineZerlegungderDoméaneD mit dem
MaR A: D — R darstellenmuss,um die korrekteIntegralkrimmungder Kurve bzw.
Flachenicht zu verandernSeienP; die n nicht glattenStellenmit denMassenm, und
D; derenUmgehungen.Die Gesamtmass®a soll eineErhaltungsgrof3sein,umgloba-
le Satzewie (2.13)und(2.16)zu sichern.WeiterhinseiM := g—f\‘ die Massendichtals
Ableitungvon m nachdemMaf A. Danngilt:

Umstellender zweiten Gleichungnachmy und Einsetzenin die ersteliefert durch
Gleichsetzemit dernachm umgestellterdritten Gleichung:

3 MiAD) = MA(D)
i=1
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Darausergibt sichmit derintuitiv klarenForderungdassM dasgewichteteMittel der
M; seinsoll, sofort A(D) = "L, A(Dj), d.h. der Domanemiisseniberdeckndund
paarweisalisjunktn Umgehungenzugeordnetverden alsoeineZerlegungmit:

DiND;j =0 Vi # | (3.2)

Damitgenugtes,in derDoméanedie ZellengrenzerwischendenUmgehungenfestzu-
legen.Man spricht,besonderdei Flachenauchvon Parkettierungen.

3.2.1 Zerlegung einesPolygonzuges

Bei einemPolygonzugist es die naheligendsteVariante,als Zellengrenzerjeweils
die Mittelsenkrechterzwischereweidirekt benachbariegenderEckpunkterzu wéh-
len. Die EindimensionalitdteinessolchenStreclenzugesmachtkaum eine andere
Wabhl plausiblel.Seiendie EckenP, ihrer Nachbarschantsprechendngeordnetd.h.
((li—il=1) & (IPF)) Vi, j. Danndefiniererwir:

— == _ PR __ __ PP
Di:={P€F‘.F‘|+1|F‘|PS%+1}U{P€P|_1P|IP|P< '21'} (3.3)

Dabeiist die Zuordnungder Zellengrenzerselbstieweils willklrlich, dadiesnur end-
lich viele mit demMaf null sind,alsoauchinsgesamtiasMaR null haben.Denhaufig
auftretenderfall einesPolygons(geschlossendPolygonzug)kannmanleicht durch
SetzerdesEndpunkteguf denAnfangspunkit einbetten SieheauchAbb.3.2.

Abbildung 3.2: ZerlegungeinesPolygons

3.2.2 Parkettierung einer Polyedermberflache

Etwas schwierigeiwerdendie Verhéltnisseauf der zweidimensionale®berflacheei-
nes Polyeders der in den R%eingebetteist. Alle folgendenBetrachtungerkénnen
sich glucklicherweiseauf Dreiecksgrapheim der Ebenereduzierenda die Dreiecle
selbstlaut Konstruktionalle ebensind und kein Gebrauchvom Parallelenaxionoder
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derGrol3edesVollwinkelsvon 21 o.4. auf die euklidischeEbenebeschrankteingen
Gebrauclgemachiird.

Allgemeinmusszunachsgefordertwerden dasdie Zellengrenzerzweierbenach-
barterDreiecle sichim gleichenPunktandergemeinsameHKantetreffen. Alles andere
wirdezu einernur schwerzu begriindendertinhomogenitater Zellenfuhren. Analog
zur Wahl diesesPunktesim ebenerfall bei Polygonensind die Kantenmittelpunkte
damitschonStutzsteller§; := M (R P;) fur die zu bestimmendeZellengrenzend.h.

U {PGTF’J'|R_P<?}CDi (3.4)
JEN(i)

DabeistehtN (i) fur die IndexmengederdirektenNachbarnvon P. Erneutist die Zu-
ordnungder Zellengrenzerfmit demMafR null) willkirlich. EsbleibtnochderVerlauf
derGrenzerinnerhalbdereinzelnerDreiecle zu diskutieren.Hier drangersich Drei-
eckstransgrsalenvon den Seitenmittelpunkterzu den gemeinsameischnittpunkten
auf, da nur diesedie gewiinschteSymmetrieeigenschaftdmeziiglichaller drei Eck-
punkteaufweisen.ZusétzlicheBedingungist, dassdieserVerbindungsmittelpunky;
nicht aul3erhalldesDreiecksliegendarf, dennsonstwirdenFlachenstic&aullerhalb
derdirektenNachbarschafton P, mit zu seinerUmgehunggerechnetverdenwaszu
neuenKonfliktenbeim gehéufterdokalenAuftretendiesesSacherhaltsfuhrenwirde.
Seinunn:=#{j|j € Ni(i)} die Anzahl der direktenNachbareckn und damit auch
die deranliegenderKantenbzw. Dreiecle von R. SeiweiterhinO: {1,..,n} — Ny(i)
eineOrdnungderindexmenge sodasge zweidirekteNachbarrPq ) undPoj,.1) (zy-
klisch)undP, selbsteweils die EckeneinesNachbardreieckbilden (im mathematisch
positiven Drehsinn). Dasabgrenzend®olygondD; und die Zelle D; selbstsind also,
in nochrechtallgemeinetf~orm, (sieheAbb.3.3):

oDi == | ) Sor)Vo(i) (U Vot Soi(j+1) modn) (3.5)
JEN(i)

Di = U Dij = U ASo(j)Voyj) P U AVo(jy So((j+1) modn) P (3.6)
jeNy (i) jeNy (i)

DabeigeltenfolgendeNebenbedingungen:

Sj =M (PP) (3.7)
Voyj) € Tij = APoj)Po(j+1) modn) P (3.8)
Weiterwird definiert:
T= U T (3.9)
jENL(i)

Die weitere Untersuchungeduziertsich nun auf die einzigenbeidenmir bekannten
Fallevon Dreieckstransersalerdurchdie SeitenmittelpunkteDiessinddie Seitenhal-
bierenderunddie Mittelsenkrechten.

1. Seitenhalbieznde(baryzentrisbe Parkettierung)
Elementageometrischst bekannt,dasssich die SeitenhalbierendeginesDrei-
ecksim Schwerpunid schneiden. Er liegt als arithmetischedVittel der drei

3daherderNamebaryzentrischBaryzentrumgrch. Schwerpunkt
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P
0(2)

Pow

Abbildung 3.3: Parkettierung einer Polyederoberflachén Umgelung einer Ecke
(0.B.d.A.ebenefFall)

Eckpunkteimmerim InnerndesDreiecks,dennein Dreieckist immer konvex.

Die Nebenbedingung3.8) ist damit automatiscterfillt. Von Interesseist der
Anteil der ZellenflacheA(D;j) ander Dreiecksflacheé\(Tij). Dabeigenigteine
Betrachtundur ein Dreieck,daesin allenandereranalogsogilt. Zum Schluss
ist nur nocheineAufsummierungdiberalle Dreiecle nétig.

Esqilt:

1 1
A(Di,baryzemrisd"l) = Z A(Dij,baryzemrisd"l) = Z éA(le) = éA(TI)
JeN(i) jeNa(i)
(3.10)

Dassder Zellenteil jeweils genauein Drittel der Dreiecksflacheinnimmt,sieht
man sehrschnellmit Abb.3.4,in der die GblichenBezeichnungetim Dreieck
gewahltwurden. Aufgrund der Symmetrieund desfestenFaktors% sinddabei
keineMisswverstandnissendglich.

Die Seitenhalbierendeschneidersichim Verhaltnis2:1, alsoMcS = 1McC.
Nachdem Strahlensatzilt diesesVerhaltnisauchfir dengleichliegendenHo-
hensbschnitthaags = %hAABC- Mit Mc als Mittelpunkt von AB gilt AMc =
%ﬁ. Also folgt nachder Flachenformefiirs Dreieckdie BeziehungAaamv.s =
1ABIhaaec = tAnarc. Eine analogeRechnungst fiir jedesder sechsdurch
die SeitenhalbierendegebildeteriTeildreiecle moglich. Damitist die gesuchte
F|éCheAA|\/|CSM3 = AaAMcs T Aaasmg = lAAABC- DerBeweisist erbracht.

. Mittelsenkecdhte (Moronoi-Zellen)

Verwendetmandie Abschnitteder Mittelsenkrechterrwischenden Seitenmit-
telpunktenund demUmkreismittelpunkials Zellengrenzenentstehen/oronoi-
Zellen. Der Umkreismittelpunktiegt nun nicht immer, Bedingung(3.8) erfil-
lend,im Dreieck,sondermur bei spitz- und dem Grenzhll derrechtwinkligen
Dreieclke,wo eralsFolgederUmkehrungdesSatzesiesThalesdie Hypotenuse
halbiert.

Betrachtenwir zunéachstden anschaulicherefrall der stumpfwinkligenDrei-
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H

Abbildung 3.4: Zur FlachedesSektorseinerbaryzentrischeZelle

ecke. Hier wird die orthogonaleProjektionvon V; auf die langsteSeite des
Dreiecks,alsodie demstumpfenwWinkel gegeniiberligendeals Ersatzgewahlt.

Die Projektionslinieverlauft dabeientlangder MittelsenkrechterdieserSeite,
womit dasBild V! identischmit demMittelpunkt der demstumpfenwinkel ge-
genuberligendenSeitewird (Abb.3.5). Im Dreieckgibt esnunnur nochzwei

Trennstreckn,die je zwei Seitenmittelpunkteniteinandererbinden.Nachdem
AhnlichkeitssatZzSWS sind die beidendadurchabgegrenzterDreiecke mit dem
Faktor % ahnlich zum ganzenDreieck, besitzensomit jeweils %1 der Gesamt-
flache, fur dasParallelogrammmit dem stumpfenDreiecksinnenwingl bleibt
%A(Tij). DemZellenstiickD;; wird dannderTeil, in demP; (in unsereSkizzeA,

B oderC) liegt, zugeschlagerglsoim Falleseinesstumpfeninnenwinkelsvon

Tij bei P die halbe,sonstein Viertel der Dreiecksflacheé (Tij).

Projektion

Abbildung3.5: stumpfwinkligesDreieckT;; mit zugehdrigenTeilstiickeinerVoronoi-
Zelle: FlachenderTeilstucle verhaltersichwie 1:2:1

Wendenwir unsnundemkomplizierterenFall spitzwinkligerDreiecle zu. Be-
trachtenwir dazuAbb.3.6. Als Bezeichnungemurdenerneutdie allgemein
Ublichengewahlt. Aufgabeist es,die FlachedesVierecksAMcMMg zu bestim-
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men. Nachdem KongruenzsatSWS fir Dreiecle gilt AAMcM = AMcBM
und AAMMg = AMgMC, die Dreiecle liegensogarsymmetriscteur jeweiligen
MittelsenkrechtenNunist M derUmkreismittelpunkundABist SehnedesUm-
kreises.Der Zentriwinkel /AMB hatnachdemZentri-Peripheriwinkelsatzdie
doppelteGroRedeszugehorigerPeripheriavinkelsy. Dasbedeutefir denWin-
kel /ZAMMc aufgrundobengenannteSymmetriedie GroRevony. Damit erhalt
manfir die AnkatheteMcM im rechtwinkligenDreieck AAMcM die Beziehung
McM = AMc * coty = g coty, woraussichsofortdie FlachedeserstenTeildrei-

ecksA(AAMcM) = %*‘—Z:Tcoty = 02%oty emgibt. AnalogeBetrachtungeffiihrenfiir

daszweite Teildreieckauf A(AAMMg) = b2°8°tB, und fur die gesuchteFlache
desViereckserhalterwir schlieRlichfolgenderechteinfacheFormel:

2 2

A(AMcMMg) = %—FCCOW (3.11)
Eine Summierung/on (3.11) Uberalle n anP, anliegenderDreiecle liefert dann
die Flacheeiner Voronoi-Zelle,wobei in der Summierungder Sonderéll der
stumpfwinkligenDreieclke extra aufgefihriwerdenmuss:

bfcotpy+cjeoty fallsaj,Bj,y; < 3
A(Di voronoi) = Z IA(T)) fallsaj > ¥ (3.12)
ieNi() | 2A(Ti;) fallsBj > Jodery; > 2
Dabeibeziehersichdie indizierteniiblichenSeiten-und Winkelbezeichnungen

jeweils auf dasDreieck Tij mit o := /Po(j)RPo((j+1)modn). Siehedazuauch
Abb.3.6.

Abbildung 3.6: spitzwinkligesDreieckTi; mit zugehdrigenTeilstiick einer Voronoi-

Zelle
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3.3 Krimmung einesPolygonsin der Ebene

Die TangentenrichtungneinerEcke B mit denNachbarec&nA undC andertsichvon
AB aufBC. DieserWinkel seimit AB bezeichnetDannist sofortersichtlich,dass

Kges(B) =AB=11—f3 (3.13)

mit B alsInnenwinkel ZCAB gilt. Diesstehtin Ubereinstimmungnit demUmlaufsatz
von Hopf (2.16),wie die folgendeRechnundur ein n-Eck E,, zeigt:

Kges(En) = ) _ Kges(Bi) = nm— ) " Bi = nm— (n— 2)m=2m
i—1 i—1

Dabeiwird die elementageometrisch&ormelfiir die Innenwinkelsummesinesn-Ecks
schnelldurchZerlegungin n— 2 Dreiecle klar.

Die Frage aufwelchenTeil desPolygonsdieseGesamtkrimmungu verteilenist,
wurde schonim letzten Abschnitt beantvortet, die Polygonelementaverdenjeweils
halbiert. Damit ergibt sichder Schatzer:

R(B) = % (3.14)

3.4 GaulRscheKrimmung auf Polyederoberflachen

Wir werdennun versuchenghnlich gearteteSchéatzerauchfir Polyederoberflachen
anzugebenkir die GauRsch&rimmungK uberleggenwir zunéchstwo aufderstick-
weiselinearenOberflachenicht verschwindendé&esamtkriimmungelges auftreten.
Durch eine Zuordnungvon EinfluBbereichengdie eine Partitionierungder gesamten
OberflachedarstellenundanschlieRendBivision durchdie FlachedesjeweiligenBe-
reichslésstsichein lokaler Schatzekonstruieren.

Zunéchstist K innerhalballer Dreiecksflacherselbstgleich null, dennalle Nor-
malschnittemit einer Ebenesind Geradermit einer Krimmungvon null. Damit gilt
K1 =Kz =0undK = K1K2 = 0. Auf denKantentritt ebentlls keineGauRsch&rim-
mungauf, denneinederbeidenHauptkrimmungsrichturenverlauftin Richtungder
Kante, alsoauf einer Geradenund ist erneutnull. Bleibenalsonochdie Eckendes
PolyedersDort gehtK jeweils gegen+co, dadie Flache,in dersichdieseKrimmung
konzentriertjnfinitesimalklein ist. Mehr SinnmachtderBlick auf die Integralkriim-
mungKges andenEcken,analogzumVorgeherbei denEckeneinesPolygons.

In [PS1998 wurdedafureineFormelangaeben.Die Integralkrimmunganeiner
Polyedereckist gleichdemExzessdesEckenwinkels,d.h. ein Vollwinkel minusdie
Summealler anderEcke anliegenderDreiecksinnenwinl.

Kges(E) = 21— B(E) = 21— iei (E) (3.15)
i=1

Qualitativ erscheindie Formelkorrekt. Im flachenFall liegenalle anliegenderDrei-
eckein einundderselberEbene damitwird die WinkelsummegeradederVollwinkel.
Die Gesamtkriummunggst alsonull. Durchschrittweised/erkleinerneinesodermeh-
rererInnenwinkel werdeneinzelneDreiecke nachund nachauf eine Seiteder bisher
einheitlichenEbenegedriickt. Es entstehtein elliptischer Punkt, wofir die Formel
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mit einerWinkelsummekleineralsderVollwinkel vdllig richtig einepositive Integral-
krimmungliefert. SchlieRlichlassersichdie Winkel auchvergréRern Diesfuhrt zum
AusschereranliegenderKantenzu beidenSeitenderbisherigerEbene.Der Eckpunkt
wird hyperbolischund mit der groRererSummeerhaltenwir auchformelmafigeine
dazupassendeegative Integralkrimmung AbschlieBendollenauchnochdie mégli-
chenGrenzfallebetrachtetverden.Die Winkelsummest eine Summeendlichvieler*
Dreiecksinnenwinkl 6;(E) € [0;T1, alsogilt 8(E) € [0;). Insgesamemibt sich:
Kges(E) € (—o0; 211 (3.16)

D.h. in etwa, dassdie Integralkrimmungeiner Polyedereck nur endlich elliptisch
(n&mlichim Fall einer’Spitze’), aberbeliebigstarkhyperbolischimanstellesich z.B.
einenFachemit einerhinreichendgrof3enZahl von dreieckigenFachegliedernvor)
werdenkann.Dasist durchausanschaulich.

Fir einenochnotwendigequantitatve Uberprifungder Gleichungempfiehltsich
dasGaul3-Bonnet-Theoreif?2.13). Eine Einbettungin den stetigenFall gelangemit
Erflllung der Gleichungdes Theoremsauchim diskretenFall. Wir misseralsodie
IntegralkrimmungdesPolyederdPE durch Aufsummiereniberalle seineEcken be-
stimmen:

Kges(PE) = > Kges(Ei) =ex2m—» > 6;(E)
i=1

i=1 j=1
f
=2en—3 (i +Bi+y) = (2e— )= (f+4-f)n

i=1
=41 (3.17)

Man beachtedabeidie verwendeterleichungen3.15)und(3.1) sawie die Summie-
rungsumformungler Dreiecksinnenwin&l vom Bezugauf eine Ecke hin zum Bezug
auf eineFlache alsodasDreieck,wo siedannwie gewvéhnlichmit a, 3 undy bezeich-
netwerden.

EineBegrindundur (3.15)uberdie GauR-Abbildungvird ansatzweisa [PS1998
ang@eben. Das Bild einer Polyedereck ist danachdie spharischekorvexe Hiille
der Einheitsnormalevektorenaller anliegendenDreiecksflachen.Der dadurchauf-
gespannt&aumwinlel korreliertmit der Gesamtkrimmunder Ecke. Klar wird dies,
wenn mansich Gberleggt, dassein Abrundender Kantenan der Polyedereck gerade
demBilden der spharischerkorvexen Hillle auf der Oberflacheder Einheitskugels?
entspricht.Alle weiterenmir bekannterschriften(z.B.[MDSB200] und[Smi200Q)
verwenderebentlls dieseFormelfir die Integralkrimmungan einerPolyedereck.

Wie wir im Abschnittim letztenAbschnittgeseheitaben gxistierennunzweiver
nunftige Anséatzefur die Zuordnungder Einflussbereicheu den Ecken (3.10)(3.12).
Diesresultiertin zwei, mdglicherweisainterschiedliclyuten,Schéatzerrir die Gaul3-
scheKrimmunganeinerPolyederec&mit m anliegenderDreieclen:

~ 22—, 6/(E)
Kbaryzenriseh(E) = ——oa=t ==~ (3.18)
aryzerrisi % Ein;lAAi
- 2n—Y"" 6/(E)
K (Ey= ——==t 11~/ 3.19
Voron0|( ) A(DE,Voronoi) ( )

4Theoretischmégliche Triangulierungemit unendlichvielen Dreieclen sollen hier nicht mit betrach-
tet werden. Schonallein deshalbweil unendlicheEcken- oder Flachenmengemur obenerwéhnterguten
Darstellbarkit mit Standarddatenstrukturém Widerspructstehen.
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Untersuchungerur Qualitatder Schatzewrerschiebemvir jedochauf spaterzunéachst
sindweitereSchétzerzu konstruieren.

3.5 Mittler e Krimmung auf Polyederoberflachen

Mit den Uberlegungenzu den Hauptkrimmungeraus dem letzten Abschnitt wird
schnellklar, dasseinevon null verschiedenenittlere Krimmungnur auf denKanten
desPolyedersuftritt. Zum SchéatzemlesWertesbezieherwir unsaufdiein [Smi200Q
anggebeneMethode. Betrachterwir die gemeinsamé&eiteBD der beidenDreiecle
AABD und ABCD. Seik; die Hauptkrimmungentlangder Kanteund k, diejenige
senkrechtdazu. Offenbargilt k1 = 0 und mit (2.9) und (3.13) erhéltmanfolgenden
Schatzer: N o) o

~_ Ki+Kz2 K2

H= s T3 =5~y (3.20)
Dabeibezeichne® denWinkel zwischerdenbeidenDreiecksnormalennd! dieL&n-
gedesEinflussbereichderKante.Nun gilt ausSymmetrigriunden:

haaep  haeco
| = 3.21

Die Hohen die sichnaturlichjeweils auf die SeiteBD beziehenergebensichelemen-
targeometrischilberdie Dreiecksflachen:

_ AanBD
AABD = s
An
hagcp = 2_I;I(Z:)D (3.22)

Fortlaufende<€insetzervon (3.22)und (3.21)in (3.20)liefert schlieRlich:

~ _ 3% /(Nansp,Nascp) *B

H 3.23
Aaasp+ AABCD ( )

Ein NachteildiesesAnsatzedur die praktischeNutzungist, dasserdie Schatzwerteler
mittleren Krimmungkantenbezogeliefert, wobeiin denverwendeterDatenstruktu-
ren meistnur der Ecken-und der Flachengraplauftreten. Eine daraufbezogeneZu-
ordnunglésstsichjedochleicht durchMittelwertbildungiiberjeweils alle anliegenden
KantenerreichenZumbessereiVerstandnisieheauchAbb.3.7.

3.5.1 Ein Ansatz Uber die Mittler e-Krimmungs-Normale

Eine alternatve Methode,die zentralauf dem Gauf3scheiTheoremzur Umwandlung
einesGebiets4n ein Linienintegral beruhtund eineneckenbezogeneh -Schétzetie-

fert, ist in [MDSB200] angeyeben. FolgendeFormel zur Schatzungder mittleren
Krimmungan einerEcke mit demOrtswektory; ist dortangeeben:

H (Xi) B 4A(Di,Voronoi) (3.24)

Dabeibezeichne\(Divoronoi) die FlachederVoronoi-Zelleum die Ecke x; undNqy(i)
die Indexmengeder 1-Ring-Nachbarschafter Ecke x;, d.h. eswird jeweils Uberalle

‘~ ‘ B HZjeNl(i)(ComiJ + cotBij) (X —Xi)H
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Abbildung3.7: mittlere Krimmungan einerKante

Xj

Abbildung 3.8: mittlere KrimmunganeinerEcke nach[MDSB2001]

Ecken,die GbereineKantemit derBezugseckvertundensind,summiert.Die Winkel
ajj undf;j sinddie jeweils gegentiiberligenderwinkel in denbeidenandie Kantevon
X nachx; anliegenderDreiecke (sieheAbb.3.8).
Zu beachterist auRerdemgdassder Summierungim Zahler eine Vektoradditionzu
Grundeliegt. DasVorzeichendesSummenektorswird tibernommen.FormelméaRig
bedeutetliesErgédnzunglesVorzeichenslerskalarerMultiplikation desSummenek-
torsmit demNormalewektorin x;, umdie vorzeichenbehaftetittlere Krimmungzu
erhalten.

Das hier betriebenevorgehenerscheintinsoferninteressantdassversuchtwird,
analogzum Vorgehenbei der Gauf3schen-Krimmungs-Schatgeine Art “gesamte
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mittlere Krimmung”zu definierendiein (3.24)im Z&hlerauftritt. Klar ist, dassdiese
Grol3edie DimensioneinerLangehabemtmuss,um durchDivisondurcheinezugeord-
neteFlacheeineeinheitenlorreteH-Schatzungrhalterzu kénnen.

3.5.2 Ein Ansatz iber dasDivergenztheoem

In [BaS2001] wird ebenélls die UmwandlungeinesGebiets-in ein Linienintegral ge-

nutzt, diesmaltber das Divergenztheorem.Grundlageist die obenerwahnte(2.18)

moglicheCharakterisierundermittlerenKrimmungH alsDivergenzderEinheitsnor

malervektoren.Diesliefert in derdiskretenVersionfolgendenyechteinfachgebauten
Schétzer:

g = _ 2N, m) Ali
POHEVIN

Dabeibezeichnetn erneutdie Anzahlder direktenNachbarecknbzw. -dreiecle. Im

Nennerstehtsomitdie Gesamtflachder1-Ring-Nachbarschafi; ist derEinheitsnof

malervektorderFlacheanderEckei, welchemachStandardmethoddserechnetvird.

DasPolygonim Raum,gebildetausdenBasenAl; der anliegendenDreieclke mit der
gemeinsamepitze,habeals Kurve im Raumdie nachaul3erzeigenderkEinheitsnor

malervektorenn; (sieheauchAbb.3.9). (.,.) stehtwie gewdhnlichfir dasStandard-
skalarprodukt.

(3.25)

Abbildung 3.9: mittlere Krimmungan einerEcke nach[BaS200]

3.6 Krimmungsschatzunguber lokale Regression

Abschliel3endsei noch auf eine ebenélls wichtige und verbreiteteArt von Krim-
mungsschatzeraerwiesen. Sie ist z.B. in [KLM1998] uberblicksmaliglamgestellt.
ZunachstvahltmansicheineUmgelungdesknotens derbetrachtetverdensoll. Ub-
lich sind 1- oder2-Ringe. Die Mengealler Knotenin einersolchenUmgehung dient
dannalsBasisfur eineRegression Die Modellannahmevird hierbeitubereineKlasse
von Oberflachergemachtdie einesolchenPunktwolkein jedemFalle ausreichende-
nauannaherrkdnnensoll. BewahrthatsicheineFlache2.Ordnungmit der Gleichung
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(in lokalenKoordinaten)
z=f(x,y) = @+ bxy+cy’+ dx+ey+ f (3.26)

Sie hat 6 Parameter Um also dieseeindeutigbestimmerzu kénnen,sind 6 Punkte
nétig, genauegesaghnur 5, dadasAbsolutgliedf keineAuswirkungeraufdie Kriim-
mungseigenschafteat. LiegenwenigerKnoten, kann z.B. so lange eine groRere
Umgehung gewahltwerden bis dieseMindestzahlerreichtist. Bei einemUberschuss
wird deslineareGleichungssystermaberbestimmtMit derMethodederkleinstenQua-
dratelassenich dannjedochLdsungs-6-Tipel finden, die den quadratische\bwei-
chungsfehleminimieren,d.h. in diesemSinneoptimal denDatengeniigen.Schliel3-
lich dienendie exakt berechenbareKrimmungseigenschaftater approximierenden
analytischerOberflacheals Schatzefur die dergegebenerFlache.Eine Rotationdes
Koordinatensystemso, dassdie z-Achsein Normalenrichtungrerlauft, sammeltdie
Informationenin nur drei neuenParameterrA, B undC:

z= f(x,y) = A% + Bxy+ Cy? (3.27)

Aus einersolchenDarstellundassersichnunleichtdie exaktenKrimmungswerteles

Paraboloids,die hier als Schatzungerdienen,gemafldem stetigenFall (2.5), (2.8),
(2.9)gewinnen: B

Kir = 4AC—B? (3.28)

Hr=A+C (3.29)

DieseSchatzmethodest auchim Mista-Systemim Befehlvmopimplementiert. Dort

werdenalle Knoteninnerhalbeines2-Ringsals Eingabegenutzt. Ihre Giute wird zu-

sammenmit anderenerwahntenAnsatzenim nachsterKapitel diskutiert. Fir eine
detailliertereDarstellungseiauf [SW1993 verwiesen.
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Kapitel 4

Gute der diskretenSchatzer

4.1 Einleitung

Ein wichtiger Schrittist es nun, die konstruiertenSchéatzerzu testen. Dort, wo die

theoretischeWerte bekanntsind, ist selbsterstandlichdie relatve Abweichungvon

diesenWerten,die moglichstklein seinsoll, ein Qualitatskriterium.Dasist meistnur

bei analytischerKorpern,wie z.B. Kugelnund Tori, derFall. Auch die Streuungder

Schatzwertaeim die theoretischerfwahren)Werte soll minimal werden.Dasbedeutet
z.B., dassbei Kugelnals Oberflacherkonstanteipositiver GauRscheKrimmungdie

Werteim Idealfall einer Einpunktwerteilungoderwenigstensiner Normalerteilung
mit sehrkleiner Standardabweichung folgensollen.

Anderssiehtesin der Praxisaus. Vom natirlichenObjekt der Gehirnoberflache
kennenwir nichtihr quantitatvesKrimmungserhaltendiesist geradezu bestimmen.
Allerdingsist eineintuitive Einteilungin Fundusrgionen(konkave Bereiche)Kronen-
regionen(korvexe Bereiche)und Wande(Ubemgangkonkav-konvex) moglich. Diese
KlassifikationlasstdanneinenVergleich mit der rechnegestitzterbrachtereu. Die
sowiesonotwendigeVerifikation stellt zugleicheinenTeil dergestellterAufgabedar.
Dazumehrim Kapitel 7.

4.2 Wairfel

Betrachterwir zunachsalssehreinfacheBeispieleineTriangulierungderOberflache
einesEinheitswiirfels(a = 1m) mit 12 paarweisekongruenterDreiecken. D.h. also,
dassjede quadratisché&eitenflachelesWiirfels durchgenauzwei rechtwinkligeund
gleichschenkligdDreiecle reprasentierwird, vgl. Abb.(4.1). Dannentsteheneweils
genawvier Eckenmit finf undmit vier anliegenderDreieclen. Sie sollenan jetzt mit
E5 undE4 bezeichnetverden.

Der Oberflacheninhabetragtiges= 6a2 = 6n?, dasVolumenVges= a° = 1m?, die
Intgegralkrimmungst laut (2.13) Kges = 471 Alle 8 Ecken sind lokal identisch,d.h.
die Integralkrimmungverteilt sich gleichméaRigauf sie, Kges(E) = %" = 2. Intuitiv
optimalist, dasssichdie zugeordneté&lacheebentlls gleichmaligverteilt. Danngilt
A(E) = % = %mz. FureinenoptimalenSchéatzeerhaltmanmit derdiskretenversion

von (2.14) Kogtimal (E) = K%?sél)z) =T (3n?) = 2rm~2 ~ 2,09m2. Haltenwir dies

alserstenVergleichswertest.

37
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SeinundieserWurfel eine (sehrgrobe)NaherungseinerUmkugelmit demhalb-
en RadiusseinerRaumdiagonalen = %‘ = @m. Dannemibt sich fur dieseKugel
einekonstanteGauBsche&rimmungvon K = 4 = 3m~2 ~ 1,33m~2 ihrer Oberfla-
che. Klar ist, dassdieserWert von obigerFormel iberschatztvird, dadie Eckenhier
Stitzstellensind und die Sehnenflacheals Polygonevon Stiitzstellenmmer einen
kleinerenFlacheninhalals die entsprechendefeile der glatte Oberflachehabenygl.
Abb.4.2. Der Fehlerwird naturlich mit wachsendeAnzahl von Stutzstellenmmer
kleiner, so dasser dannvernachlassigtverdenkann. In unseremsehrkinstlichen
Beispiel mit nur acht Stutzstellenist es besser so zu triangulieren,dassdie Drei-
ecke die glatteOberflachedurchstoReh Wahlenwir z.B. eineKugelmit demRadius
rInkugel"'zrumkugel — %‘*‘@a

r= 228 _ Y3la — Y3l egibtsicheineGauBsch&rimmung
vonK = = = (16— 8y/3)m 2 ~ 2,14m™2. Firr einesolcheKugelist unserEinheits-
waurfel im Hinblick auf einegute Krimmungsschéatzungine sehrgute Naherungder
relative Fehlerbetragtnur etwa 2,3%. Aufgrund dieserUnwagbarleitenwollen wir
die Qualitatder Schatzeaufdenobennotiertenintuitiv optimalenSchétzebeziehen.

,,,,,,,,,,,,,,,

2 Voronoi-Zellen 2 baryzentrische Zellen

Abbildung 4.1: Schréagbildund Netz einestrianguliertenWirfels mit zwei Moglich-
keitenderParkettierung

Wollen wir nun sehenwie gut die Ergebnissesind, die (3.18) und (3.19) bei unse-

remWoirfel liefern. Alle Dreiecle habendengleichenFlacheninhalds = a—22 = %mz.

Fur einebaryzentrisch&elle ist eine UnterscheidungwischendenbeidenEckenty-
5t AR, _ — 223725 _ 3 _ 3mp2 -2
pennétig. Man erhaltKparyzenristh (E4) = T S Im s 7M™ <~ 2,35m™ und

K, 2n-7-47 7 32 —2 M : ;
Kbaryzenristh(ES) = —1Z—* = 525 = 5'mM “ ~ 1,88m™~. Die relatvenFehlerdieser
3974 6

Schatzungebetrager(bezogerauf denoptimalenSchatzerkind 12,5% und 10%.
Wie in Abb.4.1zu erkennenist, setztsich eine Voronoi-Zelleausvier Dreieclen
und einemQuadrat(bei E5) bzw. zwei Dreiecken und zwei Quadrater(bei E4) zu-
sammen.Symmetriebetrachtungdiantenmittelpunktergebeneinevom Eckentyp
unabhéngigeFlache einer Voronoi-Zelle von Avoronoi(E) = 3% §« § = %mz. Dies
entsprichtder beim optimalenSchétzeijeder Ecke zugeordneterrlache. Da die In-

1Daranwird auchdeutlich,dassder Triangulierungs-Algorithmusnsbesonderbei nur wenigenEcken
und damit Dreieclen, einengrofRenEinfluss auf die Gite der Kruimmungsschatzungemat. Siehedazu
Abschnitt1.7.
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>

A A
glatt Polygone

Abbildung4.2: FehlerbeiderTriangulierungeinerglattenOberflachdiberStitzstellen

tegralkrimmungfehlerfrei geschatzvird, ist schnellersichtlich,dassIZVo,onoi(E) =
Kopﬂma|(E) gilt. FurunsererEinfachstéll einesEinheitswirfelanit nur 12 Dreieclen
in der Triangulierungist der K-Schéatzemit Voronoi-Rarkettierung(3.19) optimalim
SinnederhomogeneVerteilungder Krimmungauf die achtEcken. Spatewird man
sehenpb die kompliziertereFlachenformekinerVoronoi-Zelle(3.12)allgemein,und
nicht nur in diesemkonstruiertenBeispiel, bessereResultateals die baryzentrische
Variante(3.10) liefert. Angemerktseinoch,dassein Testderim Folgendenmit ein-
bezogeneMethodederlokalen Regressionhier nicht durchgefiihrwird, da die dort
verwendetegroRererumgehlungensichamzwdlfknotigenWirfel jeweils selbstiiber
schneidenwasschonauf3erhallderintuitiven Sinnhaftigleitsgrenzetiegt.

4.3 Kugel

Im néchsterSchrittsollenunsvier verschiedemyenaueTriangulierungerder Oberfla-
cheeinerEinheitskugelr = 1m) interessierenDie Vergitterungender Einheitskugel
resultiererausdemProgrammvsphee derVista-Bibliothek. Die theoretisclzu erwar-
tendenWerteliegensomitbei K = riz =1m2undH = vK = 1m™, die Kugelober
flacheist Gberallin alle Richtungergleich starkgekrimmt.Verglichenwerdensollen
die rechtausfiihrlichdiskutiertenzu den Parkettierungergehdrendefrormeln(3.18),
(3.19)und (3.24)einschliel3lichdersich direkt aus(3.24) emgebenderbaryzentrischen
VarianteeinesH-Schatzers:

szeNl(i)(Com” + o) () - Xi)H
4A (Di paryzenrisch)

|:Tbaryzemrisdﬁ (i) | = (4.1)

AuRerdemdienenals dritte Variantedie hier nur am Randeerwéhntenjedochhéufig
implementiertenauf (3.26) beruhendensatzeiibereinelokale Regression Fir den
TestdiesesAnsatzesvurdedasProgrammvmopausVista genutztwahrendich selbst
die beidenanderenvariantenimplementierthabe. Die beidenTabellen4.1 und 4.2
fasserdie Ergebnissenit jeweils angeyebenenMittelwert p und Standardabweichung
o zusammenDabeiwurde auf eineextra Auffihrungder relativen Fehlerverzichtet,
dasichdiesedurchdie Normierungbei derverwendetertinheitskugekofortablesen
lassen.
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| K-Schatzungen | baryzentrisch]  Voronoi | lokale Regression|
100Knoten,196Dreiecke | p=1,04m=2? | u=1,03m? pu=1,42m>2

0=0,06m?2 | 0=0,00m2 | 0=0,15m"?
300Knoten,596Dreiecke | u=1,0Im 2 | p=1,01m=? pH=1,13m>2
0=0,06m2 | 6=0,00m2 | o=0,05m2
1000Knoten,1996Dreiecke | p=1,03m 2 | u=1,01m™? pu=1,02m 2
0=0,15m2 | 6=0,05m2 | o=0,08m2
5000Knoten,9996Dreiecke | p=1,16m=2 | p=1,08m2 pu=0,91m2
0=0,50m?2 | 6=0,33m2 | 0=0,19m72
Tabelle4.1: Giitevon K-Schéatzerrbei verschiedeneiiriangulierungerder Einheits-
kugel
| H-Schatzungen | baryzentrisch  Voronoi | lokaleRegression|
100Knoten,196Dreiecke | p=1,00m™! | p=1,00m?t pu=1,20m1
0=0,06m?! | 6=000m?!| o=0,06m"1
300Knoten,596Dreiecle | p=1,00m™ ! | p=1,00m?t pu=1,06m 1
0=0,06m?! | 6=000m?!| o0=0,02m"1
1000Knoten,1996Dreiecke | p=1,03m™1 | p=1,00m? p=1,01m1
6=0,15m" | 0=0,06m! | o©=0,04m1
5000Knoten,9996Dreiecke | p=1,16m* | p=1,08m! pu=0,96m 1
6=050m"'|0=033m"1| o=019m"

Tabelle4.2: Giitevon H-Schatzerrbei verschiedenefiriangulierungerder Einheits-
kugel

Auffallendist die Uberlegenheitder Voronoi-Methode(3.19) und (3.24). Sieist,
wie schonbeim Einheitswiirfel,die besteund auch absolutgesehereine sehrgute
Wahl. Véllig ungeeigneerscheintdie lokale Regression. Die Methodeenthélt,wie
in [KLM1998] erklart,einensystematischeRehlerfir KugelnundZzylinder, denndas
Rotationsparaboloidimmt in der Spitze,wo der Schatzwerdannentnommerwird,
seinemaximaleKrimmungan,waszu einermethodisctbedingterlJberschatzunder
Krimmungvon z.B. Kugelnfiihrt. JemehrDreiecle zur Approximationgenutztwer-
den,destomehr &hnelndie zur SchatzunggenutztenUmgehingenEbenenwasden
EinflussdiesesVerfahrensfehlergindammt. In allen betrachteterallenist Voronoi
besserlsbaryzentrish.

Fur die feinstegetestetd/emitterungist allerdingseineUmkehrungdesTrendszu
beobachtenAlle Verfahrenwerdenauf einmalschlechtbis sehrschlecht,wobeidie
lokale Regressiomnocham bestenabschneidetDie ersteTatsachdasstsich auf eine
starkangestigenelnhomogenitater Triangulierung wasletztendlichein signifikan-
tesRauscherin Bezugauf eineidealeKugeloberflachelarstellt,zurtckfiihren.Diese
Stérungerwirken schwéacheruf die nur nochsehrschwachdurchdenmethodischen
Fehlerbelastetdokale Regressionda diesemit dem?2-Ringvon Knoteneinegrofere
lokale Umgehungfir die Schatzungerwendet.

Zusammerdssenanussmansagendassvoronoi erneutinsgesamtlie besterNo-
tenerhalt.
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4.4 Zylinder

Die nachsteTestoberflachseiein Zylindermantelom Radiusr = 1m. Damitwird die
eineHauptkrimmungn tangentialeRichtungk, = 1m~*, wahrenddie andereals
verschwindetda eine Geradedie ErzeugendelieserRotationsfigurdarstellt. Fir die
theoretisctzu erwartendenWerteerhaltmansofortkK = 0 undH = 0,5m™L. Die Ver-
gitterungerfolgte durchein selbstgeschriebeneklilfsprogramm,dasdie Anzahl der
Stiitzstellem auf einemKreisumlaufals Parametenimmt. Aquidistantverteilt ergibt
sich darausein n-Eck als uniforme Schnittfigur Gleichliegenden-Ecke werdendann
jeweils zwischenzwei direkt benachbariegendenSchnittendurch2n paarweiseon-
gruente rechtwinkligeDreiecle zu einertrianguliertenOberflacheerweitert,Abb.4.3.

Abbildung4.3: Ausschnittder VemitterungeinesZylindermantels

Erneutwurdendie drei VerfahrendesletztenAbschnittsauf die Testoberflachange-
wandt. Zu beachterist dabeidie strengeUniformitat der Umgetunger?, wasjegliche
statistischeJntersuchungenurchdie implizierte Gleichartigleit der Ergebnisseent-
behrlichmacht.Somitist jeweils nur dereinzig auftretend@Vert angeeben.

| (HK) | baryzentrisch | Voronoi | lokaleRegression |
n=10] (0,50m=%;0,00m=?) | (0,50m~1;0,00m=?) | (0,20m %;—1,91m?)
n=230 | (0,50m %0,00n2) | (0,50m %;0,00m2) | (0,43m % —0,19m ?)
n=150 | (0,50m %;0,00m2) | (0,50m L;0,00m 2) | (0,48m %, —0,05m 2)

Tabelle4.3: Gutevon Krimmungsschatzeran einerEinheitszylinderOberflache

Zuerstsieht man, dasssawvohl baryzentrisb als auchVoronoi fiir alle Stufenn
dasexakte, theoretischzu erwartendeResultatliefern. Baryzentrischaund Voronoi-
Zellen habenhier jeweils die gleicheFlache,namlich ein Drittel der Flachensumme

2Ausgeschlossehleibenmiisserbei der Auswertungdie obenund untenauftretenderRanddreieck.
Diesist zulassig,und stellt keine Verfalschungder Ergebnissedar, da unsereTestoberflachein unendli-
cher,ausder Rotationeiner Geraderum eineim Abstandr parallelliegendeRotationsachsentstandener
Zylindermantel seinsoll.
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derjeweils sechsNachbardreiedak. Da dieseEigenschafim baryzentrischefrall all-
gemeingliltigst (3.10),musssie nur nochfir die spezielleVoronoi-Zellegezeigtwer-
den. Abb.4.4 verdeutlichtdie Beziehung. Sie gilt auchfiir den allgemeinererfall
von Dreieclen, die paarweiseRechteck statt Quadrateformen, da sich danndurch
die Streckungalle Flachenm gleichenVerhaltnis,demStreckungsdktor, &ndern.Die
Wertederlokalen Regressiorkorvergierenmit steigendemm nur sehrlangsanmgegen
die korrekten.Bei der GauRscheKrimmungtritt durchwey dasnichtkorrektenegati-
ve Vorzeicherauf.

Abbildung4.4: Voronoi-Zellein derabgerolltenTriangulierungeinerZylinderoberfla-
che

4.5 Zusammenfassung

Wir haberfestgestelltdassvoronoidastheoretisctbestederdreiuntersuchteverfah-
renist. In derPraxissinddie Verhaltnissgedochetwasanders Es zeigtsich,dassder
VeritterungsalgorithmugsieheKapitel 1.7) einenstarken Einflussauf die Anwend-
barkeit von diskretenKrimmungsschétzerhat. Die nicht-glatte,blockige Struktur
der Triangulierungenzu der alle MC-basiertenverfahrenfiihren, machtden Einsatz
von Voronoi bzw. baryzentrisb sehrfragwirdig. Geradeweil sie so exakte Ergeb-
nisseliefern, sindsiein derrealenWelt etwasungeeignetWahrscheinlictsind diese
Verfahrenbesserfir die glatteren,durch SNG erzeugterNetze brauchbar Fir un-
serMT-Verfahrenist jedochder Einsatzder wenigerlokalen (2-Ring statt 1-Ring als
Umgelung), eine Glattung schonenthaltendenokalen Regressionangebracht.Das
passierauchim nachsterKapitel.



Kapitel 5

Kamm- und Tal-Linien

5.1 Uberblick

Mit dennunvorliegenderKrimmungsschéatzerspllte esmdglich sein,Linien maxi-
malerbetragsmaRigdérimmung,alsoKamm-undTal-Linien,auseinertriangulierten
Oberflachezu extrahieren. Auf ihrer Basissollte sich spaterdie Segmentierungvor-
nehmenassenDabeiwerdennatirlicherweiselie Kammlinienals Zentral-Liniender
Kronenbereichesowie die Tal-Linien alssolcheder Fundusrgionendienen.Weiterist
zu sehen inwieweit sich die Wandbereichals Ubemgéangeebentlls charakterisieren
lassen.

Mit (2.1)wird klar, dassmandabeidie Nullstellenoder-linien derdritten Ableitun-
genderKurvebzw. desBildesfir dasFindenlokaler ExtremaderKrimmungbetrach-
tenmuss.Vom theoretischerStandpunkaussind dabeikeinegroRenSchwierigleiten
zu erwarten.Allerdingswerdenin derPraxismit verschiedenekehlernbehafteteDa-
tenverwendet{besondersrotz Filterungin derVorverarbeitungerbleibendéviessfeh-
lerausdemMR-Bild sowie Diskretisierungsfehlesavohl ausderBildgebung- bedingt
durchdie begrenzteVoxelaufldsund - alsauchausdemnachfolgendeNerarbeitungs-
schrittder Triangulierungder Oberlache) Leidertritt somitimmerein Rauscherauf,
dasdeimBild selbskaumstérenmag,jedochnachdemdreimaligeraufrauendeiver-
fahrendesDifferenzierengastimmerzu unerwiinschtestorunger{Artefakten)fiihrt.
Die Fehlerschaulelnsichin die Hohe.

Eine LoésungdiesesProblemskann zwei- oder einstufiggeschehendurch einen
VorverarbeitungsschrittesGlattensoderdurchVerwendervonrobusten(alsorauschto-
leranten)Algorithmen. Davor sindabernochein paarDefinitionennotwendig.

5.2 Wichtige Definitionen

SeiG(V, E) ein gerichtetetGraphmit einerendlichen hichtleererKnotenmeng®&/ C
R®, derenn ElementeTripel reeller Zahlen, die den Ortsvektorender Knotenim eu-
klidischenRaumentsprechensind. Dannist die Kantenmengd& C V x V ebenélls
endlich (sie habem Elemente)und fiir die beidenMengenkdnnenindizesvergeben
werden:
V={u[1<i<n} (5.1)

1Die Uibliche VoxelgroReliegt im Momentbei (1mm)® am lebenderProbandenAm totenHirn lasstsie

sichauf(O,ZSmm)3 senlen[Kru2002, bedingtdurchdie nunmdglicheLangzeitfixierung.
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E={e1<j<m} (5.2)

Eine solcherGraph G eignetsich offenbar um einenKdrper im Oberlachenmodell
(vgl. Abschnitt1.3) mathematisctzu beschreiben Allerdings wird dasModell hier
nur knotenbezogerghneBezugauf die DreiecksflachemetrachtetDasist jedochfir
die anschlieRendu fihrenderBetrachtungemusreichendWeiter ergibt sich, dassin
unserenspeziellemMnwendungsdll derReprasentatioainertrianguliertenOberflache
als Knotengraph dieserzusammenharggnd (da nur ein Objekt betrachtetwird) und
mit der Topologie-AnnahmeusAbschnitt3.1 auchplanar ist. AuRerdemverlaufen
die Kantenbidirektional,dadenDreiecksseitefeineOrientierungerzugeordnesind,
d.h. eswird eigentlichein ungerichteteGraphsimuliert.

Ein Weg vom Knotenvi zum Knotenvy ist eineFolge von Knotenv; ... v, wobei
diesemuraufKantenverlauferdarf,d.h. [vi,vi+1] € E,i =1...k— 1. Mit einerKosten-
funktion P : E — Rt kannzun&chsjederKanteein nicht negatives, reellesGewicht
zugeordnetverden. Die Lange eines\Wegesist die Summenaller unterweys auftre-
tendenKosten:l (v1...v) = E!‘;llP([vi,vi+1]). Dannist derkirzestéMeg von vy zu
vk derjenige derdie unterwegs erhobenerKostenminimiert: | (vy ... vk) — min. Den
Wert der Langenfunktionan der Minimalstelle bezeichnerwir als Abstandd (v1, Vi)
zwischernvy undvg im GraphernG mit derKostenfunktiorP.

5.3 Rauschwerminderung durch Glatten

Der sehrdirekte Ansatzder Losungdes’Rauschproblemstiurcheinenvorgeschalte-
tenVerarbeitungsschritiat einige Schwéchenln derPraxiswird essosein,dassun-
terschiedlichevorgelegte Triangulierungerein verschiederstarlesRauschemnit sich
bringen.Damitmussjedesmaheudie Fragenachder Stérle desGlattensheantvortet
werden. Wannverschwindemur die unerwiinschtertefakte, wann gehenwesent-
liche Informationenmit verloren? Naturlich sind in einemgewissenMaleadaptve
Algorithmenvorstellbar die dasProblemwohl teilweiselésenkénnten dochprinzipi-
ell ist ein solchesvorgeherkeineguteLdsung.

5.4 EinrobusterAlgorithmus fir Kamm- und Tal-Linien

Fortgeschrittené\lgorithmen enthaltenschonselbsteine Rauschunterdriickunggin
sehrmodernerund mathematischrecht anspruchseller Ansatz tiber anisotropeDif-
fusionist u.a. in [DR200Q0 zu finden. Damit gelingt weitgehendein Ausfiltern des
RauschenbeigleichzeitigeBeibehaltungcharfelKanten.

Hier wollen wir unsjedochauf eineneherklassischemnsatziberkirzesteWege
in Graphenwie in [BaS200] geschehenbeschréan&n. Die Ideeist so einfachwie
erfolgversprechendSchon1959wurdevon Dijkstra dasProblemkirzestetVege in
Graphengeldst. Fiur die Generierungeiner Kammlinie wahle manalsoeinfacheinen
geeigneterstart-undEndknotersowie eineKostenfunktiorP, die Berge'belohnt’ und
Téler’bestraft’. Dannist derkirzesteWeg alsein guterVorschlagfir eineKammlinie
zu erwarten. Wie bei [BaS2001 wahlenwir die mittlere KrimmungH als zu extre-
mierendeGroRe. Sie streutals arithmetischedittel der Hauptkrimmungemveniger
alsderenProduktK?, ist alsoim Sinneder RauschunterdriickurigesserDie Vorgabe

2Dashatsichauchbei unsererfTestsder diskretenSchatzein Abschnitt4 gezeigt.
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einesNormwertedM fur die mittlere Krimmungfihrt mit einerstarlerenGewichtung
gréRererAbweichungerdirekt auf

R () = (A (w) - M) 5.3)

DieseKostenfunktiorist knotenbezogergochiuberdie Bijektion zwischerZielknoten
und Kantewird sie sehrleicht kantenbezogerwie esfiir einenDijkstra-Algorithmus
notwendigist:

P(e = [vj,w]) =R (W) (5.4)

Esbleibennochdie Problemewasals NormwertM sowie als Start-und Zielknoten
zuwahlenist. Mdglich, aberbei einerstarkstrukturiertenkomplettenHirnoberflache
wenig praktikabel,ist vielmaligesAnklickenderjeweiligen beidenKnotenin der3D-
Ansicht am Bildschirm. Wiinschenswerist eine vollautomatischeExtraktion. Dies
kannz.B. Ubereinelokale Extremwertsuche denverschiedenemeilenderHirnober
flache geschehenwobei dannExtremadirekt benachbarteRegionentiber minimale
Pfadeverbundenwerden. Dabeiist der Standardansatziie drei DimensionerHéhe,
Breite und Tiefe desdie KnotenmengaimschlielRende@uadergeweils gleichmaRig
in p Abschnitteaufzuteilen. Dies flihrt zunachstauf die beziiglichder Algorithmen-
komplexitat rechtungiinstigezahl von p® Regionen.Allerdingskdnnenviele davonin
der Praxisschnellausgeschlossemerden. Zu erwéhnersind dabeidie Abwesenheit
von Knoten Uberhauptsawie ein zu geringerAnteil von Knoten mit vorzeichenlkr-
rekter Kruimmung. Die Symmetrieder Kostenist durch die Definition in (5.4) zwar
verletzt,allerdingsgeniigtesin der AnwendungPfadenur vom Knoteni zumKnoten
j undnichtauchnochin umgelehrterRichtungzu berechnenAls NormwertM schla-
ge ich denMittelwert ausden Schéatzerrder mittleren Krimmungam Start-und am
Zielknotenvor.

Fir die Tal-Linien gehemananalogvor. Essind danndie entggyengesetzteBx-
tremain denjeweiligen Regionenals RandknoterderLinien zu verwenden.

Im ErgebnisdiesesSchrittesliegendannzwei disjunkte Teilmengender Knoten-
mengevor, die jeweils alle zu Kamm-bzw. Tal-Linien gehérendeinotenumfassen:

Vikamminien C V

VTallinien cV (5-5)

Dernachstesichanbietendéchrittist die ErweiterungdieserbeidenMengenso, dass
siezusammeimlie Knotenmengeauchuberdeckn,alsoeineZerlegungdieservorliegt.
Dasuntersuchemvir im nachsterKapitel.
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Kapitel 6

Unterteilung

6.1 Einleitung

Mit demim letztenAbschnitteingefiihrterKonzeptder Kamm-und Tallinien ist eine
moglicheGrundlagefur die beabsichtigtéJnterteilungder Hirnoberflachegeschdien.
Die Knotenmengéd/ soll in Aquivalenzklasse#, von Knoten zerlegt werden,wobei
diesepaarweisalisjunktunddie MengeV uberdeckndsind:

Uu=V (6.1)

Zunéachsist derenAnzahl zu diskutieren.Wiinschenswenvire eine 3-Segmentation
in Kronen-,Fundus-und Wandreyionen,dochdiesist im allgemeineriall moglicher

weisenur schwerzu realisieren.Also begnigenwir unszunéchsmit einerVernach-
lassigungder Ubemgangsbereichediesentsprichiiner2-SegmentatiorausschlieRlich
in Kronen-und Fundusrgionen. In diesemeinfacherenFall kbnnenzugleichauch
allgemeineProblemeder Unterteilungverstandlichewerden.

6.2 2-Segmentation

Als einenplausiblenindikatorfurr die Zuordnungzu einerKronen-oderFundusrgion
wahlenwir dasVorzeichender Differenzder Abstandezur nachsterKamm-und zur
nachsteral-Linie, wobeidie bei Gleichheitder Abstéandewillkiirlich, aberfest (hier
derKronenrayion) zugeordnetwird:

Vi € Vikrone < d (Vi, Vkamminien) — d (Vi, VTallinien) > 0

Vi € Vkrone € d (Vi, Vkamminien) — d (Vi, Vrallinien) < 0 (6.2)

Die KostenfunktionPsgm ordnetjederKanteihre euklidischeLangezu. Der Abstand
einesknotenszu einerMengeist definiertalsdasMinimum seinesAbstandezuallen
KnotenderMenge.Formalkdnnenwir diessofesthalten:

Psgm(& = [Vj,W]) := ”Vj _Vk” (6.3)
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d(vi,W) := Wg)\jgvd (vi,w) (6.4)
Alle andererBegrifflichkeitenwurdenschonhinreichendgenauim Abschnitt5.2 er-
klart. Der erneutverwendeteijkstra-Algorithmuskannabgebrochemwerden,sobald
eineTal- bzw. Kammlinie erreichtist, dennerist sokonstruiertdassdie Knotenschon
nachihren Abstadndergeordnetiusggebenwerden.

Befindetsich ein Kamm in gréRererNaheals dasnachsteTal, bejahenwir die
HypothesedesZuschlagszu einerKronenrgyion - im umgelehrtenFall kanndie Al-
ternatvhypothesealer Zugehdoriglkeit zu einerFundusrgionangenommemwerden.Die
Zweiwertigkeit der Entscheidundasstuns sofort zum einzig sinnvollen Schwelivert
Null kommen.

6.3 3-Segmentation

Will manfur die fortgeschrittené&tufeder 3-Gruppen-Unterteilungiederumdie Ab-

standsdiferenzzur ndchsterKamm-und Tal-Linie nutzen tritt die Schwierigleit des
FindenspassendeSchweliverte oder andersartigeAbgrenzungerauf. Wann kann
manvon einemUbermgangsbereicheiner Wand, sprechen?Fir einenspeziellenDa-
tensatZanndie FragetbereinenRegelkreisunterEinbeziehunglesMenscherrecht
gutgeléstwerden.UnserZiel war esjedoch,denSeggmentationsprozessif maglichst
allgemeingultigeEbenezu automatisieren.



Kapitel 7

Ergebnisse

In denAbbildungen7.1 bis 7.5 sind die extrahiertenFundusbereich& rotenund die
Kronenbereichén grauenFarbténerdamgestellt.

7.1 Beispielsegmentationeranalytischer Oberflachen

Abbildung7.1: SggmentatioreineseinzelnerBerges

Die Gleichungder Flachedesin Abb.7.1einzelnerBergesist:
—(x—30)2— (y—30)?
100

Der Rotationskorpein Abb.7.2wurdelberfolgenderRadius-Héhen-Zusammenhang
konstruiert:

(7.1)

z(x,y) = 59exp

r(z) = 5sin z (7.2)

2,5
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Abbildung7.2: SgmentatioreinesRotationskorpers

Die kuppenartigd-lacheder Abb.7.3wurdemittelsfolgenderGleichunggeneriert:

Abbildung 7.3: SegmentationeinesSystemsvon Kuppenmit p = 10 Unterteilungs-
schritten

(x=16) (y—16)?
10
Aul3er bei der letzten, etwas komplexerenOberflache stimmendie berechneten

Unterteilungenstetsgut mit unserenintuitiven Vorstellungenvon Fundus-und Kro-
nenrgionenuberein. Klar wird hierbei, dassdie Anzahl der Unterteilungsschrittgp

z(x,y) = 14sin

(7.3)
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fur die Feinstrukturder Kuppenin Abb.7.3zu geringgewahltwurde. Problemetraten
hierbeimit dermehrereStunderlangenRechenzeiauf.

7.2 Beispielsegmentationewvon Hir noberflachen

Abbildung7.4: SggmentatiorderHirnoberflacheus10k Dreieclenmit p = 15Unter
teilungsschritten

(@) (b)

Abbildung 7.5: SegmentatioreinesHirnausschnitteiuus20k Dreieclen: (a) unserAl-

gorithmusmit p = 10 Unterteilungsschritten(b) einfacheSchwelivert-Trennungbei
H = O alsVergleich

Esist zu erkennen,dassSementationernrealer nichtkinstlicherDaten nur un-
befriedigendgelingen. Zwar werdendie meistenTalabschnittesxtrahiert,dochtreten
auchLiickenundunerwiinschté&berbriickungeron Sattelnauf. Moglicherweisesind
die Anzahlender Unterteilungerjeweils nochzu geringgewéhlt. Eine Nachbearbei-
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tung zum SchlieRerder Liicken und zur Elimination der Séttelstellt einenmdglichen
Ausweg dar Andererseitsst die deutlicheUberlegenheitdes Verfahrensgegeniiber
einfacherSchwelivert-Trennunggut sichtbar

Die Rechenzeiteiagenjedochschonso im BereichganzerNachte,so dassei-
ne weiter gehenddJntersuchungum einenrechtmilhsamist und andererseitauch
wenig sinnvoll im Hinblick auf den praktischenNutzenerscheint,da bei solch lan-
genRechenzeiterinenur halbautomatisch8egmentatiorin jedemFall schnellerund
auchzuwerlassigegelingensollte. Evtl. kanndasVerfahrenin bestimmterSituationen
unterstitzen@ingesetztverden.

7.3 Einschatzung

Das anfangsgestelltesehrehgeizigeZiel einerkrimmungsbasierteBiagnosezum
Stadiumvon Hirnerkrankungerkonnteim RahmendieserArbeit nicht erreichtwer-
den.Allerdingswurdenwichtige Aspekteder Krimmungsschéatzurauftriangulierten
Oberflacheraufgezeigtsowie ein daraufbasierendeSementationserfahrenfur die
Hirnoberflachesorgestelltund getestet.

Die beidenangesprocheneRrobleme,mangelndeRotustheitund zu lange Re-
chenzeitensind bei Segmentations-Ansatzeweit verbreitet[Zuil995. Durch Op-
timierungenscheinteine Verkirzungder Rechenzeitermdglich. Der aufwendigste
Schritt, die Berechnungler Kamm- und Kronenlinien,kannevtl. durcheinenande-
renAnsatz(z.B. einendenTriangulierungsschritiibeigehendendirekt am Rasterbild
arbeitendelfiTG1992) ersetztwerden.
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