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1 Einleitung

Die FOURIER-Transformation wird seit langem in solch verschiedenen Gebieten
wie linearen Systemen, Optik, Antennen und Signaltheorie, Wahrscheinlichkeits-
theorie und Quantenphysik verwendet. Eine entsprechende Aussage iiber die
diskrete FOURIER-Transformation trifft nicht zu. Trotz sehr hohen Rechenge-
schwindigkeiten, die mit modernen Rechnern erreichbar sind, fand die diskrete
FOURIER-Transformation relativ wenig Anwendung, weil sie auflerordentlich
hohe Rechenzeiten benétigte. Mit der Entwicklung der schnellen FOURIER-
Transformation, einem Algorithmus zur schnellen Auswertung derselben, aber
lielen sich viele Aspekte der wissenschaftlichen Analyse vollstéindig revolutio-
nieren.

Die Hauptaufgabe der FOURIER-Transformation besteht darin ein Signal bzw.
eine Funktione in eine Summe von Sinusfuktion unterschiedlicher Frequenzen
und Amplituden zu zerlegen. Wenn aus diesen Sinusfunktionen das urspriingliche
Signal wiedergewonnen werden kann, dann hat man die FOURIER- Trans-
formierte des Signals gefunden. Im laufenden folgt eine Ubersicht iiber die
FOURIER-Transformation als analytisches Instrument und ihre Verwendungs-
weise. Ferner wird auf die Diskrete FOURIER-Transformation eingegangen bis
schliesslich die Schnelle FOURIER- Transformation als effiziente Berechnungs-
methode hergeleitet wird.

Wiihrend einer Sitzung des wissenschaftlichen Beratungskomitees des U.S. Priisi-
denten stellte RICHARD L. GARVIN fest, dafl JOHN W. TUCKEY sich mit der
Erstellung von Programmen fiir die FOURIER- Transformation beschéftigte.
GARWIN, der selbst fiir seine Forschungsarbeit hoffnungslos auf der Suche
nach einer schnellen Methode war, fragte TUCKEY nach dessen Kentnissen
iiber Rechenverfahren fiir die FOURIER- Transformation. TUCKEY umrif§ im
wesentlichen das, was spéter zu dem Berithmten COOLEY- TUCKEY Algo-
rithmus fithrte. GARWIN ging zum Rechenzentrum des IBM- Forschungszen-
trums in Yorktown Heights um das Verfahren programmieren zu lassen. JAMES
W. COOLEY, ein relativ neuer Mitarbeiter, erstellte auf GARWIN’s dridngen
ein Computerprogramm. Nachdem sich jedoch Nachfragen fiir Kopien des Pro-
gramms hiuften, wurde COOLEY um eine Verdffentlichung gebeten. 1965 pu-
blizierten COOLEY und TUCKEY den jetzt weltberiihmten Aufsatz ,An Al-
gorithm for the Machine Calculation of Complex Fourier Series* in [1]. Ohne
das Beharrungsvermogen von GARWIN wire die FFT vielleicht noch bis heute
unbekannt geblieben.
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2 FOURIER- Transformation

2.1 Das FOURIER- Integral
Das FOURIER-Integral ist definiert durch den Ausdruck

H(f) = /OO h(t)e= 2/t (1)

— 00

Wenn das Integral fiir alle Werte von f existiert, dann definiert Gl. (1) die
FOURIER- Transformierte H(f) von h(t). h(t) wird als Funktion der Varia-
blen Zeit und H(f) als Funktion der Variablen Frequenz betrachtet. Die inverse
FOURIER- Transformation ist definiert durch

o) = [ H(eay 2)

Stehen h(t) und H(f) nach Gleichungen (1) und (2) zueinander in Beziehung,
dann bilden diese beiden Funktionen zueinander ein FOURIER-Transformationspaar.
Wir symbolisieren diese Beziehung durch

o H(f). 3)

Die FOURIER- Transformierte von h(t) existiert, und erfiillt die Bezichung der
inversen FOURIER- Tansformation, wenn A(t) im Sinne von

/OO |h(t)| dt < 0. (4)

— 00

absolut integrierbar ist.

2.2 Eigenschaften der FOURIER- Transformation

Von den Eigenschaften der FOURIER- Transformation sind einige wenige fiir
das vollstéandige Versténdniss von grundlegender Bedeutung. Fiir die Beweise
mochte ich auf [2] verweisen. Sind X (f) bzw. Y (f) die FOURIER- Transfor-
mierten von x(t) bzw. y(t) und k sowie to reelle Konstanten, dann gelten die
folgenden Eigenschaften.

Linearitaet : z(t) +y(t) o—e  X(f)+Y(f) (5)
Symmetrie: X(t) o——e (=) (6)
Zeitskalierung : h(kt) o——e ﬁH(%) (7
Frequenzskalierung : fﬂh(é) o—e H(fk) (8)
Zeitverschiebung : h(t —ty) o——e  H(f)e 1?7 /t0 9)

Frequenzverschiebung : h(t)eﬂmf“ o——e H(f - fo) (10)



2 FOURIER- TRANSFORMATION 4

2.3 Faltung und Korrelation

Die Funktion h(t) wird als Faltungsprodukt der Funktionen z(t) und y(¢) be-
zeichnet und ist definiert durch das Faltungsintegral

oo
h(t) = / x(r)y(t — 7)dr =: x(t) * y(t). (11)
—0o0

Die Beziehung zwischen dem Faltungintegral (11) und ihrer FOURIER- Trans-
formierten ist wahrscheinlich das wichtigste und leistungsfdhigste Instrument
der modernen Analysis. Sie besagt im wesentlichen, dass eine Faltung zweier
Funktionen im Zeitbereich dquvivalent zu einer Multiplikation ihrer FOURIER-
Transformierten im Frequenzbereich ist. Das Zeitbereichs Faltungstheorem ldsst
sich durch das Transformationspaar

z(t) xy(t) o

o X(NHY(S) (12)

zum Ausdruck bringen. In analoger Weise kann man unter Anwendung des Fal-
tungstheorems fiir den Frequenzbereich von einer Faltung im Frequenzbereich
ausgehen und zu einer Multiplikation im Zeitbereich gelangen. Das Frequenzbe-
reichs Faltungstheorem lautet

z(t)y(t) o

o X(f) =Y (f) (13)

Zum Beweis beider Theoreme gelangt man durch Einsetzen in die Definition
und Vertauschen der Integrationsreihenfolge.

2.4 FOURIER- Reihen und Abtastsignale

Aus der Analysis ist bekannt das sich eine Periodische Funktion y(¢) der Periode
To als FOURIER- Reihe

y(t): Z anei%rnfot (14)

n=-—o0
mit den Koeffizienten

1 T0/2

an y(t)e=2m™lotgt  n=0,4+1,+2,... (15)

To J-my )2
darstellen ldsst, wobei fo = 1/T die Grundfrequenz von y(t) ist. Ausgehend von
dieser Eigenschaft, dass die FOURIER- Transformierte einer periodischen Funk-
tion, eine Folge: «,, #dquidistanter Deltafunktionen ist, ist der néchstliegende
Schritt die Erweiterung der Theorie auf Abtastsignale. Wenn h(t) bei ¢t = T
stetig ist, ldsst sich ein Abtastwert von h(t) zum Zeitpunkt T ausdriicken als

h(t) = h(t)3(t — T) = h(T)s(t — T) (16)

und wenn h(t) an den Stellen ¢t = nT fiir bel. ganzzahliges n stetig ist, wird

h(t) = i h(nT)8(t — nT) (17)

n=—oo

als Abtastsignal h(t) und T als Abtastperiode bezeichnet.



3 DISKRETE FOURIER- TRANSFORMATION 5

Das Abtasttheorem besagt, dass sich eine kontinuierliche Funktion h(t) aus
ihren Abtastwerten nach Gl. (17) mit T, = 1/2f, eindeutig rekonstruieren lsst,
wenn die FOURIER- Transformierte der Funktion fiir alle Frequenzen grofer f.
identisch Null ist. In diesem Fall ist h(t) gegeben durch

sin[2m fo(t — nT.)]

w(t —nT,) (18)

h(t)=T. > h(nT.)
Ist die FOURIER- Transformierte fiir Frequenzen gréfier f. nicht identisch Null
so wird der daraus folgende Informationsverlust als Bandiiberlappungseffekt be-
zeichnet. Eine Analoge Aussage zu Gl. (18) trifft fiir den Frequenzbereich zu,
wenn h(t) = 0 fiir |¢t| > T, gilt, und ist gegeben mit

Ll n  sin2nT.(f — n/2T,))
- 2T, n; H(ZTC) m(f —n/2T,)

H(f) (19)

3 Diskrete FOURIER- Transformation

3.1 Zeitbereich

Man betrachte das in Gl.(3) angegebene Transformationspaar. Um dieses zu
diskretisieren, ist es zunéchst notwendig, das Signal h(t) abzutasten. Wenn das
Abtastintervall T ist, ldsst sich das Abtastsignal ausdriicken als

h(t)Ao(t) = h(t) i §(t — kT) = i h(kT)8(t — kT) (20)

k=—00 k=—c0

Als n#chstes wird das Signal zeitbegrenzt durch eine Multiplikation mit der
Rechteckfunktion:

T T
z(t) = 1 _§<t<TO_§ (21)
= 0 sonst

wobei Ty die Dauer der Begrenzungsfunktion (Beobachtungszeit) ist. Die zeit-
begrenzung liefert

h(t)Do()z(t) = | Y h(ET)5(t — kT) | a(t) (22)
o
= h(KT)(t — kT)
k=0

wobei angenommen wurde, dass N dquidistante Deltafunktionen innerhalb des
Abtastungsintervalls liegen; i.e. N = % Der letzte Schritt der Modifizierung des
urspriinglichen kontinuierlichen FOURIER- Transformationspaares zu einem
diskreten FOURIER- Transformationspaar ist die Abtastung der FOURIER-
Transformierten der Gl. (22). Im Zeitbereich entspricht diese Abtastung der Fal-
tung des zeitbegrenzten Abtastsignals (22) mit der Zeitfunktion gegeben durch:

Aq(t) =To Z 6(t —rTo) (23)

r=—00
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Die gesuchte Beziehung ist

N—-1 00
[h(t) Ao (8)z()] % Aq (8) = lz hET)S(t = KT) |+ |To Y 6(t—rTp)| (24)
k=0 . r=—00
=4+ TyY hET)(t+ Ty — kT)
-
+To ) h(kT)o(t — kT)
k=0
N-1
+ Ty Y h(kT)6(t — Ty — kT) + ...
k=0

Man beachte, dass die Gl.(24) eine Periodische Funktion der Periode Ty be-
schreibt; kompakt aufgeschrieben lautet sie

oo N—-1
h(t)=To > | WET)S(t — kT — rTy) (25)
r=—oo k=0

3.2 Frequenzbereich

Analog zu Gleichung (17) und aus dem Abschnitt iiber FOURIER- Reihen folgt
dass die FOURIER- Transformierte aus einer Folge dquidistanter Deltafunktio-
nen besteht:

~n > 1
H(To) = n;@ and(f —nfo) fo= T (26)
mit
Qp = — h(t)e= 2 fotgt  n=0,41,+2,... (27)
To J-1/2

Durch einsetzen von (25) in (27) und der Tatsache, dass sich die Integration nur
iiber eine Periode erstreckt erhélt man mit 7o = NT

N—-1
an = Y h(kT)e 2™V p =0, 41,42, (28)
k=0

und die FOURIER- Transformierte der Gleichung (25) ergibt sich nach wenigen
Umformungen zu

N—1
e oy —i2nnk/N _
H(5om) = > h(kT)e n=0,1,...,N -1 (29)
k=0
Die Beziehung (29) verbindet N Abtastwerte einer Zeitfunktion mit N Abtast-
werten einer Frequenzfunktion und wird als diskrete FOURIER- Transformation
bezeichnet. Die Inverse diskrete FOURIER- Transformierte ist gegeben durch:

N —

[

1

n
~ 2 Cl§p)e
k=0

i2nnk/N E=0.1..

g(kt) = N -1 (30)
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Die diskrete FOURIER- Transformation ist also nur ein Spezialfall der kontinu-
ierlichen FOURIER- Transformation, es gelten dieselben Eigenschaften wie in
(5)...(10) sowie das Zeitbereichs- und Frequenzbereichs Faltungstheorem, (12)
und (13), mit der diskreten Faltung.

4 Schnelle FOURIER-Transformation

4.1 Matrixdarstellung und Signalflufligraphen

Man betrachte die Beziehung der diskreten FOURIER- Transformation (29)
N-1 '
X(n) = Z zo(k)e 2™ R/N - =0,1,..., N -1 (31)
k=0
wobei zur Vereinfachung der Schreibweise kt durch k und n/NT durch n ersetzt
wurde. Beispielsweise erhalten wir fiir N = 4 und mit der Vereinbahrung

W = e 27/N (32)
aus (31) das Gleichungssystem
X(0) wo wo wo wo z0(0)
X [ [ wo owt w2 ows zo(1) (33)
x@ [~ | wo w2 w* ws x0(2)
X(3) wo w3 ws w?o x0(3)

Bei nitherer Betrachtung wird ersichtlich, dass zur Auswerung von (33) N2 kom-
plexe Multiplikationen und N (N —1) kompexe Additionen erforderlich sind. Der
Hauptgrund der Leistungsfahigkeit des FFT- Algorithmus ist die Faktorisierung
von (33) zu

X(0) 1 W 0 o0 10 wo o z0(0)
X2 | |1 w2 o o 01 0 WO zo(1) (34)
X(1) 0o o0 1 wt 10 W2 o 70(2)
X(3) o 0 1 w3 01 0 w2 70(3)

wobei daran erinnert sein soll, dass W% = Wk mod(N) ypnd WO = 1 ist. Die
Berechnung von (34) erfordert nur vier komplexe Multiplikationen und acht
komplexe Additionen( manche Multiplikationen wiederholen sich ). Wenn man
n und k als Binérzahl

k=2ki+ky n=2n1+ng (35)
darstellt erhélt man fiir die faktorisierte Gleichung (34)

1 1
X(nl,no) = Z (Z xo(kl,ko)WQnolm) W (2nitno)ko (36)

ko=0 \k1=0

wobei die Berechnug in der Klammer mit x1(ng, ko) bezeichnet sei und den
néchsten Berechnungsschritt angibt. Jetzt sei blofl noch zu beachten, dass dass
Ergebniss in (34) durch die Matrixfaktorisierung umgeordnet wurde, dies stellt
jedoch nur ein geringfiigiges Problem dar. Wenn man das Argument n als
Binérzahl darstellt, braucht man die X (n) nur so umzuordnen, als wenn die
Bits des Arguments, spiegelbildlich vertauscht wéren. Eine hiufig angewandte
Form der Zwischenergebnissdarstellung sind Signalflussgraphen.
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4.2 COOLEY-TUCKEY- Algorithmus fiir N = 27

Fiir N = 27 lassen sich n und k wie folgt darstellen:

n = 27_1nﬂ,,1 + 2“'_2n7,2 +...+ng (37)
ko= 27 %, 0 +27 %k, o+ ...+ ko

Unter Benutzung dieser Ausdriicke lésst sich (31) schreiben als

1 1 1
X(TL,y_l,’I’L,Y_Q,...,TLQ): Z Z LE(ky_l,k,y_Q,...,ko)Wp (38)

ko=0k1=0  ky_1=0
mit
p= (27_1117,1 +...+ no) X (27_1]67,1 +...+ ]{30) (39)
Da W2 = WY =1 und W*? = WeW? gilt schreibt man (38) zu

1

X(’I’L,y_l,nfy_g,...,’flg) = Z Z Z .To(kfy_h...,ko) (40)

ko=0k1=0  ky_1=0
XWQ%I(%MA)W(2n1+no)27’2k772 o
XW(2”71n771+2"’72n~,72+~-+n0)/€0

Wenn man die einzelnen Summationen getrennt ausfithrt und die Zwischener-
gebnisse gesondert kennzeichnet, erhélt man

1
xl(n07k’y—2a--- kO): Z l‘o(kry_l,...,kO)W2W71("0k'Y—1)

ky—1=0
1
Iz(no, ni, k,y_g, ce ko) = Z 171(77,0, k"y_g, ceey ko)W(2n1+n0)(2’y_2k"’72)
ky—2=0
(41)
1
x.y(no,nl, e ,717_1) = Z x.y_l(no,nl, ceey ko)
ko=0
XW(27*1n7,1+27*2m,2+...+n0)k0
X(ny—1,...,n0) = 24(no,N1,...,Ny_1)

Dieses sukzessive Gleichungssystem stellt die Urspriingliche COOLEY- TUCKEY-
Formulierung der FFT mit N = 27 dar. Fiir N = 27 besteht der FFT- Algo-
rithmus einfach aus der Faktorisierung einer N x N Matrix in v Matrizen der
Grofle N x N, und zwar derart, dass die Anzahl der komplexen Multiplikationen
und Additionen einer jeden Teilmatrix minimal ist.
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4.3 Anmerkungen

Nun betrachte man die zur Auswertung von (41) benétigten Multiplikationen.
Es gibt v Summationsgleichungen, von denen jede N Gleichungen représentiert.
Jede der letzgenannten Gleichungen bendtigt zur Auswerung nur eine komplexe
Multiplikation, da die erste Multiplikation stets die Form W~ mit ky_i =0
besitzt. Es kann gezeigt werden, dass bei der Berechnung einer Spalte stets die
Beziehung WP = —WP+N/2 auftritt; deshalb reduziert sich die Anzahl der Mul-
tiplikationen weiter um den Faktor 1/2. Die Gesamtzahl der komplexen Multi-
plikationen betrigt somit N-/2 Die Anzahl der kompl. Additionen ist gleich N+.

Es gibt eine Vielzahl von Varianten des FFT- Algorithmus. Sie machen sich
spezielle Eigenschaften des zu transformierenden Signals und der Rechnerarchi-
tektur zu Nutze. Beispielsweise der SANDE- TUCKEY- Algorithmus und FFT-
Algorithmen mit beliebigen Basen. Es finden sich viele mehr oder weniger geeig-
nete Werke iiber die FFT doch zum Abschluss mochte ich folgende empfehlen.
Das ausfiihrliche Buch [3] ist fiir den Anwender und Entwickler gleichermafien
gut geeignet. Die Folien im Anhang stammen allesamt aus [4], bei welchem im
Gegensatz zu [3] der theoretische Teil kiirzer abgefasst ist, allerdings wesentlich
ausfithrlicher auf Anwendungen eingegangen wird. .
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Abbildung 1: Interpretation der Fourier Transformation
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