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Kapitel 1

Fehler in numerischen
Berechnungen

Aufgabe der numerischen Mathematik:
Algorithmen anzugeben, mit denen eleltiv und robust Berechnungen aus-

gefuihrt werden konnen. Fehler begrenzen die Resultatgauigkeit und sind in der
Regel unvermeidbar.

| Arten von Fehlern |

Eingabewerte < fehlerbehaftet!
a) Eingabefehler (MelRdaten)

/ AN
b) systematische Fehler des Algorithmus ¢) Rundungsfehler bei allen
(im Algorithmus begrtindet) arithmetischen Operationen
AN /

d) eventuelle Fortpflanzung dieser Fehler (Aufschaukelung ")

fehlerhaftes Resultat

a) Messfehler, Rundung auf Maschinengenauigkeit

b) — Abbruch unendlicher Reihen
— Anndherung komplizierter Funktionen durch einfachere
— Diskretisierung

c) typische Maschinenarithmetik

d) Problem der aufeinanderfolgenden Schritte besonders zu untersuchen
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1.1 Zahlendarstellung in Rechnern - Maschine-
narithmetik

friher: 4+ Mantisse *B¥*? mit B = 2,3 = 16 (oder selten B = 10 Robotron R300)

heute : moderne Gleitkomma-Koprozessoren- FPU benutzen IEEE- Datenformat
Institute of Electrical and Electronics Engineers

a) single precision: 4 Byte (1 Wort)
b) double precision: 8 Byte (1 Doppelwort)

a) 31 23 22 0
! ! ! |
| s | characteristic | mantisse |
T T T T
b) 63 52 51 0

0 < mantisse < .111...1,
Zahl = (—1)® - 25*P. (1.0 + Mantisse )

1< Anteil <2

Bindrdarstellung solcher Zahlen fangt immer mit Bit 1 an — keine Speicherung
Exponent:

a) 8 Bit = 1 Byte Characteristic, schreiben hexadezimal 2 Hexadezimalzi [erh
0..9ABCDEF, Fy = 1111, = 15
Char = 00y4...FFy
Sonderfall: Char = 005 und Char = FFy
ansonsten: Char = Exp - 7Fy
Exp = Char —127,,
Exp € [-126,254 — 127 = 127] <= Char € [01y, FEy]
Char = 00 und Mantisse = 0...0, = Zahl ,,0“

_ _ — Mantisse =0...0, £ INF inity
Char =FFy =25 _  \antisse #0..0, NaN (not a number)

z.B. 2,22, 0 x oo ergibt NaN (Not a Number)

o0
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b) analog bei 11 Bit fur Char (52 Bit Mantisse)
also von 000y bis 7FFy  (019...20474)
hier: Char =000; — Zahl 0 (Mantisse = 0)

Char =7TFFy; — o0 bzw. NaN
sonst: Exp = Char —3FFy
= Char —1023

Exp € [-1022,2047 — 1023] < Char € [001y, 3FE4]

Folgerung 1.1

fl(z) Anndherung der reellen Zahl z durch maschinen—interne
Darstellung im IEEE-Datenformat —

1. |z| <2726 (bzw. 271922) = fI(z) = 0

2. |z| > 2?8 (bzw. 2'92%) == 7z nicht darstellbar

3. sonst fl(z) =z(1 +¢), || < &€naern  »Maschinen-Epsilon.

Definition 1.2
€mach Kleinste positive Zahl € mit

fllee)>1
!

in der Maschinenarithmetik ausgefuhrt

1=2%. (1.+ Mantisse)
Mantisse = 0...01
a) 23 Bit
b) 52 Bit

= een = 2°(0. +[0...01],)
a) 272 ~ 110

52 0 11n—
b) 252 Z10 15

Folgerung 1.3
Bei jeder einzelnen arithmetischen Operation & gilt
fl(adb) = (aeb) (1+¢) mit
Maschinenergebnis  exaktes Ergebnis

Besonderheit: bei der Subtraktion
Stellenausloschung

|8| S Emach
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Beispiel 1.4
zur Vereinfachung betrachten wir Dezimalarithmetik mit 4 Mantissenstellen

a) 2 Zahlen unterschiedlicher Grosse

.1000 - 102 .1000 - 102
—.1000-10°3 —.000001 - 10+
.9999 - 10! .1000 - 102

Fehler analog Folgerung 2

b) 2 Zahlen fast gleicher GroRen
1234 -10°
—.1235-10°
—.0001 - 10° = —.1000 - 10% exaktes Ergebnis fuir diese eine Operation

aber: waren Summanden fehlerbehaftet durch vorherige Operation
— z.B. nur Zilerh.123 verlasslich, in beiden Operanden
==> 50 erhalten wir ein vollig unsinniges Ergebnis.

Beispiel 1.5
Berechnung der beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung

x2+px+q=0 Xi0=—5= /(5 -y
|
bei einem der VZ eventuelle Ausloschung

aber es gilt stets

1. stabil betragsgrosste Wurzel

2. berechne betragskleinere Wurzel nach Vietaschen Wurzelsatz:

Xg = xi — garantiert TI(X3) = X5(1 + 2¢)
1
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1.2 Fehlerfortpflanzung

Beispiel 1.6
Seien ly...159 zu berechnen mit

l 1
I, = —/ x"e*dx
€ Jo

1. Algorithmus (instabil):
lpb=1-— % mit €,,.., berechnet, mit partieller Integration folgt:

I, = ix"e”|; — in fol X" lerdx
(u=x" v=e¢e?)

\lnzl—nln_l\

Rechnung ergibt:

Hauptgrund:

iyo = fl(lp)) =1+ o

|~1 = 1—1|~0+ 1=h+ o+
b = 1-2I,=1,+2 (+...
l; = 13-3-2+...

I, = I,+n!o+..

2. Algorithmus:

In—l = %(1 - In)

Fehlerbetrachtung analog zu Algorithmus 1 aber umgekehrt

— fruhere Fehler werden stark geddmpft (wie %) = Startwert

z.B. 1o VOllig beliebig — Ruckrechnung bis 15, ergibt fast fehlerfreien Wert.

Theorie:

e absoluter Fehler der Grosse x : AX

X =x+ Ax (gendherter Wert=exakter Wert + absoluten Fehler)

e relativer Fehler der Grosse X: dX

X = Xx(1 + dx)
X = ==

T
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e \Vorwdrtsanalyse des Fehlerverhaltens eines Rechenprozesses:

Eingabegrossen X1y eees X
mit Eingangsfehler AX;... A X,
bzw. 0X;...0X%,,
Rechenvorschrift:
Yy = &(Xq, ey Xy)

a) betrachte Fortpflanzung der Eingabefehler
b) betrachte zusatzliche Rundungsfehler in der Vorschrift ¢
a) hdufig reicht Betrachtung der 1. Ordnung in einer Taylorentwicklung:

Ay =§F-y = o+ AX1, .y X + AXp) = O(X1, .00 X5)

= Y WX p w0 axp)
— 0X;

also Grossen (g—;"l) Indikatoren fur starke oder schwache Empfindlich-
keit gegen Eingangsfehler

e Riuckwdrtsanalyse
Ergebnis: Resultat ¥ ist fur exakte Eingangsgrossen X; +€; (1=1,...,n). g
nicht exakt bekannt, aber Abschatzungen der Art

|€i‘ < &nach * f(n) ' H XH
sind moglich.
Beispiel 1.7

Grundalgorithmen der linearen Algebra die auf Skalarprodukten basie-
ren.



Kapitel 2

LOsung linearer
Gleichungssysteme

Aufgabenstellung:
geg.: A(n x n)-Matrix
A=(a;)iz b= (b)),
ges.: Losung von Ax =h Losungsvektor x = (X;),
2 Moglichkeiten zur Losung x eines Gleichungssystems zu gelangen

e direkte Verfahren — GauRscher Algorithmus + verwandte Methoden

e lterationsverfahren

2.1 Direkte Verfahren

2.1.1 Gauflscher Algorithmus

Grundidee: subtrahieren %-fache der 1. Zeile von allen anderen

T

A(l) =A— A(2) — a22 o a2n
. .2 :2

0 aﬁﬂ) . ang

und dieser Prozel3 wird fur die (n—1) x (n — 1)-Restmatrix fortgesetzt (rechte
Seite kann sofort mit transformiert werden)

(Alb) = (AD[bY) — (AP [p?) — ... — (A™|p™)

11
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Upp - U
wobei A =U = .. 1 | obere Dreiecksmatrix
Upnn
Durch Zeilenlinearkombinationen der Ausgangsgleichung Ax = b hat sich x

nicht gedandert, also Ux = b™ leicht auflosbar:
Ruckwadrtselimination

b(”)
x, =
unn
_ [ 1 _
X = (b =D ugx | —, k=n-1,..,1
>k Uk,

2.1.2 Bemerkungen zum Gauf3schen Algorithmus

Bemerkung 2.1
a,g’};) Z# 0 notwendig wegen Division aber numerische Forderung:

. a,(!?| nicht klein“ ist Voraussetzung um ein stabiles Verfahren zu erhalten
== Rekursion:

0
Zeilej = Zeilej — (%) * Zeilek

kK

(k)
nach 2.1 — (%) maglichst klein
Ak

deshalb:

Pivotisierung

d.h. suche ein gentigend groRes Element a,(ff,) in der jeweiligen Restmatrix und
vertausche Zeilen (Spalten) g «— k (v «+— k) in der Matrix (A*)|b®)),

so daR a'f) zu a,(jg in der vertauschten Matrix wird

(die Spaltenvertauschung zieht eine Umnummerierung der x; nach sich)
deshalb:

Varianten: 1.) ,Spaltenpivotsuche*
k) = (k)
a,l = max la;.’|  gesucht

— dann Zeilenvertauschung p «—— Kk

2.) ,Zeilenpivotsuche*
al| = max 2’| gesucht

— dann Spaltenvertauschung v «— k und merken

3.) ,volistandige Pivotsuche* ( Mehraufwand !!)
(k)| = (k)
auw | g}gﬁaﬁ gesucht
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Algorithmus 2.2 GauR Algorithmus
Das Verfahren kann mathematisch exakt durch Matrixoperationen

beschrieben werden. Wir betrachten der Einfachheit halber nur

Spaltenpivotisierung

1. Schritt
Pivotisierung ergibt Index p; > 1
[ 0 1] ] «1
1
P, =
' 1
1 0 — M
L l -
T T

1 M1
P, ist Permutationsmatrix, die 1. und p;-te Zeile vertauscht (bei p; > 1)

= (P, AW |P;b®) = (AD b))

hat ,,Pivotzeile* an Position 1, 3! ist betragsgrosstes Element
_(1)
4= -fachen der 1-ten Zeile von der i-ten ergibt

Subtraktion des
ay

El—l(A'(l)‘ 5(1)) = (A(2)‘ b(2))

N Ty I e, Ty =
[ = 21 ~Eliminationsmatrix*, l;, = £
_Tnl 1
2. Schritt
Pivotisierung
— 1 T
1
P2 =
1
1 0 — M
- 1 -
1 T
2 M
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E;ng(A(Z)\ b)) = (A®)] b))
usw. schliesslich:
Lot Py Lo Py s - L 'PL(A| b) = (U] b™)

(P, Permutationsmatrix, die k-te Zeile mit der p-ten Zeile vertauscht
wobei (P > k))

Bemerkung 2.3

-
B

[l
=
+
&

Bemerkung 2.4
Um Speicherplatz zu sparen benutzt man eine geschickte Realisierung

die den frei werdenden Speicherplatz ausnutzt.

Schritt 1:

P1(Alb) wird ausgefuhrt (d.h. Zeilen 1 und p, vertauscht) jetzt: Mul-
tiplikation von L;'(AM| bM) ab Zeile/Spalte 2 wird ausgefuhrt, d.h.:

Do=g) -1a) vi>1 vj>1
in der 1. Spalte (wo theoretisch Nullen entstehen)
speichert man ly;...1,,1

nl

Schritt 2:

neue Pivotisierung in Spalte 2 (ab a'2) und P>(A®:b@) wird mit
gesamtem gespeicherten Feld ausgefuihrt ! (also auch 1;; mit ver-
tauscht) danach wieder Eliminationsschritt und abspeichern von 1,5 in

2. Spalte usw.

Formelsatz
for k=1,2,...n—1 do

e Spaltenpivotisierung in k-ter Spalte ab a,i",? — Mg

e Vertausche k-te und p-te Zeile (gesamte Zeile)
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o fori=k+1,..,ndo

E+1) . =(k =~ .
agj ) = agj) — Izka,gj) Vj =k +1,
p(E+D) ONS ’I‘;kB‘lgk)

(mit [ geschrieben!)
k-ter Schritt:
Matrix der Form
U
Ao1 Uy
: )\32
(T 9] b®) = : Ug—1
Neotior ALY
| A Ao Mgy Ay

(A;; vertauschte 1;;)

e jetzt Pivotsuche aus 'é,(f'z) bis 'égjg — Zeile py,
e vertauschen gesamte Zeile k und py,

e speichern neue A;; unterhalb von 5,(!?

ay
=k
al(ck)

)\ik .

e Subtraktion des A;-fachen der Zeile (&\"),,..

ergibt: (T (k+1)] p(k+1)y),

A

15

U, B‘gk)
Ui—1n '5](;6_)1
&,
rarc

15"y von allen anderen,
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Dies fuhrt auf ein allgemeine Formel:

~(k) ~(k

kD) ) _ g
ij = Ay 50
kk

Am Ende ist (T | b(™) auf dem Matrixfeld gespeichert, mit denen folgendes
gilt:

Definition 2.5

1
. Uig u;
L = |21 . 0 , U= !
0 Upnn
Inl e Inn—l 1

Bemerkung 2.6
Definition 2.5 = LU = PA wobei P = P,,_;...P; Produkt der benutz-
ten Permutationsmatrizen ist. Deshalb ist GaufRscher Algorithmus auch
eine LU-Zerlegung (LR-Zerlegung) der Matrix P A (bei Zeilenpivotsu-
che oder volistandige Pivotsuche gilt LU = PAQ mit Q dem Produkt
von Spaltenvertausch.) Besonders wichtig ist diese VVorgehensweise, wenn
viele (zeitlich nacheinander auftretende) rechte Seiten vorhanden sind:

1) LU =PA LU-Zerlegung

2.) fur jede gegebene rechte Seite losen wir

Ax = b
< PAx = Pb
LUx = Pb
mit Hilfe von:

2.1) Ly =Pb= b ergibt vy
Vorwadrtselimination

i = E1
Ve = bk—ZIkaZ k:2,...n

i<k



Losung linearer Gleichungsysteme

2.2.) Ux =y ergibt x
Ruckwartselimination

17

X, =
X =

(Vi — D UgiX;) Uk,
i>k

k=n-1,..,1.

2.1.3 LU-Zerlegung bei schwach besetzten Matrizen

Sei A € R™", die Anzahl der wesentlichen Operationen zur Durchfiihrung von

PA = LU ergibt

Definition 2.7

n3/3

Sei A € R™", dann bezeichnet man A als Schwachbesetzte Matrizen (englisch
»sparse) wenn sie wesentlich weniger als n? Nichtnullelemente enthalt.

== Idee: Ausnutzung dieser Nullen um Operationen zu sparen

Beispiel 2.8

Bandmatrix (Bandbreite m:a;; =0 <= |i — j| > m)

ohne Pivotisierung:

sind L und U wieder schwach besetzt, Bandbreite m ==~ nm? Operationen.

Problem:

Pivotisierung «—— ,fill-in“ — Vernichten von Nullen Vertauschung k-te Zeile
mit p-ter Zeile besser, wenn , nahe an k als wenn p, —k grofl (— ,fill-in)
etwa folgende Pivotisierungsstrategie:

k k
Al > T -maxa)| (r<1)
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2.1.4 Cholesky- und Crout-Zerlegung
geg.: A = AT positiv definite Matrix d.h.

a) XxIAx>0 VYx#0,xeR"
b) alle Eigenwerte positiv

¢) alle Hauptminoren positiv dh. det(a;;)._, >0 k=1,..,n

=
— ij=1

Satz 2.9
3 genau eine obere Dreiecksmatrix R mit A = RTR.

Beweis: konstruktiv: Cholesky-Zerlequng betrachte

0

aj, = el Ae mite; = | 1

L 0]

= e/R"Re, = (Re))"(Rey)

Skalarprodukt von k-ter und j-ter Spalte von R

min(j.k)

ajr = > Figlij
i=1

Ordnen Elemente a;;, spaltenweise (J < k) und betrachten jeweils obige Formel
— definiert genau ein Element von R

— .2 _
a;p =ry;, i =+an

USW.
M = %(ajk: — > riry) V) <Kk
<1 k=1,..n
Mee = (@ — 2 F5) /
i<k

Bemerkung 2.10

e alle Wurzeln sind definiert, da A positiv definit (induktiv zeigen)
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e Spaltenskalarprodukte der Elemente von R — bei schwach besetzten Ma-
trizen folgende Speicherung gunstig: obere Halfte von A —— R

¢ Anzahl notwendiger Operationen: n3/6 (halber Aufwand gegenuiber GauR)
e schwach besetzt, Bandbreite m —sas 22

e auch zeilenweise Berechnung der r,; mdglich

Definition 2.11 o
Eine Zerlegung der Form A = RTDR mit D = diag(di; ... d,.,)

o
[l

nennen wir die Crout Zerlegung .
O [edbar gilt:

R=D:R — R’R=R"D:D:zR

auRerdem wenn wir L = R”, U = DR setzen = A = LU (von LU-
Zerlegung).

Die Realisierung erfolgt analog zu Cholesky: (Beachtung von uy; = dj - Ty;)

Ujp, = ajk—zﬁjuik Vj =1,...,k-1
i<j
Fip = 2—;‘ k=1...n
e = @k — ) Tl
i<k
Bemerkung 2.12

u,, fur Spalte k nur auf einem Hilfsvektor zu speichern (nach Berechnung
von dg; unnotig.)

Bemerkung 2.13
Auf der ehemaligen Hauptdiagonale (Elemente a;;) wird am

besten (1/d,:) gespeichert (da nur Multiplikation mit 1/d,, notwendig)
Gleichungssystem: Ax=h:R'y=bh —z=D"!'y — Rx =1z.

Bemerkung 2.14
Wieder Spaltenskalarprodukte der oberen Hélfte der Matrixelemente

(ﬁ, U) notwendig — die , fill-in*“- Positionen sind exakt bekannt, woraus
sich das ,,Profil, ,sky-line*- der Matrix A
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Bemerkung 2.15
A symmetrisch positiv definit == d;; > 0Vk, die Crout-Zerlegung kann auch
fur indefinite Matrizen versucht werden (dann eben d,, < 0 fur einige k)
Gefahr: kleine |d,.| — wadre Pivotisierung notig.

2.1.5 Spezialfall Tridiagonalmatrizen
d.h. Bandbreite 2 (oder 3 je nach Definition)

Ayl .. .Adnn besetzt d;; = q;

app...a, 1, besetzt a,_; = B;-1 1=2,..,N

sy ...a,,_1 besetzt a;_; = vy, i=2,..,n
sonst a;; =0

Gleichungssystem:

Xy +PBiXe = by
YaXi + OoXo + BoXz = Dby

yn—lxn—2 + A, 1 X,-1 + Bn—lxn = bn—l
Ynxn—l + a, X, = bn

definiert man noch y; =0 und 3,, = 0 so gilt:

YiXi—1 + 0X; + BiXip1 = b;Vi ‘
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Ges.: einfacher Algorithmus, um die x; zu bestimmen

Idee: |dricken x; durch X; 4 aus‘

1. Gleichung a;Xx; + Bi1X; = by

Einsetzen in 2. Gleichung

YaXi + OaXo + BoXs = by

OoXo = (D2 — yaX; — BaX3)
OoXe = (b2 —Y2B1 + YaA1Xo — BaX3)
(0 — Y2A)Xe = by — Y2B1 — BoXs
Xy = By — AgXjs, mit
B, = by — Y2B4 A, = B,

Oy — V2A1’ 2T oy — Y2A;

usw.: es gilt X, = By — AxXxs1 k=1,..,n— 1, wobei

B, = br — YiBr-1
L = YRRkl
O — YirAr—1

B
Ay = — P
g O — YrAr—1

jetzt: X,,_1 = B,_1 — A,_1X,
letzte Gleichung

Van—l + A, X, = bn
yan—l - ynAn—lxn + A, X, = bn
b, — YnBi_
X, = Yl o g

a, — ynAn— 1
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Algorithmus 2.16 fiir Tridiagonalgleichungssystem
input: | HD.: a;...0 output: x;...Xx,, Losung
obere ND.  B1...8..1
untere ND. Vs...Y,
rechte Seite b,...b,

1. Startt By =Ag=y; =0
2. for k=1,..,n do

Ay,
By

3. x,:=B,

B/ (O, — YiAL_1)
(bx — YiBr—1)/ (o, — YiAr—1)

4. for k=n—-1 downto 1

Xy = Br — ApXpq1

Bemerkung 2.17
Dieser Algorithmus entpricht der Durchfuhrung des GAUSSchen Algo-
rithmus ohne Pivotisierung == also nicht immer stabil!
anwendbar:
bei diagonaluberwiegenden Matrizen |a;| > |B;| + |y:| (auch bei symme-
trischen, positiv definiten Matrizen)

2.2 Fehlerbetrachtung bei linearen Gleichungs-
systemen

Fortpflanzung von Fehlern in der rechten Seite nach Theorie aus Kapitel 1 x; =
¢5(b;...b,), wir brauchten %—f}f = (AY),; dh. sehr viele GroRen, diese sind un-
handlich, deshalb betrachtet man Vektornormen fur Fehler, dh. x € R™: ||x|| eine

Norm

Beispiel 2.18

p=1 x| =[x Summennorm

IX|l, = [x:P)? p=2  [Ix|]2= /> Ix[*> Euklidische V.-n.

p=o00 [X][lee=max|x;] Maximumnorm
(2
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bendtigen analog Matrixnormen insbesondere fur eine Abschatzung der
Art

[AX < [[ATIXI]

Eine Matrixnorm || - || heilt vertraglich mit einer Vektornorm || - || wenn
V¥x € R™ obige Ungleichung gilt. Wird ||A|| = m23<||Ax||/||x|| definiert,

so ist diese stets mit der benutzten Vektornorm vertraglich.,
2B. [|All, = max|[Ax],/[|x],

p=1 |All; = max >’ |a;;| Spaltensummennorm
J i

p=2 |All2 = p(A*A)/2 (Spektralradius) Spektralnorm

p=o0 ||Alec =max)_ |a;] Zeilensummennorm

J
oftauch |Allr = |ay|*)Y? = tr(A*A)Y/2  Frobeniusnorm
ij
(trB =) b = > Ai(B))
Bemerkung 2.19
Matrixnorm erfullt |AB|| < ||A]|||B]|
Bemerkung 2.20

1. Fehlerentwicklung aus Fehler in der rechten Seite:
== b hat absoluten Fehler Ab € R”
(relativer Fehler definiert Zahl éb = || A b||/||b||) und das fhrt zu den
absoluten Fehler in der Losung von AX A(X+ AX) =b+ Abda Ax=bD

AAX=Ab
typisch fur lineare Zusammenhdnge von Input- und Output-Grolien ist
I AX[| = [[ATtAbl < [ATH] &bl

(fur eine mit Vektorrnorm vertragliche Matrixnorm)
besser: relativer Fehler

Definieren:
—1
o = Iaxi_jatab) b
1]l [l 9]
A~ Ab]|||AX]] L
< ||A Alldb
T A A

Die Zahl k(A) = ||A||||JA~!|| heift Konditionszahl der Matrix A (von der
jeweils gewdhlten Matrixnorm abhangig).
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Oft wird die Spektralkondition :

* 172 o1 _ "
K(A) = [All2 A = 25 7 = 248 0.(A) = VA(AA)

benutzt.

2. Die Fehlerentwicklung bei der LU-Zerlegung ist schwierig zu untersuchen.
Es gibt Ruckwdrtsabschdtzungen, die die Ublichen Aussagen liefern: Er-
gebnis L - U ist exakt fur A+ AA mit | A Al < eenl|All - F(n) «—
(Je nach Verfahren / verschiedene Pivotisierung). Somit ist nicht Ax = b

sondern
LUX = (A+ AA)X =b mit X =X + AX
gelost.
Abschdtzung des resultierenden Fehlers :
5x = ”ﬁ” - ||<A+AAf| |1\b A1

A+AA) T —AT = I+ATTAA AT AT
= (M+ATTAATT 1A

Voraussetzung: A~ AA| <1

Hilfssatz 2.21

IFl<1 = (I—F)‘l—EF’“

= (1 =F) < Neumannsche Reihe

1- IIFII

F=—ATAA = (+ATAA =1 =3 (-)"(A L AA)

n=1
——2( DU AT AA)TIATAA
——(|+A_1AA) IA-TAA
=—(A+AA)TAA
(A+AA)T Al = _(A+AA)AAA

24
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[AX] _  [[(A+AA)TAAX|
1] 1]
< [(A+AA)TAA|
. _lAtaal
- 1-JJATTAA]
da 1% monoton wachsend fiirx € [0, 1) :
< _IATIIAAL _ k(A

1— A AA] 1 —K(A)B,

mit 64 = % als relativen Matrixfehler

2.3 Iterationsverfahren

2.3.1 Elementare Iterationsverfahren

Grundidee:
(1) Uberfuhrung der Gleichung

Ax* =b €Y)

in eine Form x* = Bx* + ¢ und Iteration x**1) = Bx®) + ¢, die gegen die
exakte Ldsung x* von konvergieren soll.
— Aufspaltung A= C — N (,,convergent splitting”)C invertierbar

AX* = b= Cx"—NX"=bh
X* = CYNX*+b)
x* = C7INx*+C™!b
B = C!N=I1-C'A wobei c=C'b

(2) iterierfahige Gestalt = |x**Y = C7INx® +¢ (3)
andere Moglichkeit der Darstellung von (3):

xE+D = Cc1(C — A)x® +¢

x®) — C=1(Ax®) —b)

Ax®) —p = r*) Residuum des Gleichungssystems

xk+D) = xk) _Cc-1r®) 4
(benotigen wir spater fur Verallgemeinerung)

Beschdftigen uns mit Konvergenz in Form (3):
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X(k+1) — C—lNX(kz) +c +
= Bx®) +¢

X* = Bx*+c| -

X(k—i—l) _X* = B(X(k) - X*)

B wird auch Fehlerlibergangsoperator genannt,

o [edbar:

IB|| < 1 (fur irgendeine Matrixnorm, die mit der Vektornorm ver-
traglich) == Fehler ||x® —x*|| — 0

Satz 2.22
Ist ||B|| <1, so konvergiert das Iterationsverfahren (3) gegen die exakte
Losung x*.

Beweis:
IX® =[] = BAX® — x|
< IBJ*Ix? — x|
O
Satz 2.23

Ist p(B) < 1 <= das Iterationsverfahren (3) konvergiert gegen die exakte
Losung (wegen p(B) < ||B|| ¥ Matrixnormen ist dieser Satz schérfer).

Beweis: Mit Hilfe der Eigenzerlegung von B.

2.3.2 Einzel- und Gesamtschrittverfahren
SeiA=L+D+U,

L strenge untere Dreiecksmatrix
U strenge obere Dreiecksmatrix
D = diag(A)

Definition 2.24
C=D, N=-L-U

== Iterationsvorschrift

x*+1) = D~ 1(h — Lx*®) — Ux¥) (Gesamtschrittverfahren, Jacobi-Iteration)
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elementeweise Betrachtung:

ng) X§k+1)
X(k) = , X(k"‘l) = :
Xng) X,(@k-i_l)

k+1 k )y i
XY = %(bj Y ap” = Yy, j=1.n

J — —
1<j 1>]

hieraus Idee: Einzelschrittverfahren (GaulR-Seidel-Iteration)

xgk“)...x(.k“) schon vorher berechnet, also in der obigen Formel benutzbar:

7—1
k+1 k+1 k
xg. ) = %(bj - ajixl(. ) > ajixl(. ))

(dies ist die praktische Durchfuhrung, gleiche Operationszahl wie GSV)
theoretische Untersuchung:

X(k:-i—l) — D—l(b . Lx(k’-i-l) . Ux(k))
= (D+L)x*" = ph—ux®
x*D = (D + L) b — Ux®)

d.h. es ist elemetare Iteration mit

C=D+L, N=-U

Somit ist die Konvergenz beider Verfahren klar:

p(D~H(L +U))
p((D +L)~'U)

p( —-D'A) <1 <= GSV konvergent
p( —(D+L)!A)<1 <= ESV konvergent

beides ist z.B. bei diagonal dominanten Matrizen erfullt.

Definition 2.25
A streng (schwach) diagonal dominant

< |akk| => (2) Z |akj|Vk
J#k

(>) — in mindestens einer Matrixzeile gilt >.
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2.3.3 Unter- und Uberrelaxation

Die Dilerenz | x*+1) — x®) | (, Verbesserung” der Nzherung)
konnte man Uberhdhen, um mehr in Richtung der Ldsung zu kommen:

gk = Bx® +¢ (3)
KD = x4 4 () _ x(0)y

w>1 Uberrelaxation
0w <1 Unterrelaxation (selten benutzt)
w =1 elementares lterationsverfahren

einfaches Aussehen in der Form (4):

) = x®) _ -1k

= xF ) = x®) _uCcirk (49

Beispiel 2.26 -
SOR (sukzessive Uberrelaxation) entsteht durch Definition C = D + wL

== x*) = x®) _ (D +wL) ' (Ax®) —b)
= (D +wL) b+ (D+ L) (1 - w)D —wU)x®
xEH) = ¢(w) + B(@)x®

Bemerkung 2.27
In der praktischen Resalisierung dhnlich wie Einzelschrittverfahren:

w k+1 k k
X = (b — Yad T = ag) + (L — )
1<j 1>]

Bemerkung 2.28
Die bisher betrachteten Iterationsverfahren werden nur angewendet in folgen-
den Situationen:

a) Matrix A stark diagonal dominant (gut konditioniert),

b) Matrix A schlecht konditioniert, Verfahren wird zur
Dampfung *“hochfrequenter’Fehleranteile verwendet (so-
genannte Gldtter) nicht aber zur Losung des gegebenen
Gleichungssystems. (spdater: Multigrid-Methode)
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2.3.4 Instationire Iterationsverfahren
Grundidee:
x(*) N#herung fur Losung x*, konstruieren ,,Suchrichtung“ q*)
(Bsp.: Elementare Iterationsverfahren: q*) = C~1r(k))

Definieren: x*+1) = x*) + a,q®), so daR neuer Fehler z(:+1) = x(k+1) _ x*
,minimal®“ wird. ,minimal“ heilt Fehler z(**1 bzgl. einer besonders zu defi-
nierenden Norm (Ubliche Euklidische Vektornorm ist ungeeignet: x* unbekannt).

Definition 2.29
Skalarprodukt im R™
<x,y>=y' Fx VXyeER"
wobei F = FT positiv definit Matrix (n x n).

(im komplexen C" : y*FX,F = F* > 0)
Das Skalarprodukt < -, - > induziert die Norm

IX| =<x, x>z V¥xeR"
oy so berechnen, daR Fehler z**1) minimale Norm hat:

< Z(k+1),z(k+1) > = <70 4 akq(k)’ 7(k) 4 qu(k) =

1297 + 205, < 2™, 9™ > +a[|g™ |

o < Z(k), (k) =
|zF+D]| minimal <= |ay, = L i
< q®),qk) >

Hieraus entstehen viele Varianten durch
1. Festlegung des konkreten q*)

2. Festlegung des konkreten Skalarprodukts

< z®,q® >=q® "Fz® muR berechenbar sein, z.B. bei F = ZA

(k)T k) — &7 (k) _ Ax*
q\" ZAz q'" Z(AX AX")

b
= q® zr®

aber zusatzlich: ZA muf symmetrisch positiv definit sein!
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Beispiel 2.30 F = A Koordinatenrelaxation
q*) = e, (modulo n),

e rtd)
= |0, = —

Ak

Beispiel 2.31 F = | Kaczmarz - Verfahren
q*) = ATe;, (modulo n) — k-te Zeile von A

(ATe)z®  glr
lqt)]|3 g |3

= |0 =

Beispiel 2.32 F = A Gradientenverfahren
q(k’) = C—lr(k)
weitere Mdglichkeiten fur Wahlvon F : F =ATA, F =ATC'A

(q(k))Tr(k’)

— | % T T q)TAg®

heillt Gradientenverfahren (Verfahren des steilsten Abstiegs)

Namensgebung;:

definieren: p(x) =< CCYAx,x > -2 < CVp, x >

mit < X,y >= (Cx,y) = C'Cx fuir A = AT positiv definit, C = CT positiv
definit

berechnen Gradient:

1. Richtungsableitung :

o _ lim H(X + 1S) — U(X)
0s T—0 T
IsI” = <ss>=1

2. suchen s, so daB 2 — max |s| =1

= Gradient ~ C71(Ax — h)



Losung linearer Gleichungsysteme 31

Beispiel 2.33 Verfahren der konjugierten Gradienten
F = A (A = AT positiv definit)
q(k) =wk) + Bk—lq(k_l) mit w® = Cc-1rk)
—,so daB < q®,q-) >=0
und wieder < zF*1, zF*! > min
e hieraus zeigt man induktiv:

< q(i)’q(j) >=0 Vi ?ﬁj
< Z(k+1),q(i) >=0 Vi<k

== {q®} Orthonormalsystem
= beik=n—-1z" 1 span(q®...q" ) =R"* — zW =0
— endliches Verfahren
Algorithmus 2.34
(im einfachen Euklidischen Skalarprodukt aufgeschrieben )
Start: ° =w® =C~r°
<q(k), r(k)>

G = T TAq®, q®)
x(H+D = X0 4 g q®
r(k+1) - r(k)_ak(Aq(k))
wktD) = c-1pk+D
<W(k+1), r(k+1)> ) )
B, = TCRE) — hergeleitet aus obiger Forderung
gkt = Wkt 4 g, q®

Wird in der Regel in vorkonditionierter Form angewendet:
C ,.Vorkonditionierung™ ebenfalls symmetrisch positiv definit
klassich: C =1 — HESTENESS/STIEFEL

2.3.5 Konvergenztheorie der Iterationsverfahren

Satz 2.35
Bei fast allen Iterationsverfahren gilt

20 = p(A)z)
mit: z*) Fehler im k-ten Schritt

7() = (k) _ x+
pr(t) Polynom vom Grade k mit p,(0) = 1.

A = C~!A Iterationsoperator (bestimmt die Konvergenzgeschwindig-
keit)
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Beweis:

e stationdres lterationsverfahren:

XD = 5 ®) _ c-1p®)
r = Ax®) —p = Az®
2D =z _claz® = (1 - ctA)z®
z® = (1 -Cc'A)zO

hier: p,(t) = (1 — t)*, bei Uberrelaxation: p,(t) = (1 — wt)*

e instationdres Iterationsverfahren
Gradientenverfahren/steilster Anstieg:

Xk = x®) 4 o, 1)
z® = (I + o A+ 02A) - .- (1 + apA)z?

k—1
pe() = J]A+ayt)
j=0

e Verfahren der konjugierten Gradienten

(D = ) 4 gp ¥
=z = 20 4 quq®) 1)
q(k—i-l) — W(k—i—l) +qu(k) (2)

wobei q(o) =wO wk =C-1rk) = Cc-1azH*) = Az(*)
Annahme:

2" = py(A)z”
q® = Agi(4)2"

Zeigen Rekursion flUr beide Polynome

Px(t), g (t) von Grade k, p,(0) =1
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Induktionsanfang: k=0

po(t) =1 Q) =1
l l
20 =py(A)z©@ O =wO® = 4z erfullt

Induktion nach k aus (1), (2):

Prp1(t) = pe(®) +a; (D)
——
Grad «+1
Pri+1(0) = pe(0)=1

Wi+ 4 g,q®)
|
0" = Agr (A2 = App(A)z2? + BrAgi(A)z
= k1 (t) = Prr1(t) + Brai(t)

Fazit: Stets gilt

z® =p(A)z?  (p(0)=1)

Konvergenztheorie
Zerlege z(®) nach den Eigenvektoren von A (setzen A als diagonalisierbar
voraus):

Ad; = No; 20 = i Yid:
i=1
== 20 = p(A) T vii = Y vibeA) i st [pr(N))]
=1

N———
klein Vi(bzw. konvergiert gegen Null k — o0)
= z® -0

also ist Frage der Konvergenz z(*) — 0 in ein Approximationsproblem
uberfuhrt worden: Wie schnell konvergieren die Werte |p,(A;)| gegen Null
(k — 00)? (Beachte: p,(0) = 1Vk) Einschrdnkung: Sei A selbstadjungiert
bzgl. <-,->2z.B..C=C",A= AT + positiv definitund F = A (= A
hat reelle Eigenwerte)
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Bemerkung 2.36
IX[[* =< X, x >= (AX, X)

A ist selbstadjungiert beziglich diesem Skalarprodukt

< Ax,x >= (AC'Ax,x) = (Ax,C'Ax)
= <X Ax>

== Eigenvektoren sind ONB bezuiglich diesen Skalarproduktes und alle
Eigenwerte von A sind reell

12112 =11 D vipeQ)dil® = D yikA))?

max(pi(A))* - Y vi = pi - 120

IA

Beispiel 2.37 Uberrelaxation

pr(t) = (1 — wt)*

Habe A=C'Anurreelle EWO0O<A; <...<A,
(z.B.: C = CT positiv definit, A= AT)
IPL(A)| = |1 — wA;|¥ — min  ® einzig frei wahlbare GroRe

_ 2
VY
= pr = max|l —wA\|[f = [1—-wA]|*
L 2\ kz)\n—)\lk
AL+ A, A+
I L
P = 1—"'2 ) E—)\—n
= 1z®| < n¥z?)
< 1-¢ Konvergenzquotient
n =< m genzq

(bei optimalem w = im allgemeinen unbekannt)

_2
A1+An’?

Beispiel 2.38 PCG
Wir wissen z®) = p,(A)z® p.(0) = 1 Orthogonalitdten
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< Z(k),q(i) >=0 Vi<k
z®) 1 span(q®, ..., q=1)
= [1z®] = min [|p,.(A)z?||
VPe(t) 1 px(0) =1
d.h. PCG konstruiert optimales Polynom p,(t)

<z® g >=0 Vi<k — ||Z(k)|| = min ||5k(A)Z(O)||
z®) 1 span(q©, ..., q=1) VP ()pr(0) =1

d.h. PCG konstruiert ,,optimales Polynom* p,(t)

Definition 2.39
px(t) optimal wenn ||p,(A)z @ < [|Pk(A)zO | vi(0) = 1

Bemerkung 2.40
P = max [Py, (A:)|

Wenn p, abgeschatzt werden kann, folgt eine Abschatzung fur die
Konvergenzgeschwindigkeit:

129 < prllz?]
pr ist im allgemeinen nicht angebbarda es von allen Eigenwerten abhdngig ist

Ausweg: betrachten ein besonders einfach gewahltes Polynom p,,(A)

1Z®) = [Ip(4)z?
< 1P (AZO)
< max (A4 |29 mit p(0) =1
< max [p(0)] |2Vt € [\, A]

A; Kkleinster EW, A, = (A) groliter EW

Aus der Approximationstheorie (spdater) kennt man die Losung (bestes
Polynom p;) als

g(A) = -1
i) = 29D g0 = 1

B T:(9(0)) g(t) = . 2_t)\ _ ilt))\\n

T, Tschebyschew-Polynom k-ten Grades
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Te(t) = %((r +vVT2 - 1)+ (1 — VT2 - 1)F)
T, = 1
Ty, = TTpy =2tT — Ty
also = |Tp(D) <1 VvTel[-1,1]

1 — 1+E - 1_\/2 g - _ )\min
p’“§|Tk<g(0»|‘{T’“(1——z>} §2(1+¢€) I .

36



Kapitel 3

Interpolation/Approximation von
reellen Funktionen

3.1 Grundaufgabe

Aufgabe:
Finde eine Funktion g € M, die ein (vorgegebenes) Gutekriterium fur

gegebenes a), b) und c) erflllt.
wobei:

a) geg.: Funktion f

b) geg.: M Menge von Funktionen
C) geg.: Gutekriterium
Erkldrungen

a) eventuell ist die Funktion £ nur durch diskrete Daten
(etwa: f(x;),i =1,...,n) gegeben

b) M ist oftmals ein endlich dimensionanler Funktionenraum
(etwa: M,, = { aller Polynome bis zum Grad n})

c) Interpolation:
die Funktion g muR an den Stellen {x;} gewisse Werte annehmen
(etwa : g(x;) = f(x;) oder g’(x;) vorgegeben)
Approximation:

g soll in einer bestimmten Norm minimal von f abweichen

Nutzen: Benutzen dann g(x) als Anndherung fur f(x)

37
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(@) um f(X) zu berechnen an Werten X # x; (Interpolation)

(b) um f(x) =0 zu losen  (Abschnitt 4)

b
(c) um [ f(x)dx naherungsweise zu berechnen  (Abschnitt 5)

a

3.2 Grundlegende Theorie der Interpolations-
aufgabe

geg.: Xo, ... , X, Stutzstellen
Yo, ..., Yn Stutzwerte y; = f(X;)
geg.. M =span (¢po(X), ..., §,(X))
Basis eines endlich dimensionalen Funktionsraumes
ges.. g(xX) e M:gx) = Zoajcbj(x)
iz

mit g(x;) =y; als Lb'_sung eines linearen Gleichungssystem (n+1) x (n+ 1) :

mita=(ao --- )", b=(o - Y, G =(;(X))};=0

Definition 3.1
Wir schreiben fur eine Funktion f die n- mal stetig di [erknzierbar auf ein
Intervall [a,b] ist £ € C"*'[a,b].

Satz 3.2

1. Die Interpolationsaufgabe mit der Basis (¢o, ..., $,) ist eindeutig losbar
wenn die HAARsche Determinante det G nicht verschwindet.

2. Die Basis (¢o...9,,) erfullt die HAARsche Bedingung, wenn detG = 0 fur
jede Wahl der Stutzstellen {x;}.

3.3 Interpolation mit Polynomen

allgemeine Aufgabenstellung

geg.: Stutzstellen Xo - Xp
Stutzwerte o -, (Ff, =T(X))
eventuell weitere Vorgaben z.B.mj = f'(x;)
M=T,

ges.: Polynom gel, gx)="1

einfachster Fall: nur Funktionswerte vorgegeben
d.h. m = n, 3 eindeutiges Polynom g(x) € N,, = span (1, X, ..., X")
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G= )y = detG =J[(x — X;) #0 <= X; #X;
i<j
Vandermondsche Determinante

hier: Basis ¢,(x) = x* k =0,...,n wird praktisch nicht verwendet sondern:

L) =]] X% bei Lagrange-Interpolation

ik X — Xj

oder
n—1

Np(X) = H(x —X;) bei Newton-Interpolation
j=0

NO =1

3.3.1 Lagrange-Interpolation
geg.. T, =1(X;) i=0,..,n
M=,
ges. g(x) e, :gx) ="
Lagrange-Interpolationspolynom wird direkt angegeben

09 = 3. FLLi(X)
k=0

wobei L, (x) alles Polynome vom Grad n sind , die nur von den Stutzstellen
{X;} nicht von Stutzwerten f; abhéngen:
L.(x) = ]I mk__;j

Jj#k

== Lx(X;) = 9, also g(x;) = f; oledbar erflllt

3.3.2 Newton-Interpolation
Aufgabe wie bei Lagrange-Interpolation
geg.: M =1,,T =7F(X)

somit gleiches Polynom g(x) € IM,, als Losung der Interpolationsaufgabe, aber
andere Darstellung von g(x):

g(x) = Co + C1(X — Xg) + Co(X — Xo)(X — X1) + ... + (X — Xg) oo - (X — X;1)

c; rekursiv berechenbar:

o = gX) =T

i = g(X1) =co+ci(Xg —%p)=HF
f.—1
X1 — Xo
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usw. oder rekursive Definition von Interpolationspolynomen p,(x) € N, auf den
Stutzstellen {Xq,...,xx} k=0,1,...,n
po(X) = co =T
Pi(X) = Co+ Ci(X — Xo)
= po(X) +ci(X — Xp) also mit p;(x;) = f;folgt
f—fo _ i —po(X1)

c, = =
X1 — Xo X1 — Xo
usw.
Pe(X) = Pr_1(X) +Cr(X — Xg_1) - ... - (X = Xo)
T — pr_1(X
X = X G = kk_l Pr—1(Xx)
IT (X —X%;)
j=0
Ergebnis:
pox) = To

() = Pro1 () + (Fi — o1 (X)) - H

Xk—

g(x) = pa(¥)

3.3.3 Interpolationsfehler /Konvergenz

Die Lagrange und Newton-Interpolation liefern das gleiche Polynomg ¢ M =11,
in unterschiedlicher Darstellung
ges.. Abschdtzung des Fehlers
lg(x) — f(X)| an einer Stelle X # x;
wenn Zusatzinformationen Uber f bekannt sind, also ¥ € F (Funktionenmenge
mit gewissen Eigenschaften)

Satz 3.3
{x;} C[a,b] und f € C"'[a,b] so gilt

eine solche Aussage ist nur moglich,

(00 = F0) — 909 = T W”H(x X,

(n+1)!
Beweis:
definiere Hilfsfunktion: h(x) = f(x) — g(x) — cw(X),
wx) = Mi(x—x),
== h(x;) = O0Vi, fur beliebiges c,
setzen: ¢ = 09 — 909 = h(X) =0 X#X;

oW



Interpolation/Approximation von reellen Funktionen

h hat (n + 2) Nullstellen. Satz von Rolle: =

h’ hat mindestens (n + 1) Nullstellen
h” hat mindestens n Nullstellen

h(+1)  hatmindestens 1 Nullstelle T in [a, b]

h( D (x) = £ (x) — 0 — c(n + 1)!

_ @) () -9(x)
€= (n+1)! wiX

Ist also [F" D (x)| < [|[F+D||c = M beschréankt so gilt |r(x)| <

Frage: n — o

41
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WEIERSTASSscher Approximationssatz: f(x) € C[a,b] kann beliebig ge-

nau durch Polynome angndhert werden.

aber: feste Vorgabe der Stutzstellen X,...X, (N — oo) spielt hier besondere

Rolle, mussen sogenannte Referenzfolge betrachten

X = {x) <x" < .. <xM} C[a,b]

Es gilt: Fur jede Referenzfolge existiert eine Funktion € C[a, b] fur die nicht

{ I —0gullo — 0 gilt

(g, Interpolationspolynom zu Stiitzstellen X (™)

Beispiel 3.4

f(x) = | x| ist eine solche Funktion fur [a,b] = [—1, 1] und &quidistante

Unterteilung.
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3.3.4 Hermite Interpolation

geg.. F,=Ff(x)undm;=Ff'(x;) i=0,..n
2n + 2 Daten =g € My,
ges.. g(x;) =T, und g’'(x;) = m; gesucht
(Losung: Hermite-Interpolationspolynom, wieder eindeutig bestimmt, falls
X; # X;, i # j; Darstellung ghnlich Lagrange-Interpolation moglich.)

3.4 Spline-Interpolation

Nachteil der Polynom-Interpolation:

Bei grolRerem n hat das Polynom g eventuell starkere Schwankungen
und kann eventuell noch stdrker von T in einigen Zwischenpunkten
abweichen als bei kleinerem Grad.

Beispiel 3.5

Polynomiale Naherung mit n=5 Polynomiale Naherung mit n=7

5

80

_10 L

0 5 10 15 20 0 5 10 15 20

Lineare Splineinterpolation Kubische Splineinterpolation

15

_10 L

-15
-10
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Alternative: auf Teilintervallen [X;_1,X;] mit Polynomen niedrigeren Grades
arbeiten.

3.4.1 Kubische Splines

Definition 3.6
Unter einem kubischer Spline versteht man eine Funktion g(x) € C?[a, b]
mit a = Xy < X; < ... < X,, = b Stutzstellen die der Bedingung g(x;) = f;
genugen, wobei g(x) € M =[], auf [X,_, X;] Vi.

Betrachtung der Freiheiten/Bedingungen:
an den Stellen Xo...x,, : g(x;) = f;
an den Stellen X;...x,,_1 : (n — 1) Ubergangsbedingungen:

gx—0) = g'(x; +0)
9"(x;, —0) = g"(x; +0)

g besteht aus n kubischen Polynomen: 4n freie Paramter
n mal rechte/linke Interpolationsbedingung g(x;) = f;

2n
+(2n — 2) Ubergangsbedingung

} 4n — 2 Bedingungen
Man darf noch 2 weitere Bedingungen stellen:

a) g"(xX) =0 x=a,b

b) g’(@) = m, ¢'(b) = m, fur gegebenes m,, m;, (0.4.)

Konstruktion: bezeichnen g”(x;) = M;, i=0,...,n
setze hz = X; — X;-1 = 1,...,n
auf [x; 1, x;] ist g(X) € Ms[X;_1, x;] == g"(x) linear

g"(x) = Mi_lxih_ XM —th-_l fur X € [Xi_1, X;]
/ _ M; 1 (X —X)2 M, (X — X;_1)?
A S T
_ M (% —x)° | My (X—X%1)°
g(X) - hi 6 + hi 6 + AZ(X Xz—l) + Bz

mit gewissen Integrationskonstanten A;, B;
Interpolationsforderungen:

9x;) =F, 9g(xi—1) =Fi,
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. h?
= i = Miih; +B;
h?
M,_.h?
B: = fi1— 61 :
_ fi—-f. h
Az’ - T - E(Mz - Mz—l)

Fazit: Jedes Polynom g(x) € IMs[x;_1, X;] ist linear von den Zahlen M; abh@ngig.
Bedingung g’(x; — 0) = ¢/(x; + 0) einarbeiten, um die Zahlen M; zu bestimmen.

o flr X € [X;_1,X;]:

, —M,_ M,
g(x) = oh, ~(X; — X)* + 2h4(x —X1)" + A
M;h;, -, M;h; = M;_;h;
! F— - _
h; h;
= d+-M,_1+—=M,
dz 6 i—1 3 7
mit
_ -1
d;, = T
o fUr x € [X;, Xi11]
g(x;+0) = — Mihit, + A
h

_ dz . i+1 Mz o i+1 Mi
+1 3 6 +1

= also: g'(x; — 0) = g'(x; +0) —

h; h; + h; h; .
EMZ'_1+T+1MZ'+T+1MZ‘+1:dZ’+1—dZ‘ i=1,..,.n-1

n — 1 Gleichungen fur (n + 1) Unbekannte M; noch 2 frei
wdhlbare Bedingungen hinzunehmen z. B.

9"(a)
9"(b)

M():O
M, =0

== (n — 1) Gleichungen mit (n — 1) Unbekannten
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Gleichungssystem:

a; bg M1 d2 _ dl
o . . : | dz—de
b1 : :
Ch—1 QAp—1 Mn—l dn B d”_l

h; + h; 1 b{_ﬁ_

o|Z

mit a; = C;i =
Diese Matrix ist stets streng diagonal dominant und somit reguldr
== M;...M,,_; stabil berechenbar.

Konvergenzverhalten:

Anders als bei Polynominterpolation konvergiert der Spline gegen f wenn n — oo

3.4.2 B-Splines **

Definition 3.7 (sehr allgemein)
Seien M € Ny und uy < u; < ... < Ug_; < Ug. Der Knotenvektor u =
(Uj)j=o,...,.x definiert eine Zerlegung des Intervalls [ug, u;) in halbo [ede
Intervalle [v;,v;+1)(i =0, ..., K —1), wobei {u, ...,ux } = {Vvo,..., vz} mit
Vo < ... < Vi und jedes der v; genau I;— mal in (u;);o,.. x Vorkommt.
Esgelte, <M+ 1flirallel <i<K-1.
Der Splineraum S, ist dann definiert durch
Su. v = {f : [up,ux) — R : Es existieren Polynome py, ..., pz_;
Grad < M mit f(x) = p;(X) fur x € [v;, v, 1) und firM—I; > 0
ist an der Stelle v;M — I;— mal stetig di Lerbnzierbar}

Dabei ist mit 0-maliger DiLrehzierbarkeit die Stetigkeit gemeint.
u wird als Knotenvektor, M als Grad des Splineraumes S, ,, und
I; als Vielfachheit des Knotens v; bezeichnet.

Definition 3.8

1 falls u; <x<u;y
0 falls x<ujoderx>u;;

Bjo.(X) = {

furj=—-M,-M+1,..,.K+M—-1,xeR, und

X —U; u; — X
Bi 1,u(X) = LB, .()+ —2 2 By W(X)
Ujri41 — U Ujti+2 — Ujta
fuirj=-M,-M+1,.. . K+M-1-21=0,1,..,M —-1x eR,

Definition 3.9 _
Sei T : X — R eine vorgegebene Funktion. Dann hei3t die abgeschlossene
Hulle der Menge{x € X|f(x) # 0} der Trdger der Funktion und man schreibt
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tr f = {x e X|f(x) # 0}

Bemerkung 3.10
B- Splines haben einen endlichen Trdger.

Durch Definition 3.8 sind die B-Splines B; »s,,, auf ganz R definiert.

Durch Linearkombinationen der B-Splines entsteht dann ein Raum von

auf ganz R definierten Funktionen, welcher mit S, 5, bezeichnet wird.
1

K—
Su,M::{_E aij7M7u . ajER\V/j}

Jj=—M

3.5 Alternative Interpolation

e Rationale Interpolation

Pn(X)
O (X)

M = { rationale Funktionen

}

schwieriger zu handhaben
Vorteile bei Extrapolation: Pole exakt (gesucht Naherung f(X) : X & [a, b])

e Trigonometrische Interpolation
M = span (1,e%,e?= .. er—1i)

fur eine auf [0, 2m) periodische Funktion f;
k-2mi

haufig wird auch x;, = sein, so flihrt dieses Problem auf sehr einfache
Losung:

setzen: w = en erste n—te Einheitswurzel
w(X) = e = M = span (0(X)", w'(X), ..., 0" (X))

Interpolation:

n—1

f, = Zijj(Xk) Vk=0,.,n-1 ges.: B;
=0
jQLka )

WXg) = en =W
n—1

=f, = > Bo" vk=0,.,n—-1
j=0

Fb = f b= .. B.1)"
= (fo..f.1)"
F = (")}2, eventuell komplex
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a) symmetrisch aber komplex
b) F*F = FF =nl also (ﬁF) ist unitar.

bzw. F*F = nl _F~! = 1F* = 1F also Gleichungssystem Fh = f stets
losbar und b = L1F f

n—1
also B, = 1 3" whf,
j=0

kj2mi

@F =e "n = cos(¥H) — isin(2ZE)

d.h. es sind Summen der Art
S F; cos(ZZE) bzw. Y- f; sin(22)

notwendig — Ubliche Summation aufwendig O(n?) und instabil

besonderer Algorithmus FFT ,,Fast Fourier Transformation*, schnelle Fou-
rier Transformation beachtet die vielen Rekursionen dieser Zahlen

w/* — 1. schnell dh. nur O(nInn)Operationen
2. stabil

e stetsvolle Summation Ff oder Ff zugleich, n  muf eine Zweierpotenz
sein (Verallg. auf anderen Zahlen moglich, aber nicht so e [eKtiv)
COOLEY-TUKEY-Algorithmus

3.6 Approximation

a) geg.: Funktion T (in der Regel stetig)
b) geg.: M Funktionsmenge

(in der Regel span(¢o(X), ..., $,.(X)))
c) Gutekriterium: eine Norm ||f —g||

Aufgabe: Finde gy € M so daB ||[f —g|| = giEnL I —g|

gy heiBt ,beste Approximation” von f bezuglich | - ||

Bemerkung 3.11
betrachte nur lineare Approximationsprobleme wo

M = span (¢;...9,,) also g = > a;¢p,Vg € M

(auch M mit nichtlinearen Parametern a; denkbar)
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Normen:
b 1
1F)|p = (J @(X)|F(X)|Pdx)» werden benutzt (schreiben ||f|, = |f]|,.1)
bei |- ]e = m[aué} |F(X)| ,.gleichmdRige Approximation®
z€la,

bei || -{l2w@) ,YApproximation im Mittel

3.6.1 Approximation im Mittel
Betrachte

b
(F(x),909)e = [ 0()F)g(x)dx
hierzu gehort die Norm ||f|2, = <f,f)fl,

w(x) sei auf [a, b] erklart und positiv (auBer in endlich vielen Punkten) CJa, b] wird
mit < -, - >_ zum unitdren Raum und kann zum Hilbertraum H,, vervollstandigt

werden.
Betrachte Raum M = span (¢o(X), ..., $,.(X)) C H., so kann die Basis stets
als Orthonormalsystem (ON S)gewdhlt werden:

(i(X), ;X)) = 0i5 - N;

(ONS : 2

o
Beispiel 3.12
a) M =T1, (Polynomapproximation)

[a, b] w(X) . dczk(t) N, Name

[—1,1] 1 WW“Q — 1! k+ 1 LEGENDRE-Polynome

[-1,1] | (1 —t2)"2 | cos(karccost) 1, 2(k > 0) | TSCHEBYSCHEW-Polynome

[0, o0) e io () &F 1 LAGUERRE-Polynome

=
(—o0, ) e (—1)ker Lo ﬁ HERMITE-Polynome

b) M = span (1,e*®, e*%z | e*®) (w(x) =1, auf [-m,m])

N, = 2n

FOURIER-approximation bzw. im reellen:

M = span (1,sin X, cos 2X, ..., C0S 2X, ..., COS NX, Sin X, sin 2X, ..., Sin Nx)

mit Ngo =2n N, =m(k >0)
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Berechnung der besten Approximation g; = > a;¢;(X)
i=0

If—gll* = [IfI*+ gl —2(F,9)
= [FI2+D> o] PNi = 2> au(F, b;)
D = diag (No...N,,)) : a’Da—2b"a+c — min, a € R**!
a =(0g...0,)7 0
b =, d:)i Da=b
Satz 3.13

Gilt (¢;, ;) = N;8;; fur die Basis in M, so ist

n

9y = ;) <f#]<[ii>ﬂ0i
die beste Approximation von f in M bezuglich || - || = (-,-)2

Bemerkung 3.14

Die ‘£ sind sogenannte FOURIER-Koe [Zighten bezuglich der Ba-

VNi
sis {¢o...9,,} (aus Verallgemeinerung von trigonometrischen Funktionen

(Bsp. b))

gr = oo+ Y (0 coskt + & sin kt)
k=1

Abbruch der FOURIER-Reihe nach Gliedern cos nt/ sin nt.

Satz 3.15
Aus ||f —g;||* — mingn folgt Orthogonalitdt des Fehlers zu M

(fF-95,9)=0 VgeM

Beweis:
(F=> ¢, ) = axN; — N, =0 Vk == fur jede Funktion aus M

Abschatzen des Fehlers / Konvergenz gegen Null

49
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If—gsl” = (F—gsf)—(F—gs0;)
= [[f]?— (g5, F) >0
_ o) O 0¥
(95, F) = ; N, —;(f, \/WZ->2 < |If?
n— oo

BESSELsche Ungleichung

a) lim > (f, 2=)* = ||| fur beliebige Funktion f
== Fehler geht gegen Null vf
ein solches Basissystem {¢;}°, heillt fundamental
b) lim> (f, \}L]‘fo <||fP-d* d>0
fur eine Funktion f = T hat einen ,,Abstand“ d vom Unterraum span (¢q, ¢;...)

Viele orthogonale Funktionensysteme sind fundamental fur f € CJa,b], so
z. B.

e trigonometrische Funktion (0 = 1, [, m])
e LEGENDRE-Polynome (w =1,[-1,1])

e TSCHEBYSCHEW-Polynome (0 = (1 — t2)~z,[-1, 1])

3.6.2 Gleichmissige oder Tschebyschew-Approximation
hier: ||f||. = max |[F(X)|
z€[a,b]

also: ||f — gr||« — min heilt kleinstmogliche Abweichung der Funktion g von f
f geM

(d.h. nur BANACH-Raum CJa,b], || - ||~ deshalb kein Skalarprodukt moglich).

Losung g, ist i.a. nicht explizit angebbar, sondern muB iterativ bestimmt werden
(mittels REMES-Algorithmus)

Ausnahme:

f(x) =x", M=1,4[-1,1]

(also x™ durch Polynom hochstens (n — 1)-Grades approximieren)

Losung: X" — g;(x) ist Tschebyschew-Polynom, n-ten Grades

X" —g(x) =T, (x)/2"!



Kapitel 4

Nichtlineare Gleichungen

4.1 Allgemeine Aufgabenstellung
A) geg.: Funktion f; von n Veranderlichen x; ... X,

ges.: fr.(X1,...,X,) =0 k=1..n

X1 f,
x=1|: 1|, F=]": wobei F(x) =0
Xn f,

B) Verallgemeinerung: Anzahl der Funktionen # Anzahl der Unbekannten

im allgemeinen F (x) = 0 nicht Igsbar aber min ||F (x)|| mdglich.

Sonderfall: n =1 f(x) = 0 Nullstellen-Bestimmung der reellen Funktion f

4.2 Nullstellenbestimmung mit Interpolations-
ideen

Idee:
nehmen einige Stutzstellen Xq...X;,
berechnen f(Xp)... T(Xx)
Konstruieren Interpolationspolynom g(x)
— neue Naherung fur Nullstellen x* ist Nullstelle X;.; von g(x)

o1
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1. Sekantenverfahren (regula falsi)

n=1,g(x) e
. X — X3 X — Xy
Lagrange-Interpolation =f +f
grang p ion g(x) Oxo—x1 1x1—x0
fox: — F1Xo
Nullstelle xo = ———
R

Verfahren:

. = F(Xe—1)Xe — F(Xk)Xk—1
e F(x_1) — F(xz)

guinstig wenn: X;,_; < X* <X (F(Xg) - F(X;_1) <0) gilt
Diejenige Stutzstelle aus X;_1, X, jetzt auswdhlen um damit wieder
T(X;) - T(Xgs1) < 0 zu erreichen.
2. Newton-Verfahren: n =1, g(x) aus Hermite Interpolation g € ',
X0, F(X0), F'(X0) == 9(x) = F(Xo) + (X — X0)F'(x0)
Nullstelle x; = x, — 4oL

f'(z0)

Verfahren:

T(xz)
T/ (X)

X1 = X —

3. Interpolation der Umkehrfunktion
hier beliebig hoher Polynomgrad muglich:

geg.: Xo, ... ,Xg Stutzstellen
Yo, ... , Y Funktionswerte y; = f(x;)

Sei f monoton == 3 Umkehrfunktion x; = f~!(y;)
g(x) € M, Lagrange-Interpolationspolynom fur !
Nutzen:

f(x*) = 0 « x* = £71(0) also nicht Nullstellen von g(x) benttigt,
sondern

x* = T71(0) » 9(0) = Xi41
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4. Andere Verfahren
n=1g¢€ll
Hermite-Interpolationspolynom — Newtonverfahren 2. Grades
n=27g9ell
Lagrange-Interpolation — MULLERsches Parallelverfahren

Verfahren mit noch hoheren Polynomen sind ungebraduchlich weil neue Null-
stelle schwer zu berechnen.

Bemerkung 4.1

k =1 (Xo, X1, Yo, Y1 benutzt) ergibt x, wie bei Sekantenverfahren, von nun an
bessere Naherung, da stets alle x; benutzt; vorteilhaft wird Newton-Interpolationspolynom
benutzt

4.3 Das Newton-Verfahren fiir n > 1

(Verallgemeinerung obiger Form)

fl(Xl---Xn)
F = : F(x)=0
Fr(X1...X,)

T+(X) hat Taylorentwicklung:

f) = fiulx?)+ VI (x —x9) + O(|x = xV|%)

oty oty

ka a—Xl,..., axn

)T

Fur den ganzen Vektor F aufgeschrieben:

wvail
FOO=FO+ |1 | (x=x9) +O(|x —x9[?)
v
, afk " ; / -1 )2
Fo)= (22 == X — X = +(F'(x)) 'F (x) + O(||x — x?|%)
axj k,j=1

Nzherung von x* — x*+1 x — x*) weglassen des Restgliedes
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x(F) — x(k+1) = (F’(X(k’)))—lF(x(k’))

Verfahren:

F(x®) = (F'(x®))(Aaxk)
X(k"‘l) = X(k) _ Ax(k)

Bemerkung 4.2

o lokale Konvergenz, falls F'(x*)V k reguldr

e FUr jedes k ist ein Gleichungsystem zu losen und die Systemmatrix @ndert
sich mit k = teuer

verbessertes Newton Verfahren:

F/(x°) (A x*)) —F(x®)
Nany = x®) + A x®

Bemerkung 4.3
Jetzt liegt ein Gleichungssystem mit konstanter Systemmatrix vor.
Diese sollte LU faktorisiert werden.

4.4 Fixpunktiteration
T(x*) = 0 wird in iterierfdhige Form gebracht <= x* = ¢(x*) wobei x* Fixpunkt

von ¢ heildt
Verfahren:

X1 := O(Xx)

Konvergenzbetrachtung

Definition 4.4
Eine Folge {x;} mit Grenzwert x* hat die Konvergenzordnung p, wenn

X1 — X7 < Clxp — X7
gilt. (bei p=1ist C <1 notwendig, p = 1 heil3t lineare Konvergenz).

Satz 4.5
Gilt in einer Umgebung U.(x*) : [¢'(X)| < q < 1, so konvergiert die
Fixpunkt-Iteration fur jeden Startwert x, € U.(x*) mindestens linear
gegen x*.
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Beweis:
Xg € U.(X*)

X;p = X" = 0(X) — §(XY)
= (X —x)'(€)

& zwischen X, und x* == & € U.(x*)
@) <d<l=

X =X < gxXo — X'
USW.
X, —X*| < g¥|xg — x*| — 0
nach obiger Definition liegt lineare Konvergenz vor, wenn

X1 — X[ <), — x| vk qgfest, g<1

gilt.
O
Satz 4.6
Ist ¢(x) in der Umgebung U.(x*) genligend oft di Lerknzierbar, mit
dP(x) =0 k=1,.,p—-1
¢r(x) # 0
so konvergiert die Fixpunktiteration mit der Ordnung p (falls Uberhaupt
Konvergenz vorliegt).
Beweis:
Xpr1 =X = (X)) — §(XY)
= oy FE XV e gy (e = X
e A Ohe ety
ek () (x* (p+1)
X =X [P | 9¥ (E)(Xk—x*)
X, — X[ p! (p+1)!
K — oo
O

Beispiel 4.7
X —C0SX =0 Xgy1 = COSXg
d(X) = cos x
¢’'(X) = —sinx
sinx* <1 lineare Konvergenz.
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Beispiel 4.8

. _ T (X)
Newtonverfahren mit X, = X;, — F1(x0)
f(X) : . : .
d(xX) = x-— 60 Sonderfall einer Fixpunktpunktiteration
FXx)>-f"f _ f'f
/ = J— = =
¢ (X) =1 (f/)2 (f/)2 0
(f///f + f”f/)(f/)z _ 2f/(f//)2f
" —_
q) (X) - (f,)4
_ f/f///f + f//(f/)2 _ 2f2f
- (f)?
_ f//(X)
G

= Ist f'(x*) # 0,50 konvergiert das Newtonverfahren mindestens quadra-
tisch gegen x* (nach Satz 4.6) .

4.5 Fixpunktiteration fiir n > 1

X=X, ...,X,)' €R", F(x) =0, F: R* - R"
betrachte eine nichtlineare Fixpunktgleichung

X" =P(x*) € R"

Iterationsverfahren:

X(k"‘l) = (D(X(k))

Definition 4.9
® heillt kontrahierende Abbildung, wenn

[O(x) —dW <qllx —y[ VX yeU(x) und q<1
mit U.(X*) = {x e R" : ||[x — X*|| < &}.
Satz 4.10

Ist ® in U.(x*) kontrahierend, so konvergiert die Fixpunktiteration mindestens
linear gegen x*.
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Beweis analog zu Satz 4.5

lineare Konvergenz @ [x*+1) —x*|| < q|x® —x*||, g<1
Konvergenzordung p : ||[x*+D) —x*|| < C|x®) —x*||?

Bemerkung 4.11
Wenn F (x) = Ax — b linear ist, so folgt aus der analogen Umformung aus
Abschnitt 2

A = C-—N

F(X) = 0« Xx"=Bx"+c
mit B = C'N
c = C'b

®(x) = Bx+c

® kontrahierend

0
190) — e < afx ||
1B =y < allx —y[vx,y

IBz|| < gz vz
Bl <q<1
Die Bedingung ||B|| < g < 1 an Konvergenz des Iterationsverfahrens
x(*+1) = Bx®*) + ¢ ist ein Sonderfall von einer , kontrahierenden Abbildung®.
4.6 Besonderheiten bei Polynomgleichungen

Betrachte wieder den 1-dimensionaleg Fall:
f(x*) =0 x e R wobei f(x) = a;x* Polynom n-ten Grades.
=0

Maoglichkeiten:

- Newtonverfahren
- Sekantenverfahren
- Parabelverfahren usw.

notwendig: e [eKtive Berechnung von

o) = > aixg
=0
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== Horner Schema erfordert n wesentliche Operationen!
f(X) =ay +x(a; + x(a; + ... +x(a,_1 +a,x)))...)

einfacher Algorithmus

f.=a,
fori=n -1 down to 0 do
f=Fxxo+a

Bemerkung 4.12
Alle angegebenen Iterationsverfahren haben nur lokale Konvergenz (d.h. Start-
wert X, € U.(x*)), i.a. ist diese Startumgebung U.(x%) unbekannt.

Satz 4.13
Hat das Polynom f < I, nur reelle Nullstellen x!, so konvergiert das
Newton-Verfahren fur alle reellen Startwerte X, mit X, > maxXx; gegen

die grolite Nullstelle.

Beweis: (klar am Bild)
Sei 0.B.d.A.

lim = —oco  Sei Xy < minx} := x*

n—oo (2

man zeigt

(1) Xn+1 = Xp
(2) Xn+1 <X*

= {X,} ist monoton wachsende beschrankte Folge
= {X,} - X <x*

_ L fx)
T T ()
L. f®
NG

X < x* = ist Nullstelle x = xx*

F(X) = (x = X0)F1(x)
n—1
Herleitung der Koe [ziehten von f;(x) = _ b;x’
=0
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() = (X—Xo)Fi(x) + F(Xo)

n—1 n—1
= (X =X0) Y _bx = "hix'xg + (o)
=0 =0

n n—1
Z ax = b, X"+ Z(bi—l — biXo)X" — boXo + F(Xo)
i=0 1=0

Koe [Zziehtenvergleich ergibt

X" : b1 = a,

Xt bi = bi—l_biXO i=1,..,n-1
bioi = a;+DbXp

X0 ao = —hoXo + F(Xo)
f(Xo) = ap+hoXo

verbesserter Algorithmus

bn—l = a
fori = n—1down to0do
bi—l = biXO +a, = b_1 = f(XQ)

n—1
f.00 = ) b,
=0
f(x) = Fi()(x — %) +b_y

Bemerkung 4.14
Aus dem Satz 4.13 folgt, daB eine Konstruktion einer kleinsten/grofiten
Nullstelle x, moglich ist. Weitere Nullstellen erhdlt man durch Betrach-
tung des reduzierten Polynoms. Dessen Koe [ziehten erhdelt man nach
dem HORNER - Schema.

Bemerkung 4.15
Konstruktion von x, somit aus irgendeiner Abschdtzung der Nullstellen
von Polynomen mdglich, z. B.

a a;
IXf| < max {—",1+ —Z}
1<i<n—1 | | @ ay
X < max{1, —
x| < { > :ao}
i=1
a a,_ a
IxF| < max{ L N i ,...,2—1}
a1 a,_o aO
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Das Verfahren von BAIRSTOW

Bei reellem Startwert X, sind alle iterierten x; reell, somit auf diese Weise
keine komplexen Nullstellen berechenbar.

Ausweq:

Iteration furr (konjugiert komplexe) Paare von Nullstellen, also x* —rx —q

ist Teiler von f(x) «—= f(x) hat die beiden Nullstellen von (x*> —rx—q).
Ansatz:

f(X)=F(X)(X* —rx—q)+Ax+b
Rest

A(r,0) =0 Nichlineares Gleichungssystem mit 2 Unbekannten

- B(r,q) =0
Rest bei Division von f(x) durch x? — rx — q soll Null werden.
Benutzung des Newtonverfahrens fur 2 gekoppelte
Gleichungen mit 2 Unbekannten:

rk+1 _ i rk B D—1 A(r’“,q’“)
qk—l-l I qk B(I’k, qk)
ro9A 94
D = |G |l
L Or q

Geg.: r=rFq=¢"
Dann ist zur Bestimmung von r(&+Y q(k+1) die Berechnung von A, B, A ,, A,

B ., B , notwendig. Die Berechnug der Ableitungswerte ist mit einer weiterer
Division von f;(x) durch x> — rx — q mdglich:

f1(x) = ()2 — rx —q) + Ax + B
A’q = AV, B,q = é,AJ = rA~+ é, B’r = qu

Die Division von f(x) (bzw. F;(x)) durch x> — rx — g wird besten mit einem
Horner-ghnlichen Schema durchgfiihrt.
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Herleitung:

f(x) = Z ax = (X*-rx—qfi(x)+Ax+B
=1

n—2
= (®=rx—q)) bx +Ax+B

1=0

n—2 n—2 n—2
= Z ;X2 —r Zbix“rl —q Z b;x' + AX + B
1=0 1=0 1=0

n n—1 n—2
= Z b X T2 —r Z bi_1x' —q Z b;x' + AX + B
=2 =0 =0
n—2

= Z(bi—2 —rb;_; —qgb;)X" + b, X"
i=2

+ (D3 — rb,_o)X" "+ (A —rb; —gb;)x + (B — ghp)
Koe [ziehtenvergleich:

a, = b, i=n-2,..2
a,—1 = by,_3—rb,

a = bj_o—rbi_1 —qb;

a, = A—rby—qb

dp = B—Qbo



Kapitel 5

Numerische Integration

5.1 Vorbemerkungen

b
Ziel: naherungsweise Berechnung von [ f(x)dx fur moglichst beliebige Funktio-

nen f

Bemerkung 5.1
b

f € C[a,b], so ist I(f) = | fdx ein stetiges beschréanktes lineares Funktional

von f Uber CJ[a, b]. 1(f) w(ilrd wie folgt durch stetige beschrankte lineare
Funktionen approximiert:

(5.1) Qu(F) =D wf(x)

i=0
mit den reellen Integrationsgewichten w; und den Stutzstellen
Xo=a<x3 <---<X,=h)
Man bezeichnet 5.1 als ,,Quadraturformel*

Satz 5.2

Mit wachsenden n werden die Koe [ziehten w; betragsmafig immer grofer.
Andererseits gilt

n
b—a=> w
=0

Bemerkung 5.3

Q,.(f) benutzt nur endlich viele Funktionswerte = nicht alle Funktionen
werden gleich gut integriert (von einer Quadraturformel)

Ziel: Konstruktion von Quadraturformeln

62
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5.2 Newton-Cotes-Quadratformeln

Stutzstellen a = Xy < X3 - - - < X,, = b werden willkurlich festgelegt, ersetzen I (f)
durch Integration Uber Lagrange - Interpolationspolynom

b n

QP = [ FILx
=0

a

n b
= ) f(x) / L, (x)dx
=0 a
b

=W = / L;(x)dx Integrationsgewichte

a

Bemerkung 5.4
Die Integrationsgewichte w; hdangen nur von x; ab und nicht von f !!!!

Insbesondere: dquidistante Stutzstellen

setzen
X = a+sh mit €]0,n]
dx = hds
. . b—a
X, = a-+ih mit h:T dann folgt

T a+sh—a-—jh
Lix) = 1lx—x _Ha+ih—a—jh
J#i

_ sh—jh _ S—]
- Hih—jh_Hﬁ
J#i

J#i

W; = / hH st
0 J#i
(feste Zahlen, nur abhdngig von n)
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Beispiel 5.5

n=1 h=b-a

\H

NS

— — 0 1
(A)(]—()\)l—h _O —1

Qi(f) = 52 (F(xo) + f(xl)) Trapezregel

n=2 h=b¢

b= 0y = e ) =205

o%,_.

Qo(f) = (b — a)(;f(a) + 2f(“E) + Lf(b)) Simpson — Regel

>
Il
w

W= w3 =22 W =wy,=3(b—a) 2 — Regel

>
1
~

Wy =Wy =g(b—a) w =wy=1(h—a)
Wy = 5=(b —a)

usw. bis n=6 danach werden einige der Integrationsgewichte w,; negativ,
was zur Instabilitat fuhrt

Bemerkung 5.6
aus der Konstruktion folgt, dal

b
Q,(f) = [ f(x)dx gilt, wenn f ein Polynom vom Grade < n ist.

b
Spezialfall: bei f(x)=1€n, [fdx=b-a

Q.(F) = i‘ w,=b—a Kontrolle
1=0

Bemerkung 5.7
Definiere noch Qq(f) = (b — a)f(“T“’) als Mittelpunktsregel

Fehlerfunktional

R,.(f) = 1(f) — Q.(F)

64
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ergibt sich aus der Fehlerbetrachtung der Polynom-Interpolation bei der Funk-
tion T, die (n + 1)-mal stetig di[erknzierbar sei.

b

R.(F) = / (F() — P, (x))dx
a 1 b )
B (n+1)!a/f(n+l) (E(X))E(X—Xi) o
X =a+sh
ht? no
BGEE)] / o >(a(s))g(s —i) ds

( P, das Lagrange-Interpolationspolynom von T )
Beispiel 5.8

1

/f” (&(s))s(s — 1) ds

0

h3
n=1 |Ri(F)| = o1

1
3
MWS Integralrechnung : | Ry (F) | h?|f”(60)| /s(s —1)ds
0

(b —a)® "
<
=R = = max | F7(X) |
Beispiel 5.9 Fehler bei
Trapezregel: fecClab —|RMF)I<L || h=(-a)

Simpson-Regel:  f € C'la,b] —|Ro(F) [< & || @ |, h=&%

2 Regel: f e Clab] —|Ry(f) <& | FO ||, h={

Bemerkung 5.10

Qo integriert exakt falls f €I,
Q. integriert exakt falls f €I,
Q. integriert exakt falls f € IM;
Qs integriert exakt falls f €Iy

Bemerkung 5.11
n — oo i.a. keine Konvergenz Q,,(f) gegen I(f)
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5.3 Zusammengesetzte Newton-Cotes-Formeln

Ausweq fur hohere Genauigkeit:

unterteilen [a,b] = J[Xi_1, Xi]
i=1

und benutzen auf jeden Teilintervalle eine Newton-Cotes-Formel mit
niedrigeren Grad.

Beispiel 5.12
Zusammengesetzte Trapezregel:

QR = P B (F(a) +26(0) + -+ 2F(,) + F(x,))

X, = a-+Kkh
ergibt den Fehler

IRVE) | =[1(F) - QW (F) |< & <b_Ta)3 [ 2217@) |

h —a)?
S( 12)

L F e— 0 mitn— oo

Beispiel 5.13
Zusammengesetzte (verallgemeinerte) SIMPSON-Regel:

Sei n gerade, h = b—Ta’ auf [Xo, Xa], [X2,X4], -+, [Xn_2, X,,] Wird
SIMPSON-Regel angewandt:

QP(F) = Lo(F(xo) + 4F (X)) + 2F (xo) + 4F(x5) + 2F (x,)+
st Zf (Xn—2) + 4f (Xn—l) + f(xn))

Fehlerfunktional

5
IRPM) | <3 (52) & F0@E) |
<@ | G L=

) ||OO nb % - n4-180
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5.4 ROMBERG-Integration

betrachte stets dquidistante Stutzstellen x, = a+kh (h = b‘T“) S0 ist zusam-
mengesetzte Trapezregel (oder zusammengesetzte SIMPSON-Regel) eine Folge

{Q,(f)(f)}ffz1 von Ndherungen fuir 1(f). In der Berechnung gibt es eine besonders
gunstige
Teilfolge:

1 1 1 1
(CRNCTNCENCIR
da jeweils nur 2¥—! neue Stutzstellen hinzukommen.

Algorithmus 5.14
QL) (F) = 2 (F(x0) + 2F(x0) + 2F(x0) + -+ F(x,1.2)

W) = QU+ T f(x)

kunger.

Start: Q\(F) = Qi(F) = 54(f(a) + F(b))

Weiter Verbesserung:

aus der Folge {Qé}()}kzo wird durch sogenannte RICHARDSON - Extrapola-
tion eine schneller konvergente Folge gebildet:

(2) — Q(l) + 1 < (1 _ Q(l/) >

ist identisch mit Zusammengesetzter SIMPSON-Regel (somit schneller
konvergent), Fortsetzung diese Prozesses:

QU =Ql + 5 (@Y - Q) n=1246-,

ROMBERG-Quadratur

Schema:
(1)
1
1 2
Yol
1 2 3
W Q. oW
OR. @ .. G .. (4)
8 8 8 8
! ! ! !

1(f) 1(f) 1(f) 1(f)
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Bemerkung 5.15
Die Konvergenzgeschwindigkeit nimmt mit steigenden n und auch
steigenden k zu.

5.5 Gaufl-Integration

Wir wissen das fur Newton-Cotes-Formel gilt:
Q.(F)=1I(f) vfen,

dabei waren Stutzstellen {x;} fest vorgegeben.
jetzt: Stutzstellen X - - - X,, zusatzlich frei wahlbar, so daf

QY(f) = i w;F(x;) = 1(F) VF €My,q (2n+ 2 Freiheitsgrade )
=0

Beispiel 5.16
n=1 — QY (f) = wof (xp) + w;F(x2)
betrachte [a, b] = [—1, 1] soll exakt fur Polynom bis 3. Grad sein:

1
M,: wo+w =2 = [dx
-1

1

M WX +wX; =0 = f xdx da Funktion ungerade
-1
1

= [ x?%dx
-1

1
M3 woxg + X} =0 = [ x*dx
-1

. 2 2 — 2
My 1 WeXg + WiX] = 3

4 nichtlineare Gleichungen mit 4 Unbekannten

Losung: Wy =W Xo =X =3V3

Gaullsche Quadratformel: n=1;[a,b] =[-1,1]
QF() =1 (-5v3) +1 (53

(Groliere Genauigkeit als SIMPSON-Regel mit 3 Stutzstellen.)

n > 1 Nichtlineares Gleichungssytem schwer lgsbar, anderer Weg:
{X;} sind Nullstellen orthogonaler Polynome betrachte Gewichtsfunktion w(x)

b
mit Skalarprodukt wie fruher < f,g >= [ w(X)f(x)g(x)dx

b
jetzt naherungsweise Berechnung von I(f) = [ w(x)f(x)dx durch

Gaul-Integrationsformel
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Qf(f) = ;)wif(xi)
wobei wir ; und X; suchen so daf,
1(F(x)) = Q5 (F(x)) VF e Myy

Vorbemerkung: Sind x; bestimmt, dann ist

wp = QS (Le(x)) = 1(Lx(X))

mit L, die Lagrangepolynome Uber die Stutzstellen x;

Satz 5.17 .
Mit w(x) = ] (x — x;) gilt:
=0

QC(f) ist exakt <+ fu)(x)w(x)z(x)dx =0

fur alle £ € My, 41 fur alle z(x) € N,
Beweis
@ »=" wX) e, z(Xx)el,: W(X)z(X) € Mapyy

= Qy(w()z(x)) = 1(w(X)z(x))
ZwiW(Xz’)Z(Xz’) =0 Vz(x)
(b) ,, <= T(X) €My, beliebig
f(x) = wX)z(x) +y(x)
w € [l,.,z€Tll,:yell, Rest
I(f) = Iw-z+y)=1(w-2)+1(y)
I(f) = 1)
yefll,y = p,(X) Lagrange auf (n + 1) Stutzstellen
auf {Xo---X,}

IF) = 11 =W = wy(x)
S of(x) = QY(f)
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Bemerkung 5.18
Also Konstruktion X, - - -, X,, durch andere Interpretation des Satzes:
w(x) Polynom (n + 1)-Grades mit Nullstelle x, - - - x,, und ist orthogonal zu
allen Polynomen n-ten Grades.

also: Sind pg, p1,- - -pn.1 die orthogonalen Polynome zum Gewicht w(x) und zu
[a,b], so sind {xo,---,X,} als Nullstellen des Polynoms p,,,; zu wéhlen.

Beispiel 5.19
[a,b] =[-1,1], w(X) =1 LEGENDRE-Polynome (mit c= const)

(m09 = Groe - 1)

nN=0: X, =0, wg=2— MITTELpunktregel

n=1: pa(X) =((x2—-1)%)" = (2(x%2 — 1)2x)' = (4x® — 4x)' = 12x%> — 4
xX2—1=0 xo=+1V3
—Xo=X; =2V3 wy=0w; =1

n=2: —x2x, = g’xl

8
Wo = W2 = W =g

usw. (tabellarlsch erfalt)

Fehlerfunktional bei Gauf® - Integration
Ist £ € C2?"[a, b], so gilt

b
Joe)F(x)dx — QY(F) = L149(p,, p).,

wobei p,, das n-te orthogonale Polynom ist bzgl. (, )., mit hochsten
Koe [zieht 1 (p2x™ +---)

Fehler — 0 firn — oo
(aber Nachteil: standig neue Stutzstellen)
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Nullstellen Orthogonaler Polynome

Beispiel 5.20

1
w(x) =@-x*) 2 [abl=[-11]

bei diesen Tschebysche [=Rolynomen sind Nullstellen bekannt
Prr1(X) = cos(n +1)(arcos x;) =0 V|x|<1
(n + 1) arccos x; = 5 +Km
— T km — 2k+1
Xp = €0 (575 + 7f7) = 08 (5:5M)

k=0.---n

Die Gewichte sind hierbei unabh@ngig von Stutzstellen: w, = -Z-Vk
allgemeiner Fall:

n+1

Nullstellen x; des Polynoms pﬁﬁzl sind stabil als Eigenwerte einer
Tridiagonalmatrix berechenbar.

Satz 5.21

Die orthogonalen Polynome haben folgende 3-gliedrige Rekursionsformel:

p-1(x) =0
Po(x) =1
pn+1(X) = (X - Gn)pn(x) - ngn—l(x) n= 01 11 .

Beweis: Zeigen, daB (p;,p;) =0 Vi # j dabei wird die Wahl von a,, B,
mit angegeben.

1. n=0

2.n>0

P1(X) = (X—0p)Po(X) = XPo(X) — Agpo(X)

(P1,Po) = 0= (Xpo,Po) — Ao (pPo, Po)
(Xpo, Po)
also o, =
’ (Po, Po)

sei (pip;) = 0 i#jij<n
Prri(X) = Xpa(X) — 0P (X) — B2P,-_1(X)

O, = (Xpu(X), P OOVY2, Vi = (Pu(X), Pa(X))

(Prt1:Pn1) =0 = (XPu, Pr1) — B2Y2_,
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Br = (Pu1,Xpallyi,
= <pn1 Xpn—1>/y72z—1
= <pn1 Prn + Ay 1Pr—1 + Bn—lpn—2>/yi—1

B2 = vy,
J < n-1
(Pni1,p;) = 0 automatisch, da:
= (XPn,P;) — (CPn, P;) — B2 (Pn—1, D))
= (Pn, XP;)
(PrXp;) = (Pn,Pj1 + 0P, +B7P;_1) =0

(wegen: j <n—1heilt j+1<n)

Bemerkung 5.22
Wichtigste Voraussetzung ist Symmetrie des Operators Ap(x) = xp(X)

bzgl. (p,q) = [ w(X)p(X)q(x)dx
(Ap,q) = (p, Ag)

Satz 5.23
Die Tridiagonalmatrix
a, B} o B
~ . . 2
F=1 _'_'B" baw. T = | P
1 A, Bn a,
hat die Eigenwerte Xy, - - - , X,, (Nullstellen von p,,;1)

Beweis: Definiere g, 1(X) = det (xI —T;) €T, furallek=0,1,..,n
ay Bf
Tk = 1
B:

1 (0 ¢A

Eigenwerte von T, = T sind Nullstellen von Qr11(X)
zeigen: g, = pr Yk Qo =po =1

i =X —0p =g
OQre1 = det (X1 — Ty) entwickelt nach letzter Zeile und dann nach letzter Spalte
ergibt gleiche Rekursion wie fur p;.; .

Mit T =DTD!
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D = diag (1, B1, BiB2, BiB2Bs,---)

haben also T und T gleiche Eigenwerte.
T symmetrische Tridiagonalmatrix, davon besonders stabil Eigenwerte
berechenbar.
Gewinnung der (a,,, B,,) i.a. @nlich schwierig

Beispiel 5.24 Tschebysche [-Holynom:

TQ =1 Tl(X):X
Tir1 = 2XTp —Tey

Pa(9) = S Ta(X)

1 1
Prt1(X) = ﬁTkH = ﬁ(ZXTk — T 1)

= %(ZXZ’“‘lpk(x) —2"%p (%))
= Xpp(X) — %pk—l(x)

—a, = 0vk, BZ=%VK

5.6 Gaufl-Integration in Mehrdimensionalen

Die Verallgemeinerung der ,,Mittelpunktsregel“ im Mehrdimensionalen
f(x) skalare Funktion von Ort X ¢ R? (d =1,2,3)

gesuchte Naherung fur

I(f)= [f()dQ QcCR?! Gebiet
Q

d=2 Flachenelement
d=3 Volumenelement

einfachster Fall: 1-Punkt GauR - Integration

1(f) = QY (f) = wf(xo) = mesQ F(Xo)
mesQ = [dQ und istx, der Schwerpunkt von Q

Q
— QY exakt fur lineare Funktion f
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Xog = f xdQ

mes mes Q

bessere Genauigkeit:
a) Q achsenparallelles Rechteck (d =2) Q =[a,b] x [c, d]

[ F0900 = [ ] Fx,y)dxdy
Q a c

— zwei eindimensionale Integrale mit Gaulintegration

b) d = 2, Q Dreieck (d = 3, Q Tetraeder)

1(F) ~ z wF(x)

unter Benutzung der GauBpunkte x; € Q
ubliche Vorgehensweise:
Transformation des gegebenes Dreiecks auf sogenanntes Masterdreieck Q

(0
@ - al) o
-

X =

Eckpunkte x\ =

W = )
1)

E
mit A = —xE \x — Xg

/f(x) = /f(A>“<+b)~ | detA | dQ
Q Q
1 1—21

= //F(?h%)d%d?l
0

0

~ i w, F(RD)
=0

dabei sind die GauBpunkte X ¢ Q und Gewichte w; tabelliert zu finden
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Beispiel 5.25 (n=0)

© = (3)wy =1 exakt fur lineare Funktionen
3

x)

Beispiel 5.26 (n=1)

K Seitenmitten (0,%)T (1,0)T (%%)T w; =

x>
~~
—
N2
[l
—~
[N I
=
~—
—
x>
~~
N
=
[l
—~
[S21 IS
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Kapitel 6
Numerische Differentiation

geg.: f(x) Stelle x
ges.: T/(X) naherungsweise
insbesondere: T nur aus diskreten Werten X, < x; < ... < X,, (dquidistant)
mit f, = f(X;) gegeben
Wichtigster Spezialfall:
X, = X benutzen hierzu Daten in der Umgebung von X; (Xx_; und X;1)
und setzen X1 — X = h =X — X1

Vorwirtige Differenz:

F(Xp11) — F(Xi)
h

= F'(xx) + O(h)

da nach Taylor: F(x; + h) = £(x;) + hf'(x;) + L F"(x;) + ...

riickwartige Differenz

(%) — F(Xe—1)

T = /(x) + O(h)

da nach Taylor: £(x; — h) = F(x;) — hF/(x;) + ZF7(x;) + O(h?)

zentrale Differenz:

(X 1) — F(X1)
2h

= f'(x) + O(h%)

da nach Taylor: f(x; +h) — f(x, — h) = 2hf’(x;) + O(h?)
Approximation von f”(x;):

F(Xp11) — F(Xi)

1. zentrale Dilerenz |, ,n /(X +3) = h

+O(h?)
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Numerische Differentiation

2. zentrale Dilerenz |,

3. zentrale Dilerenz |, (X)) =

einsetzen ergibt 7(x;) =

() — F(Xe-1)

+ O(h?)

oo T —35)= h

/(X + %) — (X — %)

+ O(h?)

h

(fkr)—=fl@zk)  flzw)—f(Tk—1)
h

h
h

() =

—2F (X;,) + F(Xp11) + F(Xp—1)

h2

+ O(h?)
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Kapitel 7

Anfangswertaufgaben fiir
gewoOhnliche
Differentialgleichungen

Betrachten hier Di[erkentialgleichungen von einer Verdanderlichen (meist Zeit t)

Ges.: Vektorfunktion y(t)) € R
Geg.: Anfangswert y(t) ublich ty =0

allgemein y(t) = Zy(t) = f(t,y(t)) Vektorfunktion
Spezialfall: lineare DGL y + Ay = g(t) mit A € R™"
Anwendungen:

e Mehrkorperdynamik/Bewegung von Korpern in Kraftfeldern
e Entwicklung von Populatinen
e chemische Reaktion
e bei elektrischen Schaltkeisen
allgemeine Di [erentialgleichung der Ordnung K:
yoO =f(ty,y, .. y* )y =&y

konnen durch Substitution z;(t) = yU=Y(t) j = 1,..., K auf groBeres
System 1. Ordnung zurlickgefuhrt werden:

7z, = f(t,z1,25,...,2;)

Zp_1 = Z R

Zheo = Zp_1 & 72=f({t,z) zeRF"
il = 2o
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Z;

Z
y=| 7| erR"  y=F(ty)

Zy,

Deshalb ist Betrachtung von y(t) = f(t, y(t)) ausreichend.
Beachte: i.a. y, T € R™ (Spezialfall n = 1 enthalten)

Vorgehen: gesuchte Funktion y(t) vt > 0(bei gegebeneny(0))
numerisch: bestimmen y®*) ~ y(t,) fur diskrete Zeitpunkte 0 < t; < t,... und

y©@ =y(0)

7.1 Einfachste Grundideen / einfachste Verfah-
ren

y(o) = y(O) gegeben
Sei y*) ~ y(t;) bestimmt
bezeichne t,,; = t, + T mit T als Zeitschrittweite
ges.: y*1 ~ y(t, + 1) unter Benutzung von y*) und t (— Einschrittformel)

y = f(ty(®)
1. Moglichkeit: Approximation y(t): Sei t=t,
a) betrachte t = t, und benutzen vorwartige Di [erknz

(k+1) _ (k)
Approximation% = f(t,, y*®)

== Verfahren |y*+) =y® + tf(t,,y®)

explizit Euler (alt: Eulersches Polygonzugverfahren)

b) betrachte t = t, + 1 und benutzen riickwartige DiLerenz

yity +1) = f(t, +1,y(t + 1))
Approximation

f(te,y" )

«—

y(k"‘l) — y(k)
T
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= Verfahren |y®+0) =y® + tf(t,,,, y*Et)

implizit Euler

c) betrachten t = t; + 3, und benutzen zentrale Di [erknz

. 1 1 1
y(t, + E) = (fp + E1Y(tkz + E)

| Approximation
y(®) _y®) . .
— =~ e+ oyt +
1 (tx 5 y (s 2))
(k+1) (k)
T y +y
LL+-) ~ ——
y(tx 2) 5

1
= Verfahren |y**+) =y® + tf(t, + % Q(y(k) + y(E+Dy)

d) analog zu c) aber y(t, + 7) mit explizit Euler

== Verfahren |y*V) =y®) + tf(t, + % y®) + %f(tk, y*)

explizit, verbessertes (modifiziertes) Polygonzugverfahren

andere Schreibweise:

KO = £(t;,y®)

k@ = f(t, +Z,y®+Ik®)  Predictor-Korrektor-Schritt
k1) = (&) 2)
y = yW+1k

2. Moglichkeit:
y(t) = f(t,y(t)) t=t, bei gegeben y*

tkt1 tt1

tf y©)dt = y(te1) —y(t) = [ Tt y(t)dt

Kk tk
Approximation des Integrals mit Integrationsformeln

y(tx41) mittels Newton-Cotes Formeln

b
a) Rechteckregel [g(x)dx ~ (b —a)g(§) wahlen & = t;
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y(k"’"l) = y(k’) + tf(t;, y(k’))
a) explizit EULER

b) Rechteckregel mit § =t

y(k+1) — y(k) + Tf(tk+11 y(k—l-l))
implizit EULER

c) Mittelpunktsregel & = <t
T T
e =y of (e + 5Lyt + )

wieder wie vorher y*+) = y®) + tf(t, + 2, L(y® + y*+D)
d) Trapezregel
y*r = y® + 2(F (4, y*) + £t + 1,y "))
entweder implizit so, oder wieder Prediktor
k) = f(t, y(k))
kK® = f(t,+1,y® +1tk®)  Prediktor-Korrektor-Verfahren
yktl) = yk) 4 %(k(l) + k()

EULER-HEUN-Verfahren

usw. mit weiteren Newton-Cotes-Formeln entstehen viele weitere Moglich-
keiten

== Bewertung dieser Verfahren? allg. Konstruktionsprinzip?

7.2 Konsistenz

alle expliziten Formeln lassen sich als

k:=g(ty, y*, 1)
y*+) = y(0) 4 1k (1)

schreiben mit einer gewissen ,,Zuwachsfunktion” g(t, y*), 1)



Anfangswertaufgaben fiir gewohnliche Differentialgleichungen 82

Beispiel 7.1
a) explizit EULER: g(t,y,t) = f(t,y)
d) modifiziertes Polygonzugverfahren: g(t,y, 1) = k®® = f(t+ 7,y + 7k®)
e) EULER-HEUN:

%(k(l) + k(2))
TR y) + ft+ 1,y +Tf(t,y)))

Definition 7.2 (Konsistenz)
Die explizite Vorschrift (1) hei8t konsistent, wenn g(t,y, T)
definiert ist VO < T < Ty V(t,y) € Dy(f(t,y)) und wenn

g(ty, 1)

limg(t,y, 1) = f(t.y)

Beispiel 7.3
bei a), d), e) oledbar erflllt

Die Gute der Konsistenz beschreibt die Konsistenzordnung betrachten
entsprechend (1) die Funktion von (t,y, T)

R(y) = {40l g(t,y, 1)

durch Taylorentwicklung an der Stelle t in y(t+1) und in g(t, y, T) ergibt sich
fur r(y) = 17 - d(t) + O(tP*1)t beliebiger Vektor unabhzngig von T.

Definition 7.4
Das Verfahren zur Losung von y = f(t,y) hat die Konsistenzordnung p,
wenn die Taylorentwicklung fur R(y) an der Stelle t als niedrigsten Term

TPd(t)
ergibt.
Beispiel 7.5
a)
ry) = MFDYO gy
_ Y@M +1y + 125V —y(t) — f(ty)
T

= YO+ YO+ . —FEY)
= SJO+0@) p=1
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e) EULER-HEUN

y(t+1) —y(t)

T

agty, 1)

(x) = (xx) ¥
R(Y)

analog fur d)

= YO+ YO + O

%(f(t, y)+ F(t+ 1,y +1F(t,y))

T T e L N
Yy
2 Ny \/./\,—’
€Rn (nxn) ERN

d. d _
ay = &f(t.Y)—ft—fyf

. T,..
1)+ 2~ £, +O)

Konsistenzordnung p = 2

83
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(%)

7.3 Allgemeine Form: explizite Runge -Kutta -

Verfahren

Herleitung von Verfahren hoherer Konsistenzordnung nicht tiber Quadraturfor-
meln, sondern mit Taylorabgleich R(y) = tPd(y) + ...
allgemeine Form

Prediktor

schlieflich

Korrektor

f(tk + asT, y(k) + bngk(l))
F(te +asT,y® + (b3 kM + b3k @)

f(t, +a,T,y® + > byk®)

1<s

k=g(t.y®,1) = 3. ek
i=1

(also: y+1) = yk) + ¢ Zs: c;k®

=1
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d.h. das jeweilige Verfahren ist durch die Konstanten

o0 .- 0 0
ay | boy al B
N : . < T
as bsl e bs,s—l 0
C, - Cs—1 Cs

c,a € R°(a; =0) und B € R** strenge untere Dreiecksmatrix bestimmt,
wobei (aus Konsistenzgriinden):

Ay = b21 LSW Be = a
dg = b31+b32 ce =1
1
e=|: | eR’
1

Beispiel 7.6
a) explizit Euler:

0|0
1

s=1 p=1

d) modifiziertes Polygonzugfverfahren

Qo=

1
Ss=2 p=2
e) EULER-HEUN Vefahren
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Um p = 4 zu erreichen ist s = 4 notwendig, aber die Konstante nicht
eindeutig bestimmt — mehrere explizite Runge-Kutta-Verfahren

Bemerkung 7.7
Im allgemeinen p=n CSZFn

Beispiel 7.8
mit s = 4, p = 4 einfachstes (besonders gunstig flir Handrechnung) ist
klassisches Runge-Kutta-Verfahren

k@) f(t, y(k))

0

11 k® = f(t, +I,y® + kW)

2 2

% 0 % k® = f(t, + %,y(k) + %k(ﬂ))

1/0 0 1 kK@ = f(t, +1,y® + tkGY)
1 1 1 1
= 3 3 3 W L k@ Lk @
6 3 3 6 yktD) = y(’f)+T(%+%+%+%)

es gibt mindestens 4 weitere bekannte Formeln

e 3-Formel
e vierstufige England - Formel
¢ Gill-Modifikation der Runge-Kutta-Formel

o Kunthmann Formel

Bemerkung 7.9
Um p =5 zu erreichen, ist s = 6 notwendig (ebenfalls wieder mindestens
4 Formeln bekannt).

7.4 Implizite Runge-Kutta-Formeln
Definition der Konsistenzordnung analog zu expliziten Formeln nur ist jetzt:

R(y) = @060 _ g(t,y, 1) und g(t,y, T) enthalt y(t + 1)

Beispiel 7.10 implizit Euler

y(k—i-l) y(k) + Tf(tk + .[’y(k—i-l))

git,y, 1) = f(t+1,y(t+1))
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R(Y) _ y(t+1) —y(t)

= —ft+1,y(t+1)
Taylorenltwicklung T

2

= y(t)+£y'+...—f(t+r,y+Ty+%y+...)
= y() + %y + . = [F Tt y)) + TRt y) + (F)(Ty)]
= T(—59) + 0(t?)

also Konsistenzordnung auch p =1

Allgemein ist bei impliziten Verfahren an mindestens einer Stelle ein
nichtlineares Gleichungssystem zur Definition eines Predictors k) zu losen,
d.h. gleiche Formeln wie beim expliziten Runge-Kutta-Verfahren nur jetzt
eventuell b;; 7 0 in der Matrix B (oder gar B keine Dreiecksmatrix mehr).

s-stufiges implizites Runge-Kutta-Verfahren
1 Gleichungssystem

{k@ = f(t,+aTy® +1 > bk®) i=1-.-s
j=1

k=g(ty, 1) = ck®
YD) = y ) 4 K

s? + 2s Koe [Ziehten: i’% ( céz

Verfahren

)

e explizit, wenn B(s x s) strenge untere Dreiecksmatrix

e diagonal implizit, wenn B untere A-Matrix
(— s einzelne nichtlineare Gleichungssysteme fur jedes k®

e B volle Matrix — ein nichtlineares Gleichungssystem Yk

Beispiel 7.11
b) implizit EULER

1)1
1
y(k""l) — y(k) + Tk(l)
= yW+f(t +1,y"Y)
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c) implizite Mittelpunktregel

yert = y® e of(y + % %(y““) +yFry)
YU+ _ y ()
T
also:
KO = f(t, + %,y(kz) + %ku))
YD =y gk

1

L1
2 | 2

= |
1 aber p=2 !

e) aus Trapezregel

y(ktl) = y(k) 4 Z(F(ty, y®) + f(t, + T, y*tD)Y)

~
~—~
=
=

f(ty™)

K@ = f(t,+1,y® + %k“) + gk@))

yorD =y 4 %(ku) + k)

ebenfalls p=2

w

[l

N

[EEN
NN = O
NI=NI= O

7.5 Stabilitit - Vergleich explizit-implizit

Betri (jetzt die Fortpflanzung eines Fehlers y*) — y(t,) in weiteren gehen wir
von einen linearen Di [erkntialgleichungssystem aus

y+Ay=0
y(0) = y(© geg.
f(ty) = -Ay

A bzgl. t konstant und symmetrisch positiv definite Matrix

e einfachste Verfahren: a) explizit EULER
b) implizit EULER
¢) CRANK-NICOLSON
Mittelpunktregel/ Trapezregel
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a) y(k"‘l) = y(k) + Tf(tky(k’)) = y(k’) — TAy(k’)

y" = (1 —tA)y"

b)
yED = Y0 (g, + 1, y* D)
= y® _ Ay
also
(1 +TAYED =y® | o |yED = (] + TA) y*)
c)

1
y" = y® e of(t, + % SO +yE)

1
y(k"'l) = y(k) _ TEA(y(k) + y(k+1))

(1 + %A)y(k+1) = — %A)y(k) o y(k:-i—l) =+ %)—1(| + %)y(k’)

Verallgemeinerung:

(k+1) _, (k) k \‘ 1
Y aAy®) + (1 — a)Ay<+D
y+ Ay =0 — LY 4 gAy®) + (1 — a)Ay*H) =0

(I +1(1—a)AY D =1 —1aA)Y® | ae]0,1]

a=1 explizit EULER (p=1)
a=20 implizit EULER (pP=1)
o= % CRANK-NICOLSON (p=2)

Somit haben die expliziten und impliziten 1-Schrittverfahren fur y + Ay =0
letztlich die Gestalt

y(k"‘l) = M(T)y(k)
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Stabilitét
e sehr vielschichtiger Begri[]

1. Es gibt verschiedene Stabilitdtsbegri [efur die gegebene DGL
Bspw. y +Ay =0 0(y) =y© hat Losung y(t) = e *y©

A s (—tA)K
mlte”‘—kz_o(k!)

da A positiv definit sind Eigenwerte A; > 0 == Ddampfung.

2. Stabilitat des Runge - Kutta - Verfahren mul} diese Eigenschaft der DGL
mitmachen

— Fehler wird in weiteren Schritten nicht aufschaukelt, sondern gedampft
(dazu recht groR Theorie vorhanden)

Beispiel 7.12
y(k"'l) = M(T)y(k)

(M(t)) >1 — Fehleraufschaukelung
== Formel unbrauchbar

(M(1t)) <1 — Fehler geddmpft
== Formel ,stabil*

a) explizit EULER

M) = 1-1A
AM) = 1-TA(A)
[1-tp(A) | < [AM)I<1
—Q1-1p(A) < 1,1>0
— (1< ﬁ

diese explizite Formel ist bedingt stabil bei gentigend kleinem T.
b) implizit EULER

M(T) = (I +TtA)!

1
MNM) = e (OD)

== unbedingt stabil
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c) CRANK-NICOLSON bzw. allgemeiner Fall

M(T) = (1 +1—-0)TtA) (Il —atA)
_ (1 —a)TA;
hat EWA,(M (1)) = ‘1+ d_o)th
Sll—atA | < 1+ —-0)tN
l—atA;, < 1+ (1 —o)tA; gilt immer
—(Q—atA) < 1+(1-—a)1A
—Ra-1A; < 0
a) 2a-1)<0
fur a < 3 — Formel immer stabil
b) 2a—1)>0
T< m — bedingt stabil

typische Erkenntnis:
- explizite Formeln bedingt stabil und |t| < Schranke

- implizite Formeln unbedingt stabil aber oft grolRere T wahlbar

7.6 Steife Differentialgleichungen
betri (EWieder y + Ay = 0 mit y(0) = y©

Losung: y(t) = e *4y©
betrachten Eigenproblem fur A

Ag® =xAq®  mitA, EW undq® EV
seiA=A">0-—o0.B.dA. (q,0;) =9
zerlegeny©® = Zn: a;q®
=1
==y =3 (@,
—————
Koordinaten von y(t) in Eigenbasis

AL <A <. <N
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(a) bei groRen Eigenwerten wesentliche Vorgange in (0,T)) Tp <<1

(b) bei Kkleinen Eigenwerten langsame Anndherung an stationdren Zustand

allgemeiner:
A hat auch komplexe Eigenwerte die Zeitabhdngig sind

Losung ist hier Uberlagerung von
(a) starke Oszillation in kleinen Zeiten

(b) langsam anndhern an stationdaren Zustand

Definition 7.13
Di Lerkntialgleichungen mit stark unterschiedlichen Eigenwerten
heilen steife Di[erkntialgleichungen.

Bemerkung 7.14
Losung solcher steifer DGLs erfordert Umschalten zwischen expliziten und
impliziten Verfahren und einen Schrittweitensteuerung.

e kleine Zeiten — Kleines T und explizites Verfahren

e spdater — T vergrofRern und Wechsel zu impliziten Verfahren



Kapitel 8
Randwertprobleme - (RWP)

8.1 Vorbemerkungen

Besondere Bedeutung haben Randwertprobleme bei partiellen Dilerkntialglei-
chungen vorallem fur gesuchte Funktionen im 2- bzw. 3-dimensionalen

Beispiel 8.1
Wadrmeverteilung in Q ¢ R? wenn am Rand Temperatur oder FluRe
gegeben sind.

g—g = 0 an allen anderen Randern

—Au = f(X) in Q bei Temperaturquellen und -senken

- _82 82
mit A = 75 + 55

betrachten analog zu Kapitel 7 nur Funktionen von einer reellen

Veranderlichen x:
ges.. u(x) mit

u”(x) = F(X) [0y
geg.: u(a) =u, u(b) =u,
allgemeiner:
a(u”’(x) + BEYU'(X) +y(u(x) = F(X)
u(a) = u,
u(b) = u,
(oder auch u’(a), u’(b) vorgegeben)

unter gewissen Einschrankungen von a(x), B(x), y(x)
z.B.

alx) < oy <0vx

y(x) = 0
bei solchen linearen Dilerkntialgleichungen im RWP spielt die Diskretisierung

zentrale Rolle.

92
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8.2 Differenzenverfahren
Grundidee: Geben diskrete Punkte
A=X <X 1 <..<X,.1<X,=b

vor, an denen u, = u(X;) zu berechnen sind. (uo = u,, u,, = u, gegeben)
betrachten o0.E.d.A.: dquidistante Diskretisierungspunkte

x,=a+kh h=t=

Differenzenverfahren sind Naherungsverfahren zur Losung von RWP, die
durch Anngherung von u”(x;) entstehen.

Beispiel 8.2
betrachte

{ U ) =)  iap

u@=u, ud=u

aus Kapitel 6:

U//(X) — u(xk—h)—Zuf(L:;:k)-i-u(:ck-l-h) + O(hz)
andererseits soll —u”(x;) =f(xx) k=1,..,n—-1
ersetzen u(x) durch gesuchte Na@herung u,

== —U,_; +2U; — Up = h?F(xy) k=1,..,n-1

== (n—1) Gleichungen mit (n — 1) Unbekannten uj;...u,,_; da uo, u,, gegeben

Frage:

Wird bei kK — 0 u, — u(x,) konvergieren?

Typische Untersuchung: einsetzen der exakten Losung u(Xx) in
das Naherungsproblem

(@) —U_; + 2u; — Uy, = h?F(x;) gilt exakt vk
() —u(x_1) +2u(x;) — u(Xg41) = h?F(X)

aus Taylorentwicklung folgt

h2 h3 ht

U(Xg+1) = u(Xg) +hu'(x,) + 7U"(Xk) + gum(xk) + Eu(“’) + O(h°)
h? h? h o

Uxe-1) = uC) = hu'(xe) + —u"(06) — ru” (i) + mu(“’) +0(h)
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4

—2u(x;) — h?u”(xz) — %U(“’)(Xk) +O(h®) = h*f(x,) + h? xconst

u;
Tu=b u= : Naherung b = (h*f(x;));Z|
Up—1
u(x,)
u(Xn—l)

T(U—u,) =2u®(x,)+0OM) heikt Approximation

Bemerkung 8.3
Achtung k — 0 nicht so einfach mdglich, da T sonst wéchst.

aus oben == [[u — u,,[| < [IT~!|| - b5 /lu®™|| + O(h®) | T~ hangt von h ab!

T symmetrisch == || T|2 = Amax(T)
||T_1||2 = )\min(T)_1

Amin(T) = 4sin2k7n

T
= 4 — W +0h
— O(h?)

= |lu—u,l, = Oh?*—0 fir h—0

besser benutze Maximumnorm: [[u—Uu,, |l < U*|T || U™ (%) +O(h) ||
=

2 -1 u [ h2F(x,) + U,
h2f (x,)
_1 = .
1 5 h2f (X,._o)
-1z Un—1 h?F (X,-1) + Uy

Systemmatrix ist tridiagonal mit tridiag (—1,2, —1) reguldr, symmetrisch
und diagonal dominant
== U;...U,_; Vn(v¥h) stabil berechenbar h — 0

Ahnliche Vorgehensweise im mehrdimensionalen Beispiel:
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— Aulx,y) =T Yo
u=g(X,Yy)loo

Diskretisierung in beide Raumrichtungen

x |k=1 k k+1

. }-1 U(X, Y;) ~ Ug;

j—1

_62_U Ut 2Up; + Upyqj
ox? (o) h2

_52_U Y 2Up; — Ug 1
9* | h®

== entsteht der sogenannte 5-Punkte-Stern im 2 dimensionalen

~ (1
—Aul, o~ (24U — Ug—1j — Ukgrj — Ugj—1 — Ugjs1)

analog im 3 dimensionalen.
Schwierigkeiten bei der Approximation machen hier die Randbedingungen,
wenn Q nicht z.B. ein Rechteck o0.4. ist.

8.3 Finite Elemente Methode - FEM

Grundidee:
betrachten wieder Diskretisierungspunkte um Naherungswerte von u(x;) zu
erhalten. Aber: es wird eine Ndherungsfunktion berechnet mit Hilfe eines
Projektionsverfahrens in einen endlich -dimensionalen Teilraum. Dieser
Teilraum wird bei FEM durch einfache Spline- Funktion mit kleinem Trager
aufgespannt.

Vorgehensweise:

a) Bilineares Funktional a(u, v) (sogenannte schwache Formulierung) zur Re-
prasentation der Di [erkntialgleichung.

b) Festlegen der Basis, Projektion von a(u, V) in endlich dimensionalen Teil-
raum

c) Losen des Gleichungssystems Aa =b
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Beispiel 8.4 zu a)

Aufgabe{ _uggg z 58))'2% (1)

= —U’'(X)v(x) = F(X)v(X) Vv € CJa, b]

—fbu”vdx = fbfvdx

W%ihlen v(a)a: v(b) =0 und sei v € C stuckweise dilbar
== ges. u(x) mit u(a) =u(b) =0 nach partieller Integration

fbu’(x)v’(x)dx = fbf(x)v(x)dx W € Cl[a,b],v(a) =v(b) =0

a(u,v) = (f,v)
u@ =u)=0

b 2
mit (f,v) = [ fvdx

Aufgabe:

Bemerkung 8.5
AbschlieBung dieser Funktionenraume ergibt eine Formulierung in allgemeinen
Rdumen (sogenannte verallgemeinerte Ableitungen fur u und v existieren
also auch stuickweise di [bdre Funktionen sind zugelassen!) bezeichnet mit V.

b) jetzt: Naherungslosung u, € V, dadurch, dal (1) in endlichen
dimensionalen Teilraum V;, C V, projiziert wird.

Beispiel 8.6 zu b)

V;, = span (¢, ..., d,_1)
¢, sogenannte Hutchenfunktion (B-Spline)

A=X <X < ...<X,_1<X,=Db

¢x(X) sei linear in allen Teilintervallen [X;_;, X;] und ¢x(X;) = d;;
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¢, stetig, stuckweise dilbdr mitk =1,..,n—1
n—1
ux(x) = 21 ;¢ (X)
‘]:

Projektion von (1) in V,, heif3t:
ges.:. u,(x) € V,: a(uv)=(fv) WeV,CV,

Bemerkung 8.7 zu c)

1. Die gesuchten DGL- Koe [ziehten a,, sind hdufig gleichzeitig Funktionswer-
te der Naherungsfunktion

Un(Xn) = > 0idi(Xs) = Oy,

2. Berechnung der a; aus einem Gleichungssystem

ad a0, 0) = (f.¢,) Vi=1,..,n-1
Aa b
mitA = (a(;, b)),
b = ((f.o:))

(of} Ui (X1)

fs8}
Il
Il

an—l uk(xn—l)
Beispiel 8.8
b -+ j=ix1l
A (s, b)) = / Ppidx und ay =a@nd) =14 2 j=i
a 0

sonst
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mitXZ’+1—Xi = h
== ap; = I 2dx+7+1 1 2dx—2
w7 A = h h) 7 h
Tk—1 Tk
+

N /1 1
Akk+1 = / YA dXz—ﬁ

(ax; = 0 Vj>k+1)
2 -1
1| -1 . -
h RPN |
-1 2

wie bei Dilerknzenverfahren aber leicht andere rechte Seite b.
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Kapitel 9

Eigenwertprobleme bei Matrizen

9.1 Grundlagen der linearen Algebra

Definition 9.1
A € C™"(n x n Matrix)
(A, w) nennt man Eigenpaar zu A (A Eigenwert, w € C™" Eigenvektor)
mit Aw = Aw

Bemerkung 9.2 iA.AcC'" bei A=AT AcR,wecR"
Definition 9.3
Eigenwert nennt man A als Nullstelle des charakteristischen Polynoms

b(t) = det(tl — A) €T,

e wenn A a- fache Nullstelle, dann nennt man a algebraische Vielfachheit von
A

e bei a > 1 gibt es B linear unabhdngige Eigenvektoren von Amit1 <3 < a
und B nennt man geometrische Vielfachheit von A

Definition 9.4
Falls B < a flr mindestens einen Eigenwert A von A, dann hei3t A defektiv.

Satz 9.5
A ist diagonalisierbar, falls B = a VA und es existiert

W = w|...w,)"  WEDAW = A =diag(Ay, ..., A,)

99
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Definition 9.6
A heilt normal & AA* = A*A & Eigenvektoren bilden Orthonormalbasis

Bemerkung 9.7
falls A = A* hermitesch oder A = A" symmetrisch, so ist A auch normal

Satz 9.8
Alle normalen Marizen sind diagonalisierbar.

Satz 9.9 Cayley - Hamilton
Sei K ein Korper und A € K™™ mit dem charakteristischen Polynom ¢ 4(A).
Dann erfullt A die Gleichung

da(A) =A"+a, AV +  +a, A+a,l,=0

9.2 Ungeeignete Verfahrensideen

Bemerkung 9.10
Fast alle Verfahren die etwas mit dem charakteristische Polynom ¢(A) zu tun
haben sind numerisch instabil oder zu aufwendig.

(a) Verfahren die Koe [ziehten von ¢(A) berechnen:
n—1 )
o) =t + 3 at
=0

(b) Verfahren zur Nulistellenbestimmung: ¢(t) = 0 (ohne Koe [ziehten zu be-
stimmen)

z.B.: Sekantenverfahren

— tkp(tie—1) —tk—19(tk)
o(tk—1)—v(tk)

Tt
= jeweils eine Determinante pro Iteration

(1) Aufwand O(n?)

(2) Funktionwert mittels det(t,1 — A) ist eventuell sehr kleine/grof3e Zahl
ausserhalb des Zahlendarstellung
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Bsp.:

hat det(A) = n!

Bemerkung 9.11 Ausnahme
Bei Tridiagonalmatrizen existiert ein stabiler Ausweg (siehe 9.3)

veraltetes Verfahren
basiert auf Satz 9.9 (Verfahren von DERVINDUE)

d(A)=0 dAXD =0
(A" + nil aZ-AZ') x© =0
=0

7

setzen X+ = AOXx® j=0,...n—1
X + Z aiXi =0
1=0
do
X | =—x™  mit X =x!]..x"")
an—1

also ist (ag, ay, ...,a,_1) T ist Losung dieses Gleichungssytems
instabil:

(a) Uberlauf, Unterlauf bei x(+1) = Ax®

(b) X extrem schlecht konditioniert

9.3 Iterative Berechnung von Eigenwerten bei
symm. Tridiagonalmatrizen

Bezeichnung: T, fuhrende Hauptuntermatrix von

o By

T=1,=| P
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und ¢ (t) = det(tl — T,)
= fur gegebene Zahl laRt sich ¢(t) = ¢(t) rekursiv berechnen (eventuell
instabil)

do() = 1
$1(t) t—o

de(t) = (t—o)Pr_i(t) — Bidro(t) Vk=2,..,n

Bemerkung 9.12
Somit iterative Verfahren zur Bestimmung einer Nullstelle von ¢,,(t) mdglich.
Jetzt nur noch O(n) Operationen pro Schritt aber ¢, (t) evtl. sehr
grolle/kleine Zahlen — instabil.

Vermeidung der Instabilitat durch

definiere: f,(t) = q}fﬁ—(lt()t) stabil vt berechenbar

fi() = (t—o) - Bl
fl(t) = t—o

Satz 9.13
Benutzen dies fur T mit B; # 0Vi
(sonst berechnen Eigenwerte von 2 Teilblocken einzeln)

a;

— B 70 Vi

e alle Eigenwerte von T sind einfach

¢ Nullstellen von ¢, (t) separieren sich

Folgerung 9.14
Benutzen also Nullstellenbestimmungsverfahren fur f,(t) =0
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(a) Sekantenverfahren

(b) Newton-Verfahren (noch f/(t) = 1 — B2 ffk 11(())2 mit Startf{(t) = 1 mit
Rekursion fur £, (t) mitrechnen)

(c) Bisektion (Intervallhalbierung) zur Berechnung z.B.: des n- ten Eigenwertes
mit

AL < Ay <.. <A, Eigenwerte

Ausnutzen {¢.(t)};_, bilden Sturmsche Kette

Satz 9.15
Betrachten t = t fest und ¢, (%), ..., $,,()
Anzahl der Vorzeichenwechsel dieser Zahlen = Anzahl der der Eigenwerte
oberhalb von t & f(%), ...., f,,(t) berechenbar
Anzahl der negativen f,(t) = Anzahl der Eigenwerte mit A >t

Verfahrensidee

betrachten Intervall [a,b] mit {f.(a)} und {f.(b)}
c=<t  {fi(c)}

m- ter Eigenwert in [c,b] = [a,b] := [c,b]
m- ter Eigenwert in [a,c] = [a,b] :=

= {fr(a)} und {f.(b)}

9.4 Berechnung von Eigenwerten und Eigenvek-
toren durch Transformation

Seien w;...w,, Eigenvektoren zu A;...A,, von A
W = (wy|ws...|w,) A=W AW =diag(A;...\,,)
Verfahrensidee
A0 = A Ak+1) (X ) LA (k) ¥ (k)
mit X so dal} A ndher an Diagonalgestalt
einfache Fehlerbetrachtung

A® + FE® - mit||F ® | klein

AFHD = (X EN=LAKR) 4 F k)X (k)
(XY TLAE X F) 4 (X B))=1E (R (k)

hatten gern
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|(XEN IR FRX®)]|, < [|JF®],k(X®)  mit Konditionszahl k(X *)) > 1

Ziel: k(X®) =1

nur bei orthogonalen/unitdaren Matrizen

— also benutzen nur orthogonale Matrizen zur Transformation
bei A # AT Diagonalisierung nicht immer mdglich

— SCHURsche Normalform

Satz 9.16
JU unitare Matrix mit

U*AU = A = obere Dreiecksmatrix

sogenannte Blockschurform falls A reell:
JQ orthogonal mit
A B, --- B;
Q'AQ =
Bm
An
wobei A; eine (1 x 1) Matrix bei reellen Eigenwerten oder (2 x 2) Matrix mit

konjugiert komplexen Eigenwerten
z.B.:

a f . .
[ B a } hat Eigenwerte o + if3

bester Vertreter dieser Kategorie ist QR- Algorithmus
Algorithmus 9.17 Grundalgorithmus
(1) A® = Q®RK) QR- Zerlegung
mit Q¥ (Q®™)T =1 und R™® obere Dreiecksmatrix
(2) Ak+D) = RBIQK)
Bemerkung 9.18
zu (1) R®) = (Q®)TAK)

zu (2) AkTD = (Q®))TAWQH)
also {A(®} Folgen #hnlicher Matrizen mit A*) — obere Blockdreiecksma-
trix (bei gewissen Voraussetzungen an das Spektrum von A)

Bemerkung 9.19
Konvergenzgeschwindigkeit hdangt von Quotienten )i—j‘ i > j ab, wenn
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| AL [> e >| A, | (diese Anordnung auf der Diagonalen der Dreiecksmatrix
geordnet)

Bemerkung 9.20
Konvergenzgeschwindigkeit ist bei Nebendiagonalen am langsamsten

Hieraus wurden durch folgende Zusdtze hochste [eKtive Verfahren entwickelt:
(1) Verschiebungsstrategie

(1) A® —s, 1 = QWRM
(2) AW = QWRK + g,

NR.: R® = Q®(Ak —s,1)
= (Q")T(AY —5,1)QW + 5,1
QW) (AMQH) — i1 +5,1)

Bemerkung 9.21
Aus % folgt, daR wenn s, sehr nahe am Eigenwert A; ist, sich der
Eigenwert A; sehr schnell abspaltet, da der Konvergenzgeschwindigkeits-
quotient sehr groB ist. — letzte Zeile von A*+D sehr klein

Verfahren aber aufwendig.
(2) Hessenberg Form

Definition 9.22
H heilt Hessenbergmatrix wenn Eintrage h, ; =0 Vj <i-1

Algorithmus wir nicht auf volle Matrix angewendet sondern auf Hessenberg -
Matrix.

AO =QTAQ=H

Bemerkung 9.23
Der QR Algorithmus ist invariant bezuglich dieser Struktur
= alle A® sind Martrizen mit Hessenbergstruktur.
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9.4.1 Spiegelungsmatrizen

Definition 9.24
Eine Matrix S(v) heil’t Spiegelungsmatrix wenn sie die Form
S(v) =1 —2vw' fur|v|]|=21hat (hier immer .|| =|.]]2)

Satz 9.25
Diese Matrix hat folgende Eigenschaften:

e S(V)=ST(v)
e S'S=82=1 4w’ +4v(vTv)v' =1
e SWIV=v-2w'v=—v

o XL1V: S(V)Xx=X-—2w'x=xy

Nutzen

gegebener Vektor a € R" dann 3 S(v)a = £||a||e;
Konstruktion v = -

[l

+|lall
uu'a 2u'a 0
S(v)a:a—2—:a—( ) =
Jul]? [[uf]? .
0
setzen (Us, ...,U,)" = (ag,...,a,)"
u;
s n
u=| | und Abkurzung: S? = Zaz-
) =2
an,
2ula 2(uiay+s?)

UTCL —_—
a= gy =as e U
soll ab Position 2 Nullen ergeben

2wy + s?)

1 =0
uj + s?
ul+s*-2ua; —2s* = 0
Uy = a;+/a?+s2
= a; £ a]

beide Vorzeichen sind erlaubt aber zur Vermeidung von Stellenausloschung
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u, = a; + [|a|[sign(a;)

Fazit
Geg.: aeR”
def.. u; =a; + ||a/|sign(a;)
u, = a; i > 2

s <L> a=a— 22U = +alle, mit festen Vorzeichen

[l

9.4.2 Nutzung der Spiegelungen zur QR- Zerlegung
Ziel: A =QR (mit Q,R wie oben)
Idee: (n — 1) Spiegelungen von links

(€Y)
Mg e - Iy
S,A = "522 ayy,
O anZ ann
a;; + ||a(1)||5ign(311)
1) a
u 21
durch S, =(—— u® =
' <||U(1)||)
a2n
2
Ny re Mn
ssa=|i ™o M
: : REST
0O O
"o _

u® 8o + [|a%)|[sign(Ezz)
durch S, = ( ) u® = | Qo3

doy,
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usw. S, 1S5 A=R & A= 5.5, R
~—_——— ——
orthogonal Q

So wurde die QR- Zerlegung in 9.4 aussehen.
ABER 1 Zerlegung kostet O(n?) Operationen — Gesamtaufwand ist mit min-
destens O(n*) zu teuer

Bemerkung 9.26
QR- Zerlegung ist auch fur lineare Gleichungsystem interessant.

AX = b
S, .- SSAx =S, ,---S,b
~—_——— f
R X = S b

9.4.3 Transformation auf Hessenberg Gestalt

hll
hyy . hij
0 . . =H =Q'AQ durch n-2 Spiegelungen
| 0 o 0 hnn—l hnn ]
[ a‘ll “ .. “ .. a-ln ]
Ryy -+ -+ hoyp
S, s0,da8 S;,A=|0 T !
: A
i 0 L a4
o -
y ay + Hﬁ(l)HSign(ﬁgl)
mit S; = (||U1||) u, = | a3 dandert Zeilen 2 bis n
1 .
L anl =

SlAsf_l) = S;AS; dndert nur noch Spalten 2 bis n
H= S, ,---S; A S,---S,
—— ——

H= Q A QT (Ahnlichkeitstransformationen)



FEigenwertprobleme bei Matrizen 109

Bemerkung 9.27
IstA=AT — H" =(QTAQ)" = QTATQ = H dh. H ist Tridiagonalmarix.

Aufwand:
e 2n® bei A= AT

° gn?’ sonst

9.4.4 Der Doppelschritt QR nach FRANCIS

Bemerkung 9.28
A=A"T — 1) A tridiagonalisiert
2.) QR Algorithmus fur Tridiagonalmatrix

Weiterhin jetzt A # AT:
(1) A — H Hessenberg Matrix

(2) QR Algorithmus fur H
Grundalgorithmus:

H® —g1 = Q®WR®
H(k+1) = R(k)Q(k) + Skl
Doppelschritt:
H, —s1 = R _
1 I_1|2 _ (R?’iQi +sl } 1. Schritt H, = Q[ H,Q,
Hy —sol = R _
2 |‘2|3 = gin + s, } 2. Schritt Hz = Q; Q/H,Q,Q;

Suchen Matrix um direkt von H; — Hs zu kommen.
Betrachten

P = (Hi—siD)(H; —s21) = QR (Q:R: + (s1 — s2)1)
= QiRQiR; +(s1 —5)QR;
—_

= Q(Hz —s1DR; + (51 —52)Q1R;
= Qi((Hz —s2)Ry

= (,,QiQQ)(RQRl)

= OR
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Die beiden Verschiebungen s, /, sind stets die EW der (2 x 2) Matrix

H — - - hn—ln—l hn—ln
in H —_— oy h,.

[ _l

evtl. s; =s s, = § (konjugiert komplexes Pdrchen)

== P = H? - (2Res)H + |s|?I (reelle Matrix)

Idee

fur Hy definiere Q, als Q- Faktor von P, = (H, — s;1)(H; — s31)

Hit1 := Q) HiQy
Exaktes Vorgehen
(1) Berechnung der 1. Spalte von P,
(2) Berechnen der Spiegelung S; die S;q = |qle;
(3) H :=SH,S;
(4) Transformiere H wieder auf Hessenberg Gestalt == H; +1
Aufwand
e pro Schritt: O(n?)

e Gesamt: O(n?)

9.5 Vektoriteration

Zur Berechnung von einen Eigenwert und Eigenvektor.

Potenzmethode
X" Startvektor mit ||x°|| =0
y(k) = Ax(k)
xF = y®  k=0,1..

t,. ist Normierungsfaktor:

@ t.=[ly®]~
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(b) t, = (Ax®), x#)~1 = (y(®) x(k)y-1
Satz 9.29 Konvergenz
e Sei A diagonalisierbar
e Sei A; der einzige Eigenwert mit
6@ = M| = Ao = . = Ay
= {x*)1 konvergiert gegen w») (Eigenvektor zu A,)
Beweis:

x© = Zaw(") sei op #0
i=1
X(k) = tk_lAX(k_l) = tk_ltk_2A2X(k_2)

k—1
= [JuAX©
=0
x®) = (Htj) > oAw
=1
_ )\’thj(alw(l)+Z<)\—i) e
=2

2

= == lineare Konvergenz —0

A

Schnellere Konvergenz und Berechnung von anderen Eigenwerten mittels
Inverser Iteration (WIELANDT- Iteration)

Sei p eine Nagherung fur A, @ [U—Ag| < |u—A;| Vi>Kk

Benutzen die Potenzmethode fur (A — pl)~!

_ (k) = (k)
Iteration: Ldse (A—uby X } k=0,1...

x (k+1) — tkyk
Ist [u— A << [u—Aj| Vizk

= ﬁ << 1 == schnellere Konvergenz

Bemerkung 9.30
K(A — ul) sehr groB, wenn p gute Eigenwertndherung
== hier trotzdem sehr gute Ergebnisse (Fehler in Richtung des gesuchten
Eigenvektors)
notwendig: Losungstechnik fur Gleichungssysteme (A — ul) mittels Gaul
besser QR- Zerlegung
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9.6 Der Lanczos Algorithmus fiir grofle Eigen-

wertprobleme
Sei A= AT € R™ mit n groB und Ublicherweise A schwach besetzt (Tridiagona-
lisierung entsprechen 9.4.3 ist aus Speicherplatzgriinden nicht moglich)

betrachten Lanczos Prozess
betrachte z® € R™, mit ||z =1 beliebiger Startvektor

Fk+l) = Az _ sz(k) — Bkz(k—l)
(k+1) — _zK+D k=0,1... mitBy=0
z BRESE

mit <Z(i),2(j)> = Bij

durch: o =

Bk — <Az(k)’z(k_1)>
{
{

analog zu orthogonalen Polynomen folgt
(D), 200y =0 Vj<k-—1

Bemerkung 9.31
Der Grund fur die Analoie zur Konstruktion orthogonaler Polynome ist:
xp(x) symmetrischer Operator bzgl. <-,->= [ ...
AZ ist symmetrischer Operator bzgl. < -,- >= euklidisches Skalarprodukt

Bemerkung 9.32
Implizit werden auch hier orthogonale Polynome erzeugt.
2D = p (A2 Pr(t) € My
zB.:po(t) = 1
pu() = (t—ae)/Py
= (z",2Y) = §; = (p(A)z2Y,p;(A)2?)

Bemerkung 9.33
{z®,zM .., 2"} bilden eine Orthonormalbasis im sogenannten Krylovraum

K(A’ Z(O)) = span(z(o),Az(O)’ A2z(0) e ,Akz(o))
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Fazit:

Az® = bz + g,z + Biz*) vk =0, ...
Z, = @91zW]...]z%Y)
Ki—1(A,z?) = span(z®)

o By

AZ; = Z, T + (0)0...|Bxz™) mit T, = B

Bn—l
Bn—l an—l
AZ, = Z, T, +B.zWe] und Z]Z, =1
— ZJAZ, = T, +B.Z/z2We] =T,
N——
0
e Fall 1: k=n

z, = (z© ... z»=Y) Orthonormalbasis im R”
jetzt Z,, orthogonale (n x n) Matrix
—Z'AZ, =T, T, dhnlichzu A

T, und A haben gleiche Eigenwerte und die Eigenwerte von T, sind gut
berechenbar z.B. mittels QR- Algorithmus fur Tridiagonalmatrizen

== Algorithmus ist nicht zu gebrauchen da obige Identitt dadurch gestort,
daR die {z(¥} ab gewissen k kein exaktes Orthonormalsystem bilden

e Fall 2: Lanczos Phanomen

— schon fur kleine k sind einige Eigenwerte von T, gute N&dherungen fur
die Eigenwerte von A

— Instabilitaten werden insbesondere durch gut konvergierte Eigenwerte
bewirkt

Algorithmus 9.34 Lanczos Verfahren

e Bilde z® ... z® und somit Z;, = (z¥|...|]z*~Y) und a; und B; bilden obige
Tridiagonalmatrix T,

e Berechnen Eigenwerte und Eigenvektoren von T, T u = du
— (9, Z,u) Naherung fur ein Eigenpaar von A mit |u|| =1
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e Berechnen Residuum:

IA(ZU) —3(Z)|| = ||ZiTeu+ BezPel u—8Z,ul|
= Bilesu]

== B, und die letzte Komponente des Eigenvektors von T, bringen die
Information ob der Eigenwert ,,konvergiert” hat

also: - Berechnen von Eigenwerten und der letzten Komponenten der Eigenvek-
toren von T,
- Tests ob B, | e/ u | klein
== (9, Z,u) akzeptables Eigenpaar von A
- lose (Tx — d1)u = 0 (mittels inverser Iteration)

e berechne Y = Z,u als Eigenvektor von A
o jetzt ki=k+1

+ weitere Lanczosvektoren z(* bzgl. y nachorthogonalisieren

Bemerkung 9.35
Welche Eigenwerte von A spalten sich schnel ab ?
etwa solche die ,,aussen” oder gut vom Restspektrum abgetrennt liegen



