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Kapitel 1

Fehler in numerischen
Berechnungen

Aufgabe der numerischen Mathematik:

Algorithmen anzugeben, mit denen effektiv und robust Berechnungen aus-
gefithrt werden konnen. Fehler begrenzen die Resultatgauigkeit und sind in der
Regel unvermeidbar.

| Arten von Fehlern |

Eingabewerte < fehlerbehaftet!
a) Eingabefehler (Mefidaten)

/ AN
b) systematische Fehler des Algorithmus ¢) Rundungsfehler bei allen
(im Algorithmus begriindet) arithmetischen Operationen
AN /

d) eventuelle Fortpflanzung dieser Fehler (Aufschaukelung !!)

fehlerhaftes Resultat

a) Messfehler, Rundung auf Maschinengenauigkeit

b) — Abbruch unendlicher Reihen
— Annédherung komplizierter Funktionen durch einfachere

— Diskretisierung
¢) typische Maschinenarithmetik

d) Problem der aufeinanderfolgenden Schritte besonders zu untersuchen
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1.1 Zahlendarstellung in Rechnern - Maschine-
narithmetik

frither: & Mantisse *37%P mit 3 = 2, 3 = 16 (oder selten 3 = 10 Robotron R300)

heute : moderne Gleitkomma-Koprozessoren- FPU benutzen IEEE- Datenformat
Institute of Electrical and Electronics Engineers

a) single precision: 4 Byte (1 Wort)

b) double precision: 8 Byte (1 Doppelwort)

a) 31 23 22 0
! ! ! |
| s | characteristic | mantisse |
T T T T
b) 63 52 51 0

0 < mantisse < .111...14
Zahl = (—1)% - 227 . (1.0 + Mantisse )

. /

1< Aﬂgeil <2

Binérdarstellung solcher Zahlen fingt immer mit Bit 1 an — keine Speicherung
Exponent:

a) 8 Bit = 1 Byte Characteristic, schreiben hexadezimal 2 Hexadezimalziffern
0..9ABCDEF, Fyg = 11115 = 1599

Char = 00y...F Fy

Sonderfall: Char = 00y und Char = FFy

ansonsten: Char = Exp - 7TFy

Exp = Char —127

Exp € [-126,254 — 127 = 127] <= Char € |01y, FEy]
Char = 00y und Mantisse = 0...0, = Zahl ,,0“

— Mantisse =0...05 =4 INF inity
Mantisse # 0...0 NaN (not a number)

z.B. 3,2, 0 x 0o ergibt NaN(Not a Number)

Char = FFy =255
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b) analog bei 11 Bit fiir Char (52 Bit Mantisse)

also von 000y bis TF'Fy  (019...204710)

hier: Char =000y — Zahl 0 (Mantisse = 0)

Char =7FFyg — +00 bzw. NaN
sonst: Exp = Char —3F Fy
= Char —1023
Exp € [~1022,2047 — 1023] < Char € [001y, 3FEy]
Folgerung 1.1

fi(z) Annéherung der reellen Zahl z durch maschinen—interne
Darstellung im IEEE-Datenformat —

1. |z] <2720 (bzw. 27192) — fi(2) =0
2. |z| > 228 (bzw. 2'9%1) = 2 nicht darstellbar

3. sonst fl(z) = 2(1+¢), |e| < €macn  »Maschinen-Epsilon*.

Definition 1.2
Emach Kleinste positive Zahl & mit

fllde)>1
!

in der Maschinenarithmetik ausgefiihrt

1 =2"- (1.4 Mantisse)
Mantisse = 0...01
a) 23 Bit
b) 52 Bit

Folgerung 1.3
Bei jeder einzelnen arithmetischen Operation & gilt
flla®b) = (a®b) (I1+¢e) mit |e| < emach
S—— S——

Maschinenergebnis  exaktes Ergebnis

Besonderheit: bei der Subtraktion
Stellenausloschung
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Beispiel 1.4
zur Vereinfachung betrachten wir Dezimalarithmetik mit 4 Mantissenstellen

a) 2 Zahlen unterschiedlicher Grosse

1000 - 102 1000 - 1072
—.1000 - 1073 —.000001 - 10™
19999 - 107! 1000 - 1072

Fehler analog Folgerung 2

b) 2 Zahlen fast gleicher Grofien
1234 -10°
—.1235 - 10°
—.0001 - 10° = —.1000 - 10? exaktes Ergebnis fiir diese eine Operation

aber: waren Summanden fehlerbehaftet durch vorherige Operation
— z.B. nur Ziffern .123 verlésslich, in beiden Operanden
= so0 erhalten wir ein vollig unsinniges Ergebnis.

Beispiel 1.5
Berechnung der beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung

2> +pr+q=0 rip=—5= /() -y
l
bei einem der VZ eventuelle Ausloschung

aber es gilt stets

1. stabil betragsgrosste Wurzel

T = — <§ + (signp) <g>2 - q)

2. berechne betragskleinere Wurzel nach Vietaschen Wurzelsatz:

pe=L garantiert fl(xq) = xo(1 + 2¢)
x1
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1.2 Fehlerfortpflanzung

Beispiel 1.6
Seien Ij...Isg zu berechnen mit

1 /1
1, = —/ z"e"dx
€ Jo

1. Algorithmus (instabil):

Ihy=1- % mit €,,4c, berechnet, mit partieller Integration folgt:

Lamet|f — nfol " tetdr

I, =1 1
=
(u=2a" v:exe)

\h:1—nh4\

Rechnung ergibt:
Hauptgrund:

Iy = fl(ly) =1+ €

I, = 1—1i0—|—€1211—|-60—|—€1
I, = 1—-2L =L+ 2 +...
I3 = I3—3-2¢+ ...

= I, Etnle+ ...

:’)\u

2. Algorithmus:

Lii=2(1-1,)

Fehlerbetrachtung analog zu Algorithmus 1 aber umgekehrt

— frithere Fehler werden stark geddmpft (wie =)= Startwert

2.B. I g vollig beliebig — Riickrechnung bis Iy ergibt fast fehlerfreien Wert.

Theorie:
e absoluter Fehler der Grosse z : Ax

T=x+4 Az (gendherter Wert=exakter Wert + absoluten Fehler)

e relativer Fehler der Grosse z: 6z

T =z(1+ éx)

Sr = 28
X
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e Vorwirtsanalyse des Fehlerverhaltens eines Rechenprozesses:

Eingabegrossen X1y ey Ty

mit Eingangsfehler Auxy... Az,

bzw. 0xy...0%,
Rechenvorschrift:

y=o(T1, ..., Tp)

a) betrachte Fortpflanzung der Eingabefehler
b) betrachte zusétzliche Rundungsfehler in der Vorschrift ¢
a) haufig reicht Betrachtung der 1. Ordnung in einer Taylorentwicklung:

Ny=7g—y = plr1+ LDz, ...z, + Dxy) = @(21, ..., Tp)

n

= S Pt o) A

i1 0:)3,

also Grossen (g—;;) Indikatoren fiir starke oder schwache Empfindlich-
keit gegen Eingangsfehler

e Riickwéirtsanalyse

Ergebnis: Resultat g ist fiir exakte Eingangsgrossen &; +¢; (i = 1, ...,n). &
nicht exakt bekannt, aber Abschédtzungen der Art

l€il < Emacn - f(n) - || ]

sind moglich.

Beispiel 1.7
Grundalgorithmen der linearen Algebra die auf Skalarprodukten basie-
ren.



Kapitel 2

LOsung linearer
Gleichungssysteme

Aufgabenstellung:
geg.:  A(n x n)-Matrix
A= (aij)?,jzlv b= (bi)i,
ges.: Losung von Ax =b Losungsvektor x = (x;),
2 Moglichkeiten zur Losung x eines Gleichungssystems zu gelangen

e direkte Verfahren — Gauflscher Algorithmus + verwandte Methoden

e lterationsverfahren

2.1 Direkte Verfahren

2.1.1 Gauflscher Algorithmus

Grundidee: subtrahieren %—fache der 1. Zeile von allen anderen

(1) (1)

A 4 A® U5y e gy
0 4@ ... o2

und dieser Proze wird fiir die (n— 1) x (n— 1)-Restmatrix fortgesetzt (rechte
Seite kann sofort mit transformiert werden)

(A|b) = (AD|[pW) — (AP |pP)) — . — (A™ M)

11
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Uy =0 UG
wobei AW = U = : obere Dreiecksmatrix
unn

Durch Zeilenlinearkombinationen der Ausgangsgleichung Ax = b hat sich x
nicht gedndert, also Uz = b™ leicht auflésbar:

Riickwartselimination
b
T, = —
unn
_ LI
Ty = A —Zuijj — =n—1,..,1
>k kk

2.1.2 Bemerkungen zum Gauf3schen Algorithmus

Bemerkung 2.1
agz) # 0 notwendig wegen Division aber numerische Forderung:

” |a,(j€)| nicht klein® ist Voraussetzung um ein stabiles Verfahren zu erhalten
—> Rekursion:

*®)
Zeile j := Zeile j — (%) * Zeilek

kk

(k)

nach 2.1 — (%) moglichst klein
Ak

deshalb:

Pivotisierung
d.h. suche ein geniigend grofles Element a,(ff,) in der jeweiligen Restmatrix und

vertausche Zeilen (Spalten) p «+— k (v +— k) in der Matrix (A®)] k),
k) (k)

so daf3 a,(w zu a,, in der vertauschten Matrix wird
(die Spaltenvertauschung zieht eine Umnummerierung der z; nach sich)
deshalb:
Varianten: 1.) | Spaltenpivotsuche*
|a(k)| = max \a(k)| esucht
ik R Gik g
— dann Zeilenvertauschung p «— k
2.) ,Zeilenpivotsuche*
|a,(fu)| = max \a,gz)| gesucht
— dann_Spaltenvertauschung v «— k und merken
3.) ,vollstindige Pivotsuche* ( Mehraufwand !!)
|aff)| = max |az(-f)| gesucht
ij >k
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Algorithmus 2.2 Gaufl Algorithmus
Das Verfahren kann mathematisch exakt durch Matrixoperationen

beschrieben werden. Wir betrachten der Einfachheit halber nur

Spaltenpivotisierung

1. Schritt
Pivotisierung ergibt Index p; > 1

[ 1 — 1

1 i
1 H1
Py ist Permutationsmatrix, die 1. und u;-te Zeile vertauscht (bei py > 1)

— (PLAW| M) = (AW 5(1))
hat ,, Pivotzeile* an Position 1, aﬁ’ ist betragsgrosstes Element
A (1)
%1 _fachen der 1-ten Zeile von der i-ten ergibt

Subtraktion des —H;

ay

ﬂl‘l([l(”\ 5(1)) = (A®@]p@)

1
Z'/—l B —l~21 Elim; . s 7 aan
L= »Eliminationsmatrix®, {;; = £
_an 1
2. Schritt
Pivotisierung
— 1 A
0 1 2
1
P2 =
1
1 0 — [
e 1 —
T T

2 223
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]j;lpz(A@)‘ b)) = (A®)| )
usw. schliesslich:
LY Py L7 Py .. - LT PL(A] D) = (U] ™)

(P Permutationsmatrix, die k-te Zeile mit der py-ten Zeile vertauscht
wobei (ux > k))

Bemerkung 2.3

Bemerkung 2.4
Um Speicherplatz zu sparen benutzt man eine geschickte Realisierung
die den frei werdenden Speicherplatz ausnutzt.

Schritt 1:

Py (A]b) wird ausgefiihrt (d.h. Zeilen 1 und p; vertauscht) jetzt: Mul-
tiplikation von L;'(AM]b1) ab Zeile/Spalte 2 wird ausgefiihrt, d.h.:

o =al) —ha vi>1 vji>1

in der 1. Spalte (wo theoretisch Nullen entstehen)
speichert man l~21...l~n1

Schritt 2:

neue Pivotisierung in Spalte 2 (ab a$)) und Py(A®H®) wird mit
gesamtem gespeicherten Feld ausgefiihrt ! (also auch I mit ver-
tauscht) danach wieder Eliminationsschritt und abspeichern von /;5 in
2. Spalte usw.

Formelsatz
for k=1,2..n—-1 do

e Spaltenpivotisierung in k-ter Spalte ab a,(jc) — LU

e Vertausche k-te und p-te Zeile (gesamte Zeile)
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e fori=k+1,..,ndo

i

15

= ( Speichern auf (i,k)-Position)

Lip =
¢ ~ (k)
Ay

Subtrahiere das Zik—fache der k-ten von i-ten Zeile:

= @ [ =k,
b§k+1) — EEk’—l}J)lﬁk’

(mit ;, geschrieben!)

k-ter Schritt:
Matrix der Form

U1
Ao1 U
A32
@y = | T e .
. No—1k—1 dkk
| )\nl >\n2 )\nk—l dg;;)

(\i; vertauschte [;;)

k)

e jetzt Pivotsuche aus EL,(;Z) bis dilk — Zeile

e vertauschen gesamte Zeile k und py

e speichern neue \;; unterhalb von d,(!?

L
ik = Tk
al(fk)

e Subtraktion des \;;-fachen der Zeile (dg?ﬂ..

ergibt: (T*+1] plk+1)),

Uk—1n B](f_)l

)
Uln
)
a,(;’%’

~(k), 7(k
a0

7 (k
R

B

von allen anderen,
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Dies fithrt auf ein allcemeine Formel:

~ (k) ~(k

(k41) o) _ 3i)a)
ij = Ay O

kk

Am Ende ist (T™| ™) auf dem Matrixfeld gespeichert, mit denen folgendes
gilt:

T —

1
U1 Uy
I = 21 0 . U= ’
0 Unn
lnl lnn—l 1

Bemerkung 2.6
Definition 2.5 = LU = PA wobei P = P,_;...P; Produkt der benutz-
ten Permutationsmatrizen ist. Deshalb ist Gaufischer Algorithmus auch
eine LU-Zerlegung (LR-Zerlegung) der Matrix PA (bei Zeilenpivotsu-
che oder vollstindige Pivotsuche gilt LU = PAQ mit () dem Produkt
von Spaltenvertausch.) Besonders wichtig ist diese Vorgehensweise, wenn
viele (zeitlich nacheinander auftretende) rechte Seiten vorhanden sind:

1.) LU =PA LU-Zerlegung

2.) fiir jede gegebene rechte Seite 16sen wir

Arx = b
<~ PAx = Pb
LUx = Pb

mit Hilfe von:

2.1.) Ly=Pb=10b ergibt y
N———

Vorwéirtselimination

Y1 = él
Ye = br—> luyi k=2,..n

i<k
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22.) Uxr =y ergibtx

Riickwéartselimination
xp = (yp — D upiwy)/uge k=mn—1,..., 1.
i>k

2.1.3 LU-Zerlegung bei schwach besetzten Matrizen

Sei A € R™" die Anzahl der wesentlichen Operationen zur Durchfiihrung von
PA = LU ergibt |n?/3

Definition 2.7
Sei A € R™", dann bezeichnet man A als Schwachbesetzte Matrizen (englisch
,sparse”) wenn sie wesentlich weniger als n? Nichtnullelemente enthélt.

— Idee: Ausnutzung dieser Nullen um Operationen zu sparen

Beispiel 2.8
Bandmatrix (Bandbreite m : a;; = 0 <= |i — j| > m)

ohne Pivotisierung:

sind L und U wieder schwach besetzt, Bandbreite m =~ nm? Operationen.
Problem:

Pivotisierung «— ,,fill-in“ — Vernichten von Nullen Vertauschung k-te Zeile
mit p-ter Zeile besser, wenn f, nahe an k als wenn py, — k grofl (— | fill-in“)
etwa folgende Pivotisierungsstrategie:

k k
ja!| > 7 max )| (7 < 1)
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2.1.4 Cholesky- und Crout-Zerlegung
geg.: A = AT positiv definite Matrix d.h.

a) 2T Az >0 Vo #0,z €R"
<= b) alle Eigenwerte positiv
<= ) alle Hauptminoren positiv dh. det(aij)fj:l >0 k=1,..,n

Satz 2.9
J genau eine obere Dreiecksmatrix R mit A = RTR.

Beweis: konstruktiv: Cholesky-Zerlegung betrachte

0

— T ; —
ajrp = € Aey mit e; = | 1

L 0

= e;FRTRek = (Re;)" (Rey)

Skalarprodukt von k-ter und j-ter Spalte von R

min(j,k)
ajk = Z TikTij

Ordnen Elemente a; spaltenweise (j < k) und betrachten jeweils obige Formel
— definiert genau ein Element von R

2
11 =T Tl = vann

USW.
ik = 5 (a]k doririy) Vi <k
<1 k=1,...n
ree = (awe — 2 rE)Y
i<k

Bemerkung 2.10

e alle Wurzeln sind definiert, da A positiv definit (induktiv zeigen)
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e Spaltenskalarprodukte der Elemente von R — bei schwach besetzten Ma-
trizen folgende Speicherung giinstig: obere Halfte von A «— R

e Anzahl notwendiger Operationen: n®/6 (halber Aufwand gegeniiber Gauf)

e schwach besetzt, Bandbreite m —~ "T""F

e auch zeilenweise Berechnung der r; mdoglich

Definition 2.11 ) )
Eine Zerlegung der Form A = RTDR mit D = diag(dy; ... dpy)

1 'Fij

S5
Il

0 1
nennen wir die Crout Zerlegung .

Offenbar gilt:

R=D:R— RTR=R'DiD:R

auferdem wenn wir L = RT, U = DR setzen = A = LU (von LU-
Zerlegung).

Die Realisierung erfolgt analog zu Cholesky: (Beachtung von wuy; = dj, - 7y )

U = ajk—z:f,-juik \V/j: 1,,]{?—1
i<j
5o . Yk _
Tk = d; k=1...n
dir, = apk — Z TikUik
i<k

Bemerkung 2.12

u;y, fiir Spalte k£ nur auf einem Hilfsvektor zu speichern (nach Berechnung
von dy, unnotig.)

Bemerkung 2.13
Auf der ehemaligen Hauptdiagonale (Elemente ag;) wird am

besten (1/dy) gespeichert (da nur Multiplikation mit 1/dy. notwendig)
Gleichungssystem: Ar =b: RTy =0 — 2= D"y — Rz = 2.

Bemerkung 2.14
Wieder Spaltenskalarprodukte der oberen Hélfte der Matrixelemente

(é, U) notwendig — die ,fill-in“- Positionen sind exakt bekannt, woraus
sich das ,,Profil, sky-line“- der Matrix A
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Bemerkung 2.15
A symmetrisch positiv definit = dy, > 0Vk, die Crout-Zerlegung kann auch
fiir indefinite Matrizen versucht werden (dann eben dy < 0 fiir einige k)
Gefahr: kleine |dyx| — wére Pivotisierung notig.

2.1.5 Spezialfall Tridiagonalmatrizen
d.h. Bandbreite 2 (oder 3 je nach Definition)

ai ... app besetzt  ay; =
12 ...0n_1, besetzt a;_1; = [is1 i=2,..,n
a1 ...0npp—1 besetzt a1 = v 1=2,..,n

sonst a;; = 0
Gleichungssystem:

oz + b = by

Vo1 + oy + oy = by

Yn-1Tp—2 T Qp_1Tp_1 + ﬁn—lxn = bn—l

’ann—l+anxn = bn

definiert man noch vy, = 0 und 3, = 0 so gilt:

Vi%io1 + 0 + T = bz'W‘
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Ges.: einfacher Algorithmus, um die z; zu bestimmen

Idee: |driicken x; durch z;, aus‘

1. Gleichung ayxy + Bixe = by

x1 1= DBy —A156’2, B, = b—1, A = B

Einsetzen in 2. Gleichung

Vo1 + oy + Boxz = by

sy = (by — Yox1 — Baws)
asty = (by — 2By + 1A 1xe — Poxs)
(ag — Y2 A1)x9 = by — 2By — [oxs
Ty = Bg - AQZIZ’g, mit
by — V9B
By, = 2 — T2b1 A, — o

) Q= ——
as — 124 s — YAy

usw.: es gilt xp = By — Agzpr k=1,..,n— 1, wobei

b — VB
B, = k — VkDk-1
ap — YeAr—1
I
ap — YeAr—1

jetzt: 2,1 = B_1 — Ap_17,
letzte Gleichung

YnTn—1 + ALy = bn
fYan—l - fYnAn—lxn +apxr, = bn

bn - anBn—l

=B,
ap — fYnAn—l

Ty —
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Algorithmus 2.16 fiir Tridiagonalgleichungssystem
input: | HD.: Qaq...00 output: ...z, Losung
obere ND.  (;..0,_1
untere ND. 5.9,
rechte Seite b...b,

1. Start: By=Ag=7v=0

2. for k=1,...,n do

{ Ar = B/(ok — MAr-1)
By = (by —vBr_1)/(x — veAr_1)

3. z,:= B,

4. for k=n—-1 downto 1

Ty, = By — Apxpq

Bemerkung 2.17
Dieser Algorithmus entpricht der Durchfithrung des GAUSSchen Algo-
rithmus ohne Pivotisierung = also nicht immer stabil!
anwendbar:
bei diagonaliiberwiegenden Matrizen |o;| > |5;| + || (auch bei symme-
trischen, positiv definiten Matrizen)

2.2 Fehlerbetrachtung bei linearen Gleichungs-
systemen

Fortpflanzung von Fehlern in der rechten Seite nach Theorie aus Kapitel 1 z; =
©k(by...b,), wir brauchten % = (A™Y), dh. sehr viele Grofien, diese sind un-
handlich, deshalb betrachtet man Vektornormen fiir Fehler, dh. 2 € R™: ||z|| eine

Norm

Beispiel 2.18

p=1 |zl = |z Summennorm

zll, = O |$i‘p)1/p p=2: x|l = v/  |x;]*> Euklidische V.-n.

p=00: |[[z]e =max|zr; Maximumnorm
(2



Losung linearer Gleichungsysteme 23

benotigen analog Matrixnormen insbesondere fiir eine Abschétzung der
Art

[Az|| < [[Alll]]]

Eine Matrixnorm || - || heifit vertréglich mit einer Vektornorm || - || wenn
Vz € R™ obige Ungleichung gilt. Wird ||A|| = max |Az||/||z|| definiert,

so ist diese stets mit der benutzten Vektornorm vertréglich.,
2B [|A]l, = max || Azl /[,

p=1 |Ally = max > |a;;| Spaltensummennorm
J i

p=2 |Allz = p(A*A)Y/2 (Spektralradius)  Spektralnorm

p=00 ||Alcc =max)’ |a;] Zeilensummennorm

J
oft auch || Al|r = (3 |ai;|*)V/? = tr(A*A)Y?  Frobeniusnorm
j
(trB =3 bii =) Xi(B))

Bemerkung 2.19
Matrixnorm erfiillt |AB|| < ||A|||| B]|

Bemerkung 2.20

1. Fehlerentwicklung aus Fehler in der rechten Seite:
= b hat absoluten Fehler Ab € R”
(relativer Fehler definiert Zahl 6o = || A b||/||b]|) und das fhrt zu den
absoluten Fehler in der Losung von Az A(x + Ax) =b+ Abda Az =b

ANz =NAb

typisch fiir lineare Zusammenhénge von Input- und Output-Gréfien ist

I Al =A™ Ab| < [[ATHII A b
(fiir eine mit Vektorrnorm vertrigliche Matrixnorm)
besser: relativer Fehler

Definieren:
YA AT A
PV I VY ]
[Edl [Edl 0]
A= A b|||| Az|] L
< [[AT||[|Al|6b
ol [l

Die Zahl k(A) = ||A||||A™!|| heiBt Konditionszahl der Matrix A (von der
jeweils gewéhlten Matrixnorm abhéngig).




Losung linearer Gleichungsysteme

Oft wird die Spektralkondition :

_ A* A)L/2 o1 (A "
w(A) = ALl A7 = 2957 = 25 0i(A) = VA(ATA)

benutzt.

2. Die Fehlerentwicklung bei der LU-Zerlegung ist schwierig zu untersuchen.
Es gibt Riickwértsabschiatzungen, die die iiblichen Aussagen liefern: Er-
gebnis L - U ist exakt fir A+ AA mit | A Al < énaenl| Al - f(n) «—
(je nach Verfahren / verschiedene Pivotisierung). Somit ist nicht Ax = b

sondern
LU =(A+AA)Z=bmit T =z+ Az
gelost.
Abschétzung des resultierenden Fehlers :
b = sl ||<A+AA|>|*|1lb—A*1b||

(A+AA4)7—AT = (I+AAA)TATT AT
(I+ATTAA)T—T)A™

Voraussetzung: ||[A™' A Al <1

Hilfssatz 2.21

IFl<1 = (I-F)"! ZFk

= [|(I-F)7} < Neumannsche Reihe

1- IIFII

Fe—A'AA = (I+A AN —T=3 (—1)"(ALA A"

n=1
Z—Z( D AT AAPTIATIAA
(T A A A 1A A A
—(A+AA)TAA
(A+ AA)~T — —(A+ DA A AAT
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1Az (A+AA) A Ag|
] ]

< (A+A4)7T A4
IA™" A A

<

- 1 ||[ATTA A

da monoton wachsend firxz € [0,1) :
—x

< _MATIIAAL _ A(A)da

AT A AL T = k(A)da

mit 64 = % als relativen Matrixfehler

2.3 Iterationsverfahren

2.3.1 Elementare Iterationsverfahren

Grundidee:
(1) Uberfiihrung der Gleichung

Ar* =0 (1)

in eine Form z* = Bz* + ¢ und Iteration z**Y = Bz®) + ¢, die gegen die
exakte Losung x* von konvergieren soll.
— Aufspaltung A = C — N (,convergent splitting“)C' invertierbar

Az = b= Caz*— Nz =0
¥ = O YNz*+b)
* = C'Nz*+C™ '
B = C'N=I-C"1A, wobei c¢=C™'b

(2) iterierfihige Gestalt = |z**) = C~1N2® 4 ¢ (3)
andere Moglichkeit der Darstellung von (3):

g = oY C — A)x™ 4 ¢
= 2 — C71(Az® —b)
Az®) — b = r®*) Residuum des Gleichungssystems
L) () _ o=1,(8) (4)
(bendtigen wir spéter fiir Verallgemeinerung)

Beschiéftigen uns mit Konvergenz in Form (3):
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g k1) = C'N2® rc| +
= Bxz®) 1+ ¢

x* = Bx* + ¢ —

x(k—l—l) —rf = B(Jj(k) - SL’*)

B wird auch Fehleriibergangsoperator genannt,

offenbar:

|B|| < 1 (fir irgendeine Matrixnorm, die mit der Vektornorm ver-
triiglich) = Fehler ||z®) — z*|| — 0

Satz 2.22
Ist || B]| < 1, so konvergiert das Iterationsverfahren (3) gegen die exakte
Losung z*.
Beweis:
|2® — || = ||B* 2™ — )|
< |IB]*)l2"” - 2*|
U
Satz 2.23

Ist p(B) < 1 <= das Iterationsverfahren (3) konvergiert gegen die exakte
Losung (wegen p(B) < ||B|| Y Matrixnormen ist dieser Satz schérfer).

Beweis: Mit Hilfe der Eigenzerlegung von B.

2.3.2 Einzel- und Gesamtschrittverfahren

Sei A=L+D+U,

L strenge untere Dreiecksmatrix
U strenge obere Dreiecksmatrix
D = diag(A)

Definition 2.24
C=D, N=-L-U

= Iterationsvorschrift

2D = D7Y(b — Lz® — U2z®) (Gesamtschrittverfahren, Jacobi-Iteration)
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elementeweise Betrachtung:

o e
e® = | | gkt = :
$£Lk) $1(1k+1)
k+1 k kN
9:§ = %(bj - Z%ME = Zaﬂxf ), j=1.n
1<J 1>]

hieraus Idee: Einzelschrittverfahren (Gaufi—Seidel-Iteration)

27

xgkﬂ) 2"V schon vorher berechnet, also in der obigen Formel benutzbar:

e ]_1
k+1 k+1 k
ZL’§ ) = %(bj - ajixl(- ) > ajixl(- N

(dies ist die praktische Durchfithrung, gleiche Operationszahl wie GSV)
theoretische Untersuchung;:

l,(k-l—l) — D—l(b . Ll’(k+1) . Ul'(k))
— (D+L)2*" = b—U2W
2™ = (D+ L)' (b—U2W)

d.h. es ist elemetare Iteration mit

C=D+L N=-U

Somit ist die Konvergenz beider Verfahren klar:

p(DYL+U)) = pI-D1'A)<1 <= GSV konvergent
p(D+L)"'U) = p(I—(D+L)"A) <1 <= ESV konvergent

beides ist z.B. bel diagonal dominanten Matrizen erfiillt.

Definition 2.25
A streng (schwach) diagonal dominant

= || > (=) 3 lar;|VEk
7k

(>) — in mindestens einer Matrixzeile gilt >.
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2.3.3 Unter- und Uberrelaxation

Die Differenz | 21 — 2 | (| Verbesserung® der Niherung)
kénnte man iiberhohen, um mehr in Richtung der Losung zu kommen:

7®) = Bz® 4. (3"

w>1 Uberrelaxation
w <1 Unterrelaxation (selten benutzt)
w =1 elementares Iterationsverfahren

einfaches Aussehen in der Form (4):

B L) _ o)

— gkt = ) o) (4%

Beispiel 2.26 )
SOR (sukzessive Uberrelaxation) entsteht durch Definition C' = D 4+ wL

— 2* ) = W _ (D +wL)H(Az™ —b)
= wD+wL) ™+ (D+wL) Y (1 —w)D —wU)z®
2R = c(w) + B(w)x(k)

Bemerkung 2.27
In der praktischen Resalisierung @hnlich wie Einzelschrittverfahren:

= (= Y age Y = azal?) + (1 - w)al?
1<j 1>]
Bemerkung 2.28

Die bisher betrachteten Iterationsverfahren werden nur angewendet in folgen-
den Situationen:

a) Matrix A stark diagonal dominant (gut konditioniert),

b) Matrix A schlecht konditioniert, Verfahren wird zur
Dampfung “hochfrequenter’Fehleranteile verwendet (so-
genannte Glatter) nicht aber zur Losung des gegebenen
Gleichungssystems. (spater: Multigrid-Methode)
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2.3.4 Instationire Iterationsverfahren

Grundidee:
) Niaherung fiir Losung z*, konstruieren ,,Suchrichtung® ¢*)
(Bsp.: Elementare Iterationsverfahren: ¢} = C—1r(*))
Definieren: z*t1) = 2®) 4 q,¢®  so daB neuer Fehler z#+1) = g+ _ g
,minimal“ wird. ,minimal“ heiBt Fehler 2+ bzgl. einer besonders zu defi-
nierenden Norm (iibliche Euklidische Vektornorm ist ungeeignet: z* unbekannt).

Definition 2.29
Skalarprodukt im R”

<z,y>=y' Fx Vr,ycR"
wobei ' = FT positiv definit Matrix (n x n).
(im komplexen C" : y*Fx, F = F* > 0)

Das Skalarprodukt < -, - > induziert die Norm

2] =<z, >2 VzeR"
ay so berechnen, da Fehler z(*+1) minimale Norm hat:

< D )

292 + 205 < 2, ¢ > +adllg®)|?

< Z(k)7q(k) >

(k+1) ini =_ -7 1 7
|z | minimal <= |ay — >

Hieraus entstehen viele Varianten durch

1. Festlegung des konkreten ¢*

2. Festlegung des konkreten Skalarprodukts
< 2B ¢k >= q(k)TFz(k) muf} berechenbar sein, z.B. bei F'=ZA

q(k)TZAz(k) = q(k)TZ(Ax(k) — Az")
b
— BT Zp®

aber zusétzlich: ZA mufl symmetrisch positiv definit sein!
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Beispiel 2.30 F = A Koordinatenrelaxation
q¢*) = e, (modulo n),

el

—— ap = —

ALl

Beispiel 2.31 F' = [ Kaczmarz - Verfahren
q¢*) = ATe;, (modulo n) — k-te Zeile von A

(ATep) T2 e rk)
e ap = — = —
lg™ 3 lg™ 113

Beispiel 2.32 F = A Gradientenverfahren

¢ = C-1p®)
weitere Moglichkeiten fiir Wahl von F': F = ATA F=ATC7'A

heifft Gradientenverfahren (Verfahren des steilsten Abstiegs)

Namensgebung:

definieren: p(z) =< CCV Az, 2 > -2 < CCVh 2 >

mit < z,y >= (Cx,y) = CTCx fiir A = A" positiv definit, C' = C'T positiv
definit

berechnen Gradient:

1. Richtungsableitung :

o et 7s) — p()

ds 7—0 T
Is]? = <s,s>=1
2. suchen s, so daf§ g—‘; — max ||s]|=1

= Gradient ~ C~'(Az — D)
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Beispiel 2.33 Verfahren der konjugierten Gradienten
F=A (A= AT positiv definit)
¢® = w® 4 B_1q® D mit w® = C-1p®
—, s0 daB < ¢, ¢+ >=0

und wieder < zF*! ZF*1 > min
(0%

e hieraus zeigt man induktiv:
<2k ) >=0 Vi<k
— {¢} Orthonormalsystem
— bei k=n—1 2 L span(¢?..q" V) =R" — 2™ =0
— endliches Verfahren

Algorithmus 2.34
(im einfachen Euklidischen Skalarprodukt aufgeschrieben )
Start: ¢ = w® = C~ 40

(), r®)

T A, )
2D = 20 g o)
PED ) g (Ag®)
w(k+1) _ C_lr(k"H)
(wk+D) | (D)
Br = : — hergeleitet aus obiger Forderung

(w®, 7 ®)
gF D = D 4 g e

Wird in der Regel in vorkonditionierter Form angewendet:
C ,,Vorkonditionierung® ebenfalls symmetrisch positiv definit
klassich: C' = I — HESTENESS/STIEFEL

2.3.5 Konvergenztheorie der Iterationsverfahren

Satz 2.35
Bei fast allen Iterationsverfahren gilt

20 = p(A)20
mit: z*) Fehler im k-ten Schritt
L) — k) _ g

pi(t) Polynom vom Grade k mit pg(0) = 1.
A = C7'A Tterationsoperator (bestimmt die Konvergenzgeschwindig-
keit)
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Beweis:

e stationdres Iterationsverfahren:

L) ) o1
r®) = Ag®) —p = A
LD = ) 0T = (T - 07 A) W
2B = (I - C7TA)RO

hier: py(t) = (1 — t)¥, bei Uberrelaxation: py(t) = (1 — wt)*

e instationéres Iterationsverfahren
Gradientenverfahren/steilster Anstieg:

kD = g0 4 01
A = (I + agd)z®)
Z(k) — (I —|— Oék—lA)(] + ak_2A> T e e ® ([ _'_ aOA)fZ(O)

k—1

pe(t) = JJA+ast)

J=0

e Verfahren der konjugierten Gradienten

q(k—l—l) — w(k—l—l) + ﬂkq(k) (2)

Wobei q(o) e w(o)’ w(k) e C_lfr’(k) e C_lAz(k) = Az(k)

Annahme:

SR — pk(A)z(O)
¢ = Ag(A4)z"

Zeigen Rekursion fiir beide Polynome

pi(t), g (t) von Grade k, pp(0) =1
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Induktionsanfang: k=0

po(t) =1 qo(t)

20 = po(A)z® g0 = = 42O erfiillt

Induktion nach k aus (1), (2):

Prr1(t) = pr(t) +ax  tae(t)
——
Grad k+1
Pk+1(0) = pk(O) =1

WD 4 G ®)
!
" = Agr (A2 = Appi(A)2? + BrAg(A)z
= QGu1(t) = DPrr1(t) + Breaqi(?)

Fazit: Stets gilt

2V =pe(A)Y (pr(0) = 1)

Konvergenztheorie
Zerlege 2% nach den Eigenvektoren von A (setzen A als diagonalisierbar
voraus):

Ap; = Xip; 20 = Z Yipi
- Zz (k) Z’yzﬁpz Z’yzpk sz st |pk( )|

%,_/
klein Vi(bzw. konvergiert gegen Null £ — 00)
= z(F -0

also ist Frage der Konvergenz 2¥) — 0 in ein Approximationsproblem

tiberfithrt worden: Wie schnell konvergieren die Werte |py(A;)| gegen Null
(k — 00)? (Beachte: py(0) = 1Vk) Einschrinkung: Sei A selbstadjungiert
bzgl. < -+ >2zB..C=CT, A= AT + positiv definit und F = 4 (= A
hat reelle Eigenwerte)
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Bemerkung 2.36
2]* =< z,2 >= (Az, z)

A ist selbstadjungiert beziiglich diesem Skalarprodukt

<Az, x >= (AC'Az,7) = (Ar,C 'Ax)
= <z Az >

— Eigenvektoren sind ONB beziiglich diesen Skalarproduktes und alle
Eigenwerte von A sind reell

=01 = 1S el = S (A

Beispiel 2.37 Uberrelaxation

pe(t) = (1 —wt)k

Habe A=C"'Anurreelle EW 0 < \; < ... <\,
(z.B.: C = CT positiv definit, A = AT)

Ipe(A)| = |1 —wA\i|F — min  w einzig frei wihlbare Grofe
2
R WP
— pp = max |l —w)\ | = |1 —w)|f
B )V L DV Vi
B A+ A, A+ M
B Eed 3
= |20 < 7"z
1-¢
< —— Konvergenzquotient
n > 1+¢ genzq

(bei optimalem w = im allgemeinen unbekannt)

2
>\1 +>\7L ’

Beispiel 2.38 PCG
Wir wissen 2 = p.(A4)z®  p.(0) = 1 Orthogonalititen
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<2 ¢ >=0 Vi<k
2% 1 span(q@, ..., ¢*=V)
= [2W]] = min || (A) 2|

Vpr(t) : pr(0) = 1
d.h. PCG konstruiert optimales Polynom py(t)

<040 =0 Vi<k 120 = min [(A)=0)|
(k) (0) (k—1) D D =
2% 1 span(q\?, ..., q ) Vor(t)pr(0) =1

d.h. PCG konstruiert ,optimales Polynom* py(t)

Definition 2.39
pr(t) optimal wenn [|py(A) 2| < ||px(A)2 || ¥V (0) = 1

Bemerkung 2.40
pr = max [P (i)

Wenn p; abgeschétzt werden kann, folgt eine Abschétzung fiir die
Konvergenzgeschwindigkeit:

120 < il |2
pr ist im allgemeinen nicht angebbarda es von allen Eigenwerten abhéngig ist

Ausweg: betrachten ein besonders einfach gewéhltes Polynom p,(A)

128 = |pe(A)2
< |Ipe(A)2O)
< max |pr(A)] 29 mit 5(0) =1
< max [F(8)] |2Vt € [Ar, An

A1 kleinster EW, \,, = o(A) groter EW

Aus der Approximationstheorie (spéter) kennt man die Losung (bestes
Polynom py) als

2t A+
g(t) = 557 — =

T}, Tschebyschew-Polynom k-ten Grades
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Ti(r) = StV D (VI
T, = 1
Ty = 1Thp =27Tp — T
also = | Ti(7) |I<1 V7e[-1,1]

1 . 1+§ - ]-_\/E g . - )\min
P = g {T‘“ (1——5>} =2 (1 T @) IS

36



Kapitel 3

Interpolation/Approximation von
reellen Funktionen

3.1 Grundaufgabe

Aufgabe:
Finde eine Funktion ¢ € M, die ein (vorgegebenes) Giitekriterium fiir

gegebenes a), b) und ¢) erfiillt.
wobei:

a) geg.: Funktion f

b) geg.: M Menge von Funktionen
c) geg.: Giitekriterium
Erkléarungen

a) eventuell ist die Funktion f nur durch diskrete Daten

(etwa: f(z;),i=1,...,n) gegeben

b) M ist oftmals ein endlich dimensionanler Funktionenraum

(etwa: IT,, = { aller Polynome bis zum Grad n})

c¢) Interpolation:
die Funktion ¢ muf} an den Stellen {x;} gewisse Werte annehmen
(etwa : g(x;) = f(x;) oder ¢'(x;) vorgegeben)
Approximation:

g soll in einer bestimmten Norm minimal von f abweichen

Nutzen: Benutzen dann g(z) als Annéherung fiir f(x)

37
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(a) um f(Z) zu berechnen an Werten  # z; (Interpolation)

(b) um f(z) =0 zulésen (Abschnitt 4)

b
(¢) um [ f(z)dz ndherungsweise zu berechnen  (Abschnitt 5)

a

3.2 Grundlegende Theorie der Interpolations-
aufgabe

geg.. Xg, ... , T, Stitzstellen
Yo, -, Yn Stiitzwerte y; = f(z;)
geg.: M = span (po(), ..., pn())
Basis eines endlich dimensionalen Funktionsraumes
ges.. g(zr)e M:g(x)= Zoozjgoj(x)
iz

mit g(z;) = y; als Losung eines linearen Gleichungssystem (n+ 1) x (n+ 1) :

mit a = (ag -~ an)’, b= (yo - y)", G = (@5(x:)}=0

Definition 3.1
Wir schreiben fiir eine Funktion f die n- mal stetig differenzierbar auf ein
Intervall [a,b] ist f € C""[a, b].

Satz 3.2

1. Die Interpolationsaufgabe mit der Basis (go, ..., ¢,) ist eindeutig losbar
wenn die HAARsche Determinante det G nicht verschwindet.

2. Die Basis (gq...,) erfiillt die HAARsche Bedingung, wenn det G # 0 fiir
jede Wahl der Stiitzstellen {x;}.

3.3 Interpolation mit Polynomen

allgemeine Aufgabenstellung

geg.. Stiitzstellen Ty - Ty
Stiitzwerte fo oo fo (fe = fzn))
eventuell weitere Vorgaben z.B.my = f'(xy)
M =11,

ges.: Polynom g€ell, :g(x;) = fi

einfachster Fall: nur Funktionswerte vorgegeben
d.h. m = n, 3 eindeutiges Polynom ¢(z) € II,, = span (1, z, ..., z")
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G = (2o = det G =T[(wi —2;) #0 < @ £
i<j
Vandermondsche Determinante

k

hier: Basis pp(x) =2 k =0,...,n wird praktisch nicht verwendet sondern:

Ly(x) = H T e Lagrange-Interpolation

jh kT

oder
n—1

Ni(x) = H(m — ;) bei Newton-Interpolation
=0

NO =1

3.3.1 Lagrange-Interpolation

geg.: fi= f(x;) i=0,...,n
M =11,
ges.:  g(x) €Il : g(z;) = fi
Lagrange-Interpolationspolynom wird direkt angegeben

gmzémmw

wobei Lg(x) alles Polynome vom Grad n sind , die nur von den Stiitzstellen
{z;} nicht von Stiitzwerten f; abhéngen:

Li(z) = I] mi__zjj
J#k

= Ly(x;) = 0x; also g(z;) = f; offenbar erfiillt

3.3.2 Newton-Interpolation

Aufgabe wie bei Lagrange-Interpolation

geg.: M=I1L,, fi= f(z;)

somit gleiches Polynom g¢(z) € II, als Losung der Interpolationsaufgabe, aber
andere Darstellung von g(x):

g(x) =co+cr(x —zo) + colr —xo)(x — 1) + oo +Cp(x —20) + ovv - (T — XTp1)

¢; rekursiv berechenbar:

co = g(xo)=fo
a = g(x)=co+alrri—x) = fi
.o h-h

xr1 — Zo
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usw. oder rekursive Definition von Interpolationspolynomen py(x) € Il; auf den
Stiitzstellen {xzg,...,xx} k=0,1,...n
po(z) = co=fo
p(x) = co+c(x—xo)
= po(x) + c1(z — xp) also mit py(z1) = fifolgt
Ji— Jo _ f1 = po(z1)

T =
Ir1 — X r1 — Ig
usw.
pk(SL’) = pk_l(ilf) + Ck(SL’ — LL’k_l) et (SL’ — LL’())
. ) . fr —pk—l(SCk)
To= AR iCp=
I (i — ;)
7=0
Ergebnis:
po(x) = fo
k-1 I
Pr(r) = pk_1<x>+<fk—pk_1<xk>>-Hoxk_;j, k=10
]:
9(z) = pa(z)

3.3.3 Interpolationsfehler /Konvergenz

Die Lagrange und Newton-Interpolation liefern das gleiche Polynom g € M =11,
in unterschiedlicher Darstellung
ges.:  Abschéitzung des Fehlers
|g(Z) — f(Z)| an einer Stelle T # x;
wenn Zusatzinformationen iiber f bekannt sind, also f € F' (Funktionenmenge
mit gewissen Eigenschaften)

Satz 3.3
{x;} Cla,b] und f € C™a,b] so gilt

eine solche Aussage ist nur moglich,

_ _S"EE) 1
r(z) = f(z) — g(z) = WH@ — ;)

i=0
Beweis:
definiere Hilfsfunktion: h(z) = f(x)— g(z) — cw(z),
w(r) = Mio(r —2),
= h(x;) = 0Vi, fiir beliebiges c,
setzen: ¢ = M — h(Z)=0 T #ux;

w(T)
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h hat (n + 2) Nullstellen. Satz von Rolle: —-

n hat mindestens (n 4+ 1) Nullstellen
h" hat mindestensn Nullstellen

RV hat mindestens 1 Nullstelle T in [a, b]

RO (z) = fOHD(z) — 0 — ¢(n + 1)!

C

_ () (@) - 9(@)
(n+1)! w(T)

0
Ist also |V (2)| < || £ = M beschrénkt so gilt |r(z)| < %W(zﬂ

Frage: n — oo

WEIERSTASSscher Approximationssatz: f(z) € Cl[a,b] kann beliebig ge-
nau durch Polynome angnédhert werden.

aber: feste Vorgabe der Stiitzstellen zg...x,, (n — 00) spielt hier besondere
Rolle, miissen sogenannte Referenzfolge betrachten

XM — {x(()") < g;&") <. < x%")} C [a,b]

Es gilt: Fiir jede Referenzfolge existiert eine Funktion f € Cla, b] fiir die nicht

Hf_gnHoo_>0 gilt
(9, Interpolationspolynom zu Stiitzstellen X ™))

Beispiel 3.4
f(z) = |z| ist eine solche Funktion fiir [a,b] = [—1, 1] und dquidistante
Unterteilung.
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3.3.4 Hermite Interpolation

geg.: fi=f(x;)) und m; = f'(xz;) i=0,...,n
2n + 2 Daten = g € Il
ges.:. g(z;) = f; und ¢'(z;) = m; gesucht
(Losung: Hermite-Interpolationspolynom, wieder eindeutig bestimmt, falls
x; # xj, i # j; Darstellung dhnlich Lagrange-Interpolation moglich.)

3.4 Spline-Interpolation

Nachteil der Polynom-Interpolation:

Bei groflerem n hat das Polynom ¢ eventuell stédrkere Schwankungen
und kann eventuell noch stérker von f in einigen Zwischenpunkten
abweichen als bei kleinerem Grad.

Beispiel 3.5

Polynomiale Naherung mit n=5 Polynomiale Naherung mit n=7

5

80

_10 L

0 5 10 15 20 0 5 10 15 20

Lineare Splineinterpolation Kubische Splineinterpolation

15

_10 L

-15
-10
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Alternative: auf Teilintervallen [z;_q,x;] mit Polynomen niedrigeren Grades
arbeiten.

3.4.1 Kubische Splines

Definition 3.6
Unter einem kubischer Spline versteht man eine Funktion g(z) € C?[a, 0]
mit a = o < z; < ... < x,, = b Stiitzstellen die der Bedingung g(z;) = f;
gentigen, wobei g(z) € M =[], auf [z,_q, z;] Vi.

Betrachtung der Freiheiten/Bedingungen:
an den Stellen xg...z, : g(z;) = f; )
an den Stellen x;...x,_1 : (n — 1) Ubergangsbedingungen:

g(xi—0) = g¢'(z;+0)
g"(x;—0) = g¢"(x; +0)

g besteht aus n kubischen Polynomen: 4n freie Paramter
n mal rechte/linke Interpolationsbedingung g(x;) = f;

2n

+(2n — 2) Ubergangsbedingung } 4n — 2 Bedingungen

Man darf noch 2 weitere Bedingungen stellen:

b) ¢'(a) =m, ¢'(b) =my fiir gegebenes my,, my, (0.4.)

Konstruktion: bezeichnen ¢”(x;) = M;, i =0,...,n
setze hy =x; —x;_11=1,...,n
auf [z;_1,x;] ist g(x) € l3[x;_1, x;) = ¢"(z) linear

J"(x) = Mi_lzi}; I + Mix _h:éi_l fir = € [x;_1, 7
Mi—l (LIZ'Z — .CL’)2 Mz (SL’ — xi_1)2
! . _ R S .
g(z) = 3 5 + h 5 + A,
My (z;— ) M; (v —2;4)?
g(x) I 5 + h 5 + Aj(x —xiq) +

mit gewissen Integrationskonstanten A;, B;
Interpolationsforderungen:

9(z:) = fi, g(xim1) = fiza
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M;_,h?
= fin1 = % + B;
M;h?
M;_,h?
Bi = fin———
.fi - fi—l h’l
B 5 1)

Fazit: Jedes Polynom g(z) € Il[x;_1, ;] ist linear von den Zahlen M; abhéngig.
Bedingung ¢'(z; — 0) = ¢'(x; + 0) einarbeiten, um die Zahlen M; zu bestimmen.

o fiir x € [x;_q,zy):

—M;_ M;
g(z) = o ~(zi — )’ + 2—h($ —zi)? + A
M;h;  fi— fici M;hy  M;_ih;
! P — _
g'(z; —0) 5 + P 5 + 5
h; h;
= di+ =M1+ M,
+ 6 1+ 3
mit
fi— fie1
dj = ——"—
hi
o fiir x c [l’i,xi+1]
M,;h;
g (r;+0) = — 5 4 Ai
h; h;
divy = = My = == Mip

= also: ¢'(x; — 0) = ¢'(z; + 0) <=

h; hi + hiv hita

M+ ———M;

6T TS 76
n — 1 Gleichungen fiir (n + 1) Unbekannte M; noch 2 frei

wéhlbare Bedingungen hinzunehmen z. B.

Mi+1:di+1—di Zzl,,n—l

(a) = M():O

"
:qq”(b) — M, =0 = (n — 1) Gleichungen mit (n — 1) Unbekannten
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Gleichungssystem:
ar b My dy — dy
co . Tt : B d3 — dy
bn—l
Cn—1 Op-1 Mn—l dn B d”_l
hi + h; h hi
mlta,:g,bzz—:c,:—

Diese Matrix ist stets streng diagonal dominant und somit regulér
— M,;...M,,_, stabil berechenbar.
Konvergenzverhalten:
Anders als bei Polynominterpolation konvergiert der Spline gegen f wenn n — oo

3.4.2 B-Splines **

Definition 3.7 (sehr allgemein)
Seien M € Ny und vy < u1 < ... < ug_1 < ug. Der Knotenvektor u =
(uj)j=0,. K definiert eine Zerlegung des Intervalls [ug, u)) in halboffene
Intervalle [v;, v;1)(i = 0, ..., K — 1), wobei {ug, ..., uxg } = {v, ..., vz } mit
Es gelte ; < M +1fiirallel <:i< K —1.
Der Splineraum S, s ist dann definiert durch
Su.m = {f :[uo,ux) — R : Es existieren Polynome py,...,pz_;
Grad < M mit f(z) = p;i(z) fir x € [v;, v;41) und fiir M—I; >0
ist an der Stelle v; M — [;— mal stetig differenzierbar}

Dabei ist mit O-maliger Diffrenzierbarkeit die Stetigkeit gemeint.
u wird als Knotenvektor, M als Grad des Splineraumes S, » und
l; als Vielfachheit des Knotens v; bezeichnet.

Definition 3.8

1 falls u; <z <ujp
Bjou(®) = { 0 falls © <wujoderz > ujiq

firj=-M,-M+1,. . K+M-1,r€R, und
T — Uj Ujpi42 — T
B; () =—L B, .z S b R > wlx
wale) = B ) ¢ )
firj=-M,-M+1,..K+M—-1-2,1=0,1,.,M — 1z € R,

Definition 3.9
Sei f: X — R eine vorgegebene Funktion. Dann heifit die abgeschlossene
Hiille der Menge{x € X|f(x) # 0} der Triger der Funktion und man schreibt
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trf = {zeX[f(z) # 0}

Bemerkung 3.10
B- Splines haben einen endlichen Tréger.

Durch Definition 3.8 sind die B-Splines B; /., auf ganz R definiert.
Durch Linearkombinationen der B-Splines entsteht dann ein Raum von
auf ganz R definierten Funktionen, welcher mit S, p bezeichnet wird.

K-1

Su7MZ:{ 2 CLij7M7u . CI;jER\V/j}

j=—M

3.5 Alternative Interpolation

e Rationale Interpolation

pn(T)

M = { rationale Funktionen
Gm ()

}

schwieriger zu handhaben

46

Vorteile bei Extrapolation: Pole exakt (gesucht Naherung f(z) : = & [a, b])

e Trigonometrische Interpolation
M = span (1,e@, €27, ... en—Dir)

fiir eine auf [0, 27) periodische Funktion f;
k- 2mi

héufig wird auch x, =
Losung:

setzen: w = e erste n—te Einheitswurzel
w(z) =¥ = M = span (w(z)’ w!(z),...,0w" (x))

Interpolation:

n—1
fo = > Bwila) Vh=0,.n—1  ges:
=0

w(xg) = e =Wk
n—1
=0

Fboo= [ b= (8 Bu)"
= (fO fn 1)

f
F = (uﬂk)ﬂC o eventuell komplex

sein, so fiithrt dieses Problem auf sehr einfache
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a) symmetrisch aber komplex

b) F*F = FF = nl also (ﬁF) ist unitér.
bzw. F*F = nl _F‘1 = %F* = %F also Gleichungssystem Fb = f stets
l6sbar und b = %Ff

n—1
also 3, = % S oM f;
=0

d.h. es sind Summen der Art

> f COS(@) bzw. > f; sin(@)

notwendig — iibliche Summation aufwendig O(n?) und instabil

besonderer Algorithmus FET | Fast Fourier Transformation®, schnelle Fou-
rier Transformation beachtet die vielen Rekursionen dieser Zahlen

wi* — 1. schnell dh. nur O(n Inn)Operationen
2. stabil

e stets volle Summation Ff oder Ff zugleich, n muB eine Zweierpotenz
sein (Verallg. auf anderen Zahlen moglich, aber nicht so effektiv)
COOLEY-TUKEY-Algorithmus

3.6 Approximation

a) geg.: Funktion f (in der Regel stetig)
b) geg.: M Funktionsmenge

(in der Regel span(¢o(z), ..., pn(x)))
c¢) Giitekriterium: eine Norm || f — ¢||

Aufgabe: Finde gf € M so da8 || f — g = 1611/& IIf— gl
9

gs heifit , beste Approximation® von f beziiglich || - ||

Bemerkung 3.11
betrachte nur lineare Approximationsprobleme wo

M = span (p1...0,) also g = > Vg € M

(auch M mit nichtlinearen Parametern a; denkbar)
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Normen:
b

| (@)l = (f w(@)|f(@)Pdz)> werden benutzt (schreiben £, = | f[|,1)

a

bei ||| = m{a;g |f(x)] ,gleichméaBige Approximation®
€

bei || - |l2.w(@) »Approximation im Mittel*
3.6.1 Approximation im Mittel

Betrachte

b
(f(2) = [w(z) (x)dx
hierzu gehort die Norm || fl2., = (f, f)fl}

w(z) sei auf [a, b] erklart und positiv (aufler in endlich vielen Punkten) C|[a, b] wird
mit < -, - >, zum unitdren Raum und kann zum Hilbertraum H,, vervollstindigt
werden.

Betrachte Raum M = span (g(), ..., on(x)) C H,, so kann die Basis stets
als Orthonormalsystem (ONS)gew&hlt werden:

(il@), () = 05 - N (ONS: 7%)
Beispiel 3.12
a) M =11, (Polynomapproximation)
[a, b] w(x) gik(t) Nt Name
L d 4 1
—1,1] 1 %%(t —1) k+3 LEGENDRE-Polynome
[—1,1] | (1—#*)"2 | cos(karccost) 1 2(k > 0) | TSCHEBYSCHEW-Polynome
k
[0, 00) e > () e 1 LAGUERRE-Polynome
=0
t t t 1
(—o0,00) e (— 1)k€22$—16 5 HERMITE-Polynome

kI\/ 27

b) M = span (1,e*@ 2z etriv)  (u(z) =1, auf [—m, 7))
Nk =27

FOURIER-approximation bzw. im reellen:

M = span (1,sinz, cos 2z, ..., cos 2z, ..., cOS nx, sin z, sin 2z, ..., sin nx)

mit Ng =27 N =n(k > 0)
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Berechnung der besten Approximation g; = > a;p;(x)
i=0

1f=all* = 1A+ lgl* = 2(f, 9)
= ||f||2+Z|ai|2Ni_2Zai<f>§0i>

D = diag (Ny...N,,) : a'Da —2b"a + ¢ — min, a € R*"!

a = (ag..on)" T
b (<f SOZ>)2 =0 Da =10
Satz 3.13

Gilt (@i, ;) = N;0;; fiir die Basis in M, so ist

n

g =3 <f74]<;i>ﬂoi
i=0
die beste Approximation von f in M beziiglich || - || = (-, )2

Bemerkung 3.14

Die % sind sogenannte FOURIER-Koeffizienten beziiglich der Ba-

sis {@o...¢0n} (aus Verallgemeinerung von trigonometrischen Funktionen
(Bsp. b))

gr = ap+ > (g cos kt + ay sin kt)
k=1

Abbruch der FOURIER-Reihe nach Gliedern cos nt/ sin nt.

Satz 3.15
Aus ||f — g¢]]* — mingens folgt Orthogonalitéit des Fehlers zu M

(f—979)=0 VYgeM

Beweis:
(f = > aipi, o) = N, — Ny, =0 Vk = fiir jede Funktion aus M

Abschiitzen des Fehlers / Konvergenz gegen Null

49
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If =gl = (f—9r. /)= f —9r.97)
= IfI?={gs. [) >0

_ - <f790i>2_ . Pi \2 2
(97, 1) = Z; N, —ggq\ﬁ@>snm

n — oo

BESSELsche Ungleichung

a) Jim. > (f. F=)? = | fI|” fiir beliebige Funktion f

— Fehler geht gegen Null Vf
ein solches Basissystem {;}:2, heifit fundamental

b) Tim (f, 50 < I — 2 d>0

fiir eine Funktion f = f hat einen , Abstand“ d vom Unterraum span (g, ©1...)

Viele orthogonale Funktionensysteme sind fundamental fiir f € Cla,b], so
z. B.

e trigonometrische Funktion (w = 1, [—m, 7])
e LEGENDRE-Polynome (w = 1,[—1,1])

e TSCHEBYSCHEW-Polynome (w = (1 —t2)~z,[-1,1])

3.6.2 Gleichmissige oder Tschebyschew-Approximation
hier: |[f|loc = max |f(z)]
z€[a,b]

also: || f — gfllec — IIEI}\I/II heifit kleinstmogliche Abweichung der Funktion g von f
9
(d.h. nur BANACH-Raum C|a, b], || - ||co deshalb kein Skalarprodukt moglich).

Losung gy ist i.a. nicht explizit angebbar, sondern muf iterativ bestimmt werden
(mittels REMES-Algorithmus)

Ausnahme:

flz) =a", M =11,4[-1,1]

(also 2™ durch Polynom hochstens (n — 1)-Grades approximieren)
Losung: 2™ — g¢(x) ist Tschebyschew-Polynom, n-ten Grades

2" — g(x) = Tp(x) /2"~



Kapitel 4

Nichtlineare Gleichungen

4.1 Allgemeine Aufgabenstellung

A) geg.: Funktion f;, von n Verdnderlichen z; ... z,

ges.: fr(z1,...,x,) =0 k=1..n

L1 fi
r=1| |, F=|": wobei  F(z) =0

Tn, fn

B) Verallgemeinerung: Anzahl der Funktionen # Anzahl der Unbekannten

fi 1
fm Tn
im allgemeinen F'(z) = 0 nicht 16sbar aber min || F'(x)| moglich.

Sonderfall: n =1 f(z) = 0 Nullstellen-Bestimmung der reellen Funktion f

4.2 Nullstellenbestimmung mit Interpolations-
ideen

Idee:
nehmen einige Stiitzstellen zg...x;
berechnen f(zo)... f(xy)
Konstruieren Interpolationspolynom g¢(z)
— neue Néherung fiir Nullstellen z* ist Nullstelle x4 von g(x)

o1
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1. Sekantenverfahren (regula falsi)
n=1, g(x) €Il;:

Lagrange-Interpolation g(x) = fy T — T L T — 7
Ty — T T — To
Nullstelle z, — 105~ 1%
Jo— N

Verfahren:

f(@r—1)xr — f(2r)Tr—1

f($k—1) - f(l”k)

L+1 =

giinstig wenn: zx_1 < x* <z (f(zx) - f(zr_1) < 0) gilt
Diejenige Stiitzstelle aus xp_1, x; jetzt auswihlen um damit wieder

f(@x) - f(xpe1) < 0 zu erreichen.

2. Newton-Verfahren: n = 1, g(z) aus Hermite Interpolation g € II;

o, f(20), ['(w0) = g(x) = f(x0) + (x — 20) f'(0)

Nullstelle 27 = zg — _]{/((5;%))
Verfahren:
Thy1 = Tk — f(z)
HED)

3. Interpolation der Umkehrfunktion
hier beliebig hoher Polynomgrad moglich:

geg.: Xo, ... , Tk Stiitzstellen
Yo, --- , yx Funktionswerte y; = f(x;)

Sei f monoton => 3 Umkehrfunktion z; = f~!(y;)
g(z) € Il Lagrange-Interpolationspolynom fiir f~*
Nutzen:

f(z*) = 0 < 2* = f710) also nicht Nullstellen von g(z) bené&tigt,
sondern
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4. Andere Verfahren
n=1,g¢ell
Hermite-Interpolationspolynom — Newtonverfahren 2. Grades
n=2gc¢€ll
Lagrange-Interpolation — MULLERsches Parallelverfahren

Verfahren mit noch héheren Polynomen sind ungebréauchlich weil neue Null-
stelle schwer zu berechnen.

Bemerkung 4.1

k =1 (zo,x1, Yo, y1 benutzt) ergibt xo wie bei Sekantenverfahren, von nun an
bessere Ndherung, da stets alle x; benutzt; vorteilhaft wird Newton-Interpolationspolynom
benutzt

4.3 Das Newton-Verfahren fiir n > 1

(Verallgemeinerung obiger Form)

fl (l’ll'n)

F = F(z)=0

fr(x) hat Taylorentwicklung:

f2) = file) + V(@ =2D) + Oz = V)

Of ey
or,’ 7 Oz,

Vie = (
Fiir den ganzen Vektor F' aufgeschrieben:

v
Fl)=F@E)+ | : | (@—29)+0(lz—29|?

VI

F'(z) = (8fk) — 1z — 2 = +(F'(2)) " F(z) + O(||z — zW||?)

O kyj=1

Niherung von z* — x*+1 2 — () weglassen des Restgliedes
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Verfahren:

F(z®) = (F'(zW))(A2®)
LD k) A )

Bemerkung 4.2

e lokale Konvergenz, falls F”(z*)V k regulir

e Fiir jedes k ist ein Gleichungsystem zu 16sen und die Systemmatrix dndert
sich mit k = teuer

verbessertes Newton Verfahren:

F'(2%)(A x(k)) = —F(x(k))

Bemerkung 4.3
Jetzt liegt ein Gleichungssystem mit konstanter Systemmatrix vor.
Diese sollte LU faktorisiert werden.

4.4 Fixpunktiteration

f(x*) = 0 wird in iterierfahige Form gebracht <= z* = p(x*) wobei z* Fixpunkt
von ¢ heiflt
Verfahren:

Tp41 = 80(%)

Konvergenzbetrachtung

Definition 4.4
Eine Folge {1} mit Grenzwert z* hat die Konvergenzordnung p, wenn

T — 2| < Clag — ™|
gilt. (bei p =1 ist C' < 1 notwendig, p = 1 heifit lineare Konvergenz).

Satz 4.5
Gilt in einer Umgebung U.(z*) : |¢'(x)] < ¢ < 1, so konvergiert die
Fixpunkt-Iteration fiir jeden Startwert xy € U.(z*) mindestens linear
gegen T*.
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Beweis:
xo € U (x%)

r—a" = () — ()
= (20— ﬁ)‘ﬂ/(@

¢ zwischen xy und z* = £ € U.(x")
PO <g<l=

21— 2" < qlwo — 27|
USW.
o — 2| < ¢Flwo— 2] —0

nach obiger Definition liegt lineare Konvergenz vor, wenn

W1 — ¥ < qla — 27| VR gfest, ¢ <1

gilt.
O
Satz 4.6
Ist p(z) in der Umgebung U.(x*) geniigend oft differenzierbar, mit
oMy =0 k=1,.,p—1
pP(*) # 0
so konvergiert die Fixpunktiteration mit der Ordnung p (falls iiberhaupt
Konvergenz vorliegt).
Beweis:
T — 20 = ) — p(z¥)
— p*\P — p¥\p+1
— P (g (z), — %) NIPACER)) (z — a7")
(@ T o
_ ¥ () (* (p+1)
|y, — x*[P P! (p+ 1)
k — oo
O

Beispiel 4.7
r—cosx =0 xp1 = cosxy
o(r) = cosz
¢'(x) = —sinx
sinz* < 1 lineare Konvergenz.
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Beispiel 4.8

chungen 56

Newtonverfahren mit xp; = x5 — flar)
f'(xr)
- /() Sonderfall einer Fixpunktpunktiteration
f'(z)
L0 e A
(f')? (f')?
"+ LU= 20 ()2

= Ist f'(z*)

()
FEF 4 ) = 282
(77

£0

f"(x)
f'(z)

# 0,50 konvergiert das Newtonverfahren mindestens quadra-

tisch gegen x* (nach Satz 4.6) .

4.5 Fixpunktiteration fiir n > 1

x = (T, ..., Ty)

TeR" F(x) =0, F: R" — R"

betrachte eine nichtlineare Fixpunktgleichung

r*=o(z*) e R”

Iterationsverfahren:

Definition 4.9
® heiflt kontr

2D — @ ()

ahierende Abbildung, wenn

|®(z) -

mit U (z*) =

Satz 4.10
Ist ®in U.(z
linear gegen x*.

Oy <qllz -yl Vr,yeUl(z*) und g¢g<1

{r eR": ||z — z*|| < e}.

*) kontrahierend, so konvergiert die Fixpunktiteration mindestens
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Beweis analog zu Satz 4.5

lineare Konvergenz @ |lz®*) —2*| < ¢|lz® —2*, ¢<1
Konvergenzordung p : |z**) —2*| < C|z® — z*||

Bemerkung 4.11
Wenn F'(x) = Az — b linear ist, so folgt aus der analogen Umformung aus
Abschnitt 2

F(z*) = 0<=a"=Ba"+c
mit B = C'N
c = C'b
®(x) = Br+c

® kontrahierend

19(z) = ()]l < gllz -yl
1Bz —y)|l < qllz —yl[Ve,y

[Bz]| < gllzl] V2
B <¢<1

Die Bedingung || B|| < ¢ < 1 an Konvergenz des Iterationsverfahrens
z*+t) = Bx®) 4 ¢ ist ein Sonderfall von einer , kontrahierenden Abbildung®.

4.6 Besonderheiten bei Polynomgleichungen

Betrachte wieder den 1-dimensionalen Fall:
f(z*) =0 z € R wobei f(z) =" ;2" Polynom n-ten Grades.

Moglichkeiten: "

- Newtonverfahren
- Sekantenverfahren
- Parabelverfahren usw.

notwendig: effektive Berechnung von

flxx) = é) a; ),
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—> Horner Schema erfordert n wesentliche Operationen!
f(z) =ao+z(ay + x(az + ... +x(an_1 + ayx)))...)

einfacher Algorithmus

fi=a,
fori=n—1 down to 0 do
f::f*xo—l—ai

Bemerkung 4.12
Alle angegebenen Iterationsverfahren haben nur lokale Konvergenz (d.h. Start-
wert ¥y € U.(z*)), i.a. ist diese Startumgebung U, (z) unbekannt.

Satz 4.13
Hat das Polynom f € II, nur reelle Nullstellen x}, so konvergiert das
Newton-Verfahren fiir alle reellen Startwerte zy mit xy > maxz gegen

die grofite Nullstelle.

Beweis: (klar am Bild)
Sei 0.B.d.A.

lim = —oo  Sei g < minz] = z*
K3

n—oo

man zeigt

(1) Tnt1 > Tn
(2) Tpyy < x*

= {z,} ist monoton wachsende beschriankte Folge
= {z,} -z <z*

T I f(@n)
n+1 n f’(l'n)
LI

f'(z)

T < x* = ist Nullstelle x = xx

f(z) = (x —x0) f1(2) 1
Herleitung der Koeffizienten von fi(z) = > bz’
i=0
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flz) = (x—fvo) )+f($o)

-1
Z 'zo + f20)
i=0

= IL’—LE‘O

kh
: ||M|,“.\
5]

1
Z a;rt = b1z + (bim1 — bimg)z" — bozo + f(x0)

=0 i=0

Koeffizientenvergleich ergibt

" . b1 = a,

ZL’i : bz = bi—l_bizo 1= 1,...,n—1
bi—l = a; + biZL'Q

20 a = —boxo + f (o)

f(xo) = ao+ boxo

verbesserter Algorithmus

bn—l = Qn
fori = n—1down to 0 do
b1 = biSL’O +a; = b_ = f(flfo)

A = bt
flx) = fil@)(z —z0) + by

Bemerkung 4.14
Aus dem Satz 4.13 folgt, dafl eine Konstruktion einer kleinsten/grofiten
Nullstelle xg moglich ist. Weitere Nullstellen erhélt man durch Betrach-
tung des reduzierten Polynoms. Dessen Koeffizienten erhéelt man nach
dem HORNER - Schema.

Bemerkung 4.15
Konstruktion von xy somit aus irgendeiner Abschiatzung der Nullstellen
von Polynomen moglich, z. B.

a
n 7
|z} < max <{|—|,1+|—
1<i<n—1 CI,O ao
" la
i
|z7| < max 1,5 —
a
i=1 170
a Qp—1 aq
lzf| < max 2], ..., 2| —
An—1 An—2 Qo
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Das Verfahren von BAIRSTOW

Bei reellem Startwert z sind alle iterierten x; reell, somit auf diese Weise
keine komplexen Nullstellen berechenbar.

Ausweg:

Iteration fiir (konjugiert komplexe) Paare von Nullstellen, also 2 —rx —q

ist Teiler von f(z) <= f(z) hat die beiden Nullstellen von (2 —rz —q).
Ansatz:

flx) = filx) (x> —re—q)+ Az +
Rest

Alr,q) = Nichlineares Gleichungssystem mit 2 Unbekannten

0
— B (r,q) =0
Rest bei Division von f(z) durch 2% — ra — ¢ soll Null werden.
Benutzung des Newtonverfahrens fiir 2 gekoppelte
Gleichungen mit 2 Unbekannten:

[Tk—i—l } _ [ .k } _D—I[A(rkaqk) }
aad i ¢ B(rk’qk)
r9A 0A
D= 5 B |l
L Or dq

Geg.: r=rFqg=4¢"
Dann ist zur Bestimmung von 7**1 ¢*+1 die Berechnung von A, B, A ,., A ,

B ., B, notwendig. Die Berechnug der Ableitungswerte ist mit einer weiterer
Division von fi(z) durch 2? — ra — ¢ méglich:

Die Division von f(z) (bzw. F;(z)) durch z* — rz — q wird besten mit einem
Horner-dhnlichen Schema durchgfiihrt.
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Herleitung:

f(z) = Zaixi = (2 —rz—q)fi(v) + Az + B

n—2
= (xz—rx—q)Zbixi—l—A:chB
n—2 n—02 n—2
= Z bt —r Z bzttt — ¢ Z bzt + Ar + B
=0 =0 =0
n n—1 n—2
= Z biox' T — 7 Z bi_ir' —q Z bix' + Ar + B
=2 i=0 i=0
n—2
= Z(bi—2 —rbi—1 — gb))x’ + by_sz”
=2

"‘(bn_g - Tbn_2>$n_1 + (A - T’bl — qbl).flf + (B - qbo)

Koeflizientenvergleich:
an, = b,_o 1=n-—2,..2
Ap—1 = bn—3 - Tbn—2

a; = big—rbi_1—qb
a; = A— Tbo — qbl
agp = B — qbo
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Numerische Integration

5.1 Vorbemerkungen

Ziel: ndherungsweise Berechnung von fb f(x)dx fiir moglichst beliebige Funktio-
nen f ’
Bemerkung 5.1
f € Cla,b], soist I(f) = f fdzx ein stetiges beschréinktes lineares Funktional

von f iiber Cfa,b]. I(f) wird wie folgt durch stetige beschriankte lineare
Funktionen approximiert:

(5.1) Qu(f) = Zwiﬂxi)

mit den reellen Integrationsgewichten w; und den Stiitzstellen
To=a<x;<--<xy=0)
Man bezeichnet 5.1 als ,,Quadraturformel®
Satz 5.2

Mit wachsenden n werden die Koeffizienten w; betragsméaflig immer grofer.
Andererseits gilt

n
b—a=> w
i=0

Bemerkung 5.3
Qn(f) benutzt nur endlich viele Funktionswerte = nicht alle Funktionen
werden gleich gut integriert (von einer Quadraturformel)

Ziel: Konstruktion von Quadraturformeln

62
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5.2 Newton-Cotes-Quadratformeln

Stiitzstellen a = z¢ < 1 - - - < x,, = b werden willkiirlich festgelegt, ersetzen I(f)
durch Integration iiber Lagrange - Interpolationspolynom

Qn(f) = f(zi)Li(x)dx

@\@
3

=0
n b

= fzs) /Li(x)dx

i

Il
o

a
b

=>w, = / L;(x)dz Integrationsgewichte

a

Bemerkung 5.4
Die Integrationsgewichte w; héngen nur von z; ab und nicht von f !!!!

Insbesondere: dquidistante Stiitzstellen

setzen
r = a+sh mit €[0,n]
dr = hds
. . b—a
Ty = a+1ih mit h:T dann folgt
- a+ sh—a—jh
L; — S
(@) Jl,_!atl—x] Ha+zh—a—]h
i
B Hsh—jh_l—[s—j
e IR
- [T
0 JF#i

(feste Zahlen, nur abhéngig von n)
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Beispiel 5.5

n=1 h=b—a

1-0
Q1(f) = b_T“(f(xo) + f(x1)) Trapezregel
n=2 h= I’_T"
Wy = Wy = b—Ta w1 = Qb_Ta

Q2(f) = (b—a)(5f(a) + 3f(%5*) + §f(b)) Simpson — Regel

3
I
w

w1 =wy = 3(b—a) 2 — Regel

S
Il
W

usw. bis n=6 danach werden einige der Integrationsgewichte w; negativ,
was zur Instabilitét fiithrt

Bemerkung 5.6
aus der Konstruktion folgt, daf3

b
Qn(f) = [ f(z)dz gilt, wenn f ein Polynom vom Grade < n ist.

a

b
Spezialfall: bei  f(z) =1 €11, [ fdz=b—a

a

Qu(f)=>wi=b—a Kontrolle
i=0

Bemerkung 5.7
Definiere noch Qo(f) = (b — a) f(“t2) als Mittelpunktsregel

Fehlerfunktional
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ergibt sich aus der Fehlerbetrachtung der Polynom-Interpolation bei der Funk-
tion f, die (n + 1)-mal stetig differenzierbar sei.

R.(f) = / (f(2) — Pu(x))da

z:O
x—a+sh
hn+2 (h41) n »
= CE] /f H(s—z)ds

Beispiel 5.8

Wl
n=1 RO = 5| [ e - 1ds
"o
1
h3
MWS Integralrechnung : | Ri(f) | = 5 l7" (&) /s(s —1)ds
0
(b - a)3 "
<
SR < C5 e | )|
Beispiel 5.9 Fehler bei
Trapezregel: f e C?a,b —| Ri(f) |_ D || " oo h = (b a)
Simpson-Regel:  f € CYa, 8] —| Ro(f) |< 12| /O |l B = €52
3 Regel: feCHa, b —| Rs(f) |< 32| fD [l b=

Bemerkung 5.10

Qo integriert exakt falls f € II;
Q1 integriert exakt falls f € II;
(> integriert exakt falls f € Il
(3 integriert exakt falls f € Il

Bemerkung 5.11
n — oo i.a. keine Konvergenz Q,,(f) gegen I(f)
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5.3 Zusammengesetzte Newton-Cotes-Formeln

Ausweg fiir hohere Genauigkeit:

unterteilen [a,b] = | [z;_1, %]
i=1

und benutzen auf jeden Teilintervalle eine Newton-Cotes-Formel mit
niedrigeren Grad.

Beispiel 5.12
Zusammengesetzte Trapezregel:

QU(f) = 2 (Fla) + 24 (@) + -+ +2f(za) + f(zn)

z, = a+kh

ergibt den Fehler

[BOG) | =10 - 000 1< 4 (552) |6 |
b—a)31

<( S f" a0 mit n — 0o

Beispiel 5.13
Zusammengesetzte (verallgemeinerte) SIMPSON-Regel:

Sei n gerade, h = b - a

SIMPSON-Regel angewandst:

; auf [.CL’(],,I‘Q], [1’27374], e 7[In—27mn] wird

QD (f) = B2(f(wo) + 4f(21) + 2f (w2) + 4f (w3) + 2 (z4)+
e+ 2f(xn—2) + 4f(xn—1) + f(xn»

Fehlerfunktional

B <32 (%2) &1 /96 |

(¢
n b—a
SISO o B L =0

nb

O £ oo
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5.4 ROMBERG-Integration

betrachte stets dquidistante Stiitzstellen 2, = a + kh  (h = =) so ist zusam-
mengesetzte Trapezregel (oder zusammengesetzte SIMPSON-Regel) eine Folge
{QV ()}, von Néherungen fiir I(f). In der Berechnung gibt es eine besonders
glinstige

Teilfolge:

1 1 1 1
foP.a0.a0 a0}

da jeweils nur 2*~! neue Stiitzstellen hinzukommen.

Algorithmus 5.14
QU)o(f) = =2 (f (o) + 2f (x2) + 2f (24) + -+ + f(Tmy2))

D = Q0N+ Y fla)

kunger.

Start : Q\V(f) = Qi(f) = 54(f(a) + f(b))

Weiter Verbesserung:
aus der Folge {Qé?}kzo wird durch sogenannte RICHARDSON - Extrapola-
tion eine schneller konvergente Folge gebildet:

(2) _ Q(l) +1 ( (1 _ Q(l/)>

ist identisch mit Zusammengesetzter SIMPSON-Regel (somit schneller
konvergent), Fortsetzung diese Prozesses:

QSHJ) = ngk) + 4k1_1 (QSlk) - Qizk/)2) n= 17 27 47 G- )

ROMBERG-Quadratur

Schema:
(1)
1
1 2
-
1 2 3
W g L W
OR. @ .. G .. (4)
8 8 8 8
! ! ! !

1(f) 1(f) 1(f) 1(f)
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Bemerkung 5.15
Die Konvergenzgeschwindigkeit nimmt mit steigenden n und auch
steigenden k zu.

5.5 Gaufl-Integration

Wir wissen das fiir Newton-Cotes-Formel gilt:

Qn(f) =1(f) Vfell,
dabei waren Stiitzstellen {z;} fest vorgegeben.
jetzt: Stiitzstellen xq - - - x,, zusétzlich frei wahlbar, so dafl
Qu(f) =2 wif(x:) =I1(f) Vf €Izt (2n+2 Freiheitsgrade )
i=0

Beispiel 5.16

n=1 — QY (f)
betrachte [a,b] =

Wo ( 0) + w1 f(z2)
[—1, 1] soll exakt fiir Polynom bis 3. Grad sein:

1

HOZ WO+W1:2 :fdl’
1
I : wero+wizy =0 = [adr da Funktion ungerade
1
1
Oy : wezd +wa? =2 = fx
!
5 : worf+wiai =0 = [ 23dz

“1
4 nichtlineare Gleichungen mit 4 Unbekannten
Losung;: Wo=wp Tog=2x1 = %\/ﬁ
Gaufische Quadratformel: n =1;[a,b] = [—1,1]

QY (f) = f(=5V3) + [ (5V3)

(GroBere Genauigkeit als SIMPSON-Regel mit 3 Stiitzstellen.)

n > 1 Nichtlineares Gleichungssytem schwer 16sbar, anderer Weg;:

{z;} sind Nullstellen orthogonaler Polynome betrachte Gewichtsfunktion w(z)

b
mit Skalarprodukt wie frither < f, g >= [w(z)f(z)g(x)dx

b
jetzt néherungsweise Berechnung von I(f) = [ w( x)dx durch

GauB-Integrationsformel
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QS(f) = ;)Wif(xi)
wobei wir w; und x; suchen so dafi,

I(f(z)) = Q7 (f(z)) Vf € Hapn
Vorbemerkung: Sind z; bestimmt, dann ist
wp = Q) (Li(2)) = I(Ly(z))

mit L die Lagrangepolynome iiber die Stiitzstellen x;

Satz 5.17 .
Mit w(z) = [ (z — ;) gilt:

=0

QF(f) ist exakt <= fbw(x)w(:c)z(:c)dxzo

fiir alle f € Ilg,44 fir alle z(z) € 11,
Beweis
(a) , = w(z) €, 2(z) €11, : w(z)z(x) € Hapiy

— Q5 (w(z)z(x)) = I(w(z)z(x))
> ww(z)z(z) = 0 Vz(x)

(b) ” " f(l’) € H2n+1 beheblg
flx) = w(z)z(z) +y(z)
w € Il,11,2z€ll,:yell, Rest
I(f) = I(w-z+y)=1{w-2)+1(y)

I(f) = I(y)
y€1Il,,y = pu(x) Lagrange auf (n + 1) Stiitzstellen

auf {xg- - x,}
I(f) = I(y)= Qg(y) = Zwiy<xi)
sz’f(l"z’) = Qg(f)
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Bemerkung 5.18
Also Konstruktion xg, - - - , x, durch andere Interpretation des Satzes:
w(z) Polynom (n + 1)-Grades mit Nullstelle zg - - - ,, und ist orthogonal zu
allen Polynomen n-ten Grades.

also: Sind pg, p1, - - - pns1 die orthogonalen Polynome zum Gewicht w(z) und zu
[a, b], so sind {zg, -+ ,x,} als Nullstellen des Polynoms p,; zu wéhlen.

Beispiel 5.19
la,b] = [-1,1], w(z) =1 LEGENDRE-Polynome (mit c= const)

pu(a) = o Lp(a? = 1)
(e = e - 1)

n=0: zg=0, wyg=2— MITTELpunktregel

n=1: poz) = (22 =1)2)" = (2(2* — 1)22) = (42® — 42) = 122% — 4
x2—§:0 :L’(]::I:%\/g
—xolezl\/_ wo=wy; =1

n=2: —xivy=

ot

ZL’l—O
Wo = w2 = 9

USwW. (tabellarlsch erfaft)

Fehlerfunktional bei Gaufl - Integration
Ist f € C*[a,b], so gilt

8~

w(@)f(@)dz = QS(f) = L& (b pa)e

wobei p,, das n-te orthogonale Polynom ist bzgl. (, ), mit hochsten
Koeffizient 1 (p2a™ + ---)

Fehler — 0 fiirn — oo
(aber Nachteil: sténdig neue Stiitzstellen)
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Nullstellen Orthogonaler Polynome

Beispiel 5.20

_1
w(z) =1-2%) 2 [ab]=[-1,1]

bei diesen Tschebyscheff-Polynomen sind Nullstellen bekannt
Pnr1(x) = cos(n + 1)(arcos z;) =0 V |z |<1

(n+ 1) arccos x; = § + km

2, = cos (g3 + i) = cos (5:037)

k=0--n

Die Gewichte sind hierbei unabhéngig von Stiitzstellen: w, = Z-Vk

n+1

allcemeiner Fall:

(z)

Nullstellen x; des Polynoms p,,}; sind stabil als Eigenwerte einer
Tridiagonalmatrix berechenbar.

Satz 5.21

Die orthogonalen Polynome haben folgende 3-gliedrige Rekursionsformel:

p_1(z) =0
po(.ﬁ(ﬁ) = 1
Prs1(7) = (2 — a)pn(z) = Bipna(z)  n=0,1,---.

Beweis: Zeigen, da8 (p;,p;) =0 Vi # j dabei wird die Wahl von «,, £,
mit angegeben.

1. n=0

2.n>0

pi(r) = (v —ag)po(z) = zpo() — Copo()
<p1,p0) = 0= <$p0,po> - ao(po;po)
also _ (xpo, po)
Qy = —F—
(o, Po)
sei (pi,p;) = 0 i#j,0,j<n
pn—l—l(x) = l’pn(l’) — anpn(x) - 6vzzpn—1(x)

an = (apa(®),pa(@))/72, i = (Pulz), pu(2))

<pn+lapn—l>:0 = <$pnapn—l>_ 275—1
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5721 = (Pn-1, xpn>/%21—1
= <pna :L’pn_1>/’7,2l_1
= <pn7 Pn+ Qp_1Pp—1 + ﬁn—lpn—2>/f772z—1

ﬁi = %%/72—1

j < n—1
(Pnt1,pj) = 0  automatisch, da:
(@Pn, pj) = {Cubn, ) = Bi (a1, ;)
= <pn,:L' >
(P> 2ps) = (Pu>Dj1 + ayp; + Bipj1) =0
(wegen: j <n—1heiit j+1<n)

Bemerkung 5.22
Wichtigste Voraussetzung ist Symmetrie des Operators Ap(z) = xp(x)

bzgl. (p,q) = [ w(x)p(x)q(r)dx
(Ap, q) = (p, Aq)

Satz 5.23
Die Tridiagonalmatrix
Qg ﬁ% ap B
N . 2
T = 1 " "/6" bzw. T = u ‘
S B,
hat die Eigenwerte xg, - - -, z, (Nullstellen von p,1)

Beweis: Definiere g1 1(z) = det (zf —Ty) € Iy fir alle k=0,1,....n

(&%) /512

7= | !

B

1 (093

Eigenwerte von T}, = T sind Nullstellen von Grr1(x)
zeigen: g =pr Vk g =po=1

i =T — Q=D

)

72

Gr+1 = det (z — Ty) entwickelt nach letzter Zeile und dann nach letzter Spalte

ergibt gleiche Rekursion wie fiir pgiq .

Mit 7' = DT D!



Numerische Integration 73

D = diag (1, 51, Bif2, 1203, +)

haben also T und T gleiche Eigenwerte.
T symmetrische Tridiagonalmatrix, davon besonders stabil Eigenwerte
berechenbar.
Gewinnung der (ay, 3,) i.a. dhnlich schwierig

Beispiel 5.24 Tschebyscheff-Polynom:

T(] =1 T1<.CL’>:.CL’
Tiyr = 20Ty — Ty

pule) = it T(2)

1 1

Pr(x) = ﬁTk—i—l = ﬁ@ka — Th—1)
1 _ _
= ?(2:):2’g Lok(x) — 28 2pp_1 ()
1

= api(z) — Zpk—1(117)

1
— o, = 0Vk, ﬂZZEVk

5.6 Gaufl-Integration in Mehrdimensionalen

Die Verallgemeinerung der ,, Mittelpunktsregel im Mehrdimensionalen
f(#)  skalare Funktion von Ort X € R? (d = 1,2,3)

gesuchte Naherung fiir

I(f) = [f(@)dQ QCR!  Gebiet
Q

d=2 Flachenelement
d=3 Volumenelement

einfachster Fall: 1-Punkt Gauf3 - Integration

I(f) = QF(f) =wf(Zo) = mesQ f(Z)
mesQ = [dQ und ist 7y der Schwerpunkt von
Q

— QY exakt fiir lineare Funktion f
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bessere Genauigkeit:

a) 2 achsenparallelles Rechteck (d = 2) Q = [a, b] X [c, d]

b d
J f@)dQ= [ [ f(z,y)dudy
Q a c
— zwei eindimensionale Integrale mit Gauflintegration

b) d = 2, Q Dreieck (d = 3, Q2 Tetraeder)
I(f) = ;)sz(fz)

unter Benutzung der Gaufpunkte Z; € €2
iibliche Vorgehensweise:

Transformation des gegebenes Dreiecks auf sogenanntes Masterdreieck Q

¥ = Ar+0
Eckpunkte xg) = A(g) +5b
1
xg) = A(O) +b
0
:L’g’) = A(l) +0b
mit A = o2 2D L0

/f(f) = /f(A:e+b)~|detA\d§z
0 Q
1 1—21

_ / / (i1, #2)ddadiy

0 0

> wi @)
=0

Q

dabei sind die Gaufipunkte #® € () und Gewichte w; tabelliert zu finden
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Beispiel 5.25 (n=0)

2 = (§)wo =13  exakt fiir lineare Funktionen

Beispiel 5.26 (n=1)

7@ Seitenmitten (0, %)T

[N I
D=
~—
—
&>
—~
N
=
|
—~
[S21 IS

75



Kapitel 6
Numerische Differentiation

geg.: f(z) Stelle z
ges.: f'(Z) ndherungsweise
insbesondere:  f nur aus diskreten Werten 2y < 77 < ... < z,, (4quidistant)
mit fr = f(zx) gegeben
Wichtigster Spezialfall:
xp = Z benutzen hierzu Daten in der Umgebung von zy, (zx_1 und xpi1)
und setzen 1 — 2 = h =2 — T

Vorwirtige Differenz:

f($k+1) - f(xk)
h

= f'(xx) + O(h)

da nach Taylor: f(xp + h) = f(xg) + hf'(z) + h;f”(xk) + ...

riickwartige Differenz

faw) — fzr1)
h

= f'(xx) + O(h)

da nach Taylor: f(zy — h) = f(zx) — hf' (xr) + %Qf”(xk) + O(h?)

zentrale Differenz:

f($k+1) - f(xk—l)
2h

= ['(z) + O(1?)

da nach Taylor: f(x), + h) — f(zr — h) = 2hf'(x1) + O(h?)
Approximation von f”(x):

f(xk—i-l) B f(xk> + O(h2)

1. zentrale Differenz . o+ 1) = A

76
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2. zentrale Differenz - oy — 1) =
3. zentrale Differenz |,,  f"(xy) =

einsetzen ergibt f”(xy) =

floe) — f(ar-1)

77

2

h

flag+%) = fllae— %)

+ O(h?)

h

(frr)—f(xr)  flap)—f(zr—1)
h

h
h

e

k)

_ —2f(xp) + f(@rg1) + f(@p-1)
12

+ O(h?)

+ O(h?)
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Anfangswertaufgaben fiir
gewoOhnliche
Differentialgleichungen

Betrachten hier Differentialgleichungen von einer Verdnderlichen (meist Zeit ¢)
Ges.:  Vektorfunktion y(ty) € R”
Geg.: Anfangswert y(to) iiblich t5 =0
allgemein y(t) = Ly(t) = f(t,y(t)) Vektorfunktion
Spezialfall: lineare DGL y + Ay = g(t) mit A € R™"
Anwendungen:

e Mehrkorperdynamik/Bewegung von Korpern in Kraftfeldern

Entwicklung von Populatinen

chemische Reaktion

bei elektrischen Schaltkeisen

allgemeine Differentialgleichung der Ordnung K:

y B = ft,y, g, .,y Y)Y =Ly

kénnen durch Substitution z;(¢) = yU=V(t) j = 1, ..., K auf groferes
System 1. Ordnung zuriickgefithrt werden:

2 o= [t 21,2, %)

-1 = 2k A

Zh_o = Zp_1 & 2= (t, Z) z € Rk
f(:}l = 22
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21

z
y=|" | eR" §=F(ty)

2k

Deshalb ist Betrachtung von ¢(t) = f(t,y(t)) ausreichend.
Beachte: i.a. y, f € R™ (Spezialfall n = 1 enthalten)

Vorgehen: gesuchte Funktion y(t) V¢ > 0(bei gegebenen y(0))
numerisch: bestimmen y® ~ y(t,) fiir diskrete Zeitpunkte 0 < ¢; < t,... und

y' = y(0)

7.1 Einfachste Grundideen / einfachste Verfah-
ren

Sei y*) &~ y(t;) bestimmt
bezeichne ty, 1 = tp + 7 mit 7 als Zeitschrittweite
ges.: y**+ x y(t, 4+ 7) unter Benutzung von y*) und 7 (— Einschrittformel)

g =f(tyd)
1. Moglichkeit: Approximation y(t): Sei ¢ =ty
a) betrachte ¢t = t;, und benutzen vorwirtige Differenz

(k+1) _ (k)
Approximationu = f(te,y™)
T

— Verfahren y(kﬂ) = y(k) + 7 f(tk, y(k))

explizit Euler (alt: Eulersches Polygonzugverfahren)

b) betrachte ¢ = t;, + 7 und benutzen riickwértige Differenz

Yty +7) = flte +7yltx+7))
| Approximation

(k1) _ . (k)
y_ -y _ Ftrpr, y*+)

T



Anfangswertaufgaben fiir gewohnliche Differentialgleichungen 80

— Verfahren |y**+) =¢® 47 f(t, 4, y*+Y)

implizit Euler

c) betrachten ¢ = t; + 7, und benutzen zentrale Differenz

T T T
b4 Ty T ot + T
y(k+2) (fk+2ay(k+2)
| Approximation
(k) — 4,(k) T T
LA AN flte+ 55yt + 5))
T 2 2
(k+1) (k)
T y ty
thts) ~
(k+1) _ 1 ( ) (k+1)
—> Verfahren |y e Tf(ty + 5 5( Ty )

d) analog zu c) aber y(t; + %) mit explizit Euler

— Verfahren |y*V) = y® 4 77(t), +

T T
T8 T o)

explizit, verbessertes (modifiziertes) Polygonzugverfahren

andere Schreibweise:

D= fte, y™)
L2 — f (tk + 2,y Tk:(l ) Predictor-Korrektor-Schritt

2. Moglichkeit:
y(t) = f(t,y(t)) t=t; bei gegeben y™*)

tet1 tet1

f Jt)dt = y(tepr) —y(te) = [ f(t,y(t))dt

k
Approx1mat10n des Integrals mit Integrationsformeln
Y(tr+1) mittels Newton-Cotes Formeln

b
a) Rechteckregel [ g(x)dz =~ (b—a)g(£) wihlen & =t
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y* D =y &) 7 f (e, y ™)
a) explizit EULER

b) Rechteckregel mit & = 544

y D =y 4 7 f (b, y )
implizit EULER

c) Mittelpunktsregel ¢ = 2t

T T
y Y =y T f e+ Syt + 5))

wieder wie vorher y* 1) = y®) 47 (¢, + z %(y(k) + gy (kD)

d) Trapezregel
y ") =y ® 4 2(F (e, y ™) + fte + 7,y ))
entweder implizit so, oder wieder Prediktor
KO = f(ty, y™)
E® = f(tp +7,y® + kW) Prediktor-Korrektor-Verfahren
D = ) (k) 4 ()

EULER-HEUN-Verfahren

usw. mit weiteren Newton-Cotes-Formeln entstehen viele weitere Moglich-
keiten

—> Bewertung dieser Verfahren? allg. Konstruktionsprinzip?

7.2 Konsistenz

alle expliziten Formeln lassen sich als

k.= g(tlmy(k)?T) (1)

y(k+1) — y(k) + T]f

schreiben mit einer gewissen ,, Zuwachsfunktion“ g(t;, y*), 7)
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Beispiel 7.1
a) explizit EULER: g(t,y,7) = f(t,y)
d) modifiziertes Polygonzugverfahren: g(t,y,7) = k® = f(t+ I,y + 3kW)
¢) EULER-HEUN:

glty,7) = (kW +£k®)
1
2

(ft,y) + ft+7y+T7f(ty)))

Definition 7.2 (Konsistenz)
Die explizite Vorschrift (1) heiit konsistent, wenn g(¢,y, )
definiert ist VO < 7 < Tax V(t,y) € D¢(f(t,y)) und wenn

lim g(t,y,7) = f(t,y)

Beispiel 7.3
bei a), d), e) offenbar erfiillt

Die Giite der Konsistenz beschreibt die Konsistenzordnung betrachten
entsprechend (1) die Funktion von (¢,y,7)

R(y) = 060 gty 1)

T

durch Taylorentwicklung an der Stelle ¢ in y(t+7) und in g(t,y, 7) ergibt sich
fiir r(y) = 77 - d(t) + O(7P*1)t beliebiger Vektor unabhiingig von 7.

Definition 7.4
Das Verfahren zur Losung von ¢ = f(t,y) hat die Konsistenzordnung p,
wenn die Taylorentwicklung fiir R(y) an der Stelle ¢ als niedrigsten Term

TPd(t)
ergibt.
Beispiel 7.5

)
R(y) = MPHZ_Mw—f@w
_ YO i+ 50— y(t) — f(ty)
= §(0) + i) + -~ S(ty)

- Zi+ 06 p=1

NS
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e) EULER-HEUN

WED=0O i) 4 Ty + o) (4
ot.y.m) = S(F() + f(E+my+ 7))
1 2
= §(f+f+7-?{§:+7-(\fg-/)2£:)+0(7) ()
d d

(¢) = (ex) G = El):%f(tay):ft—fyf
Rly) = (5= f)+ 50— fi= Juf) + O

Konsistenzordnung p = 2

analog fiir d)

7.3 Allgemeine Form: explizite Runge -Kutta -
Verfahren
Herleitung von Verfahren hoherer Konsistenzordnung nicht iiber Quadraturfor-

meln, sondern mit Taylorabgleich R(y) = 77d(y) + ...
allgemeine Form

(kY = fty,y®
k® = f(tk + asT, y(k) + b217'k‘(1))
Prediktor KO = fty + asm,y® + (b1 kW + bgok®)
KO = flte+ agmy® + 3 bk
\ i<s
schliefllich
Korrektor i=1

(‘also: y*+Y) = y® 75 k0
i-1
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d.h. das jeweilige Verfahren ist durch die Konstanten

oo --- 0 0
P g
: : - " : cr
Qg bsl e bs,s—l 0

&1 Tt Cs—1 Cs

c,a € R°(a; = 0) und B € R*® strenge untere Dreiecksmatrix bestimmt,
wobei (aus Konsistenzgriinden):

o = bgl usw Be = a
as — b31+b32 ’ cTe =1

Beispiel 7.6

a) explizit Euler:

s=2 p=2
e) EULER-HEUN Vefahren
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Um p = 4 zu erreichen ist s = 4 notwendig, aber die Konstante nicht
eindeutig bestimmt — mehrere explizite Runge-Kutta-Verfahren

Bemerkung 7.7
Im allgemeinen p=n + s=n

Beispiel 7.8
mit s = 4, p = 4 einfachstes (besonders giinstig fiir Handrechnung) ist
klassisches Runge-Kutta-Verfahren

KO = f(tk,y™)

0
% % K = flt, + o y*) %;{;(1))
% 0 % E®) = flty + z, y*) %;{;(21))
110 0 1 ED = flty 4+ 7,y® + 7kB)
% % % = k(1) k(2) k(3) k(4)

6yt = ) (B2 b By R
es gibt mindestens 4 weitere bekannte Formeln

e 3-Formel

e vierstufige England - Formel

e Gill-Modifikation der Runge-Kutta-Formel

e Kunthmann Formel

Bemerkung 7.9
Um p = 5 zu erreichen, ist s = 6 notwendig (ebenfalls wieder mindestens
4 Formeln bekannt).

7.4 Implizite Runge-Kutta-Formeln
Definition der Konsistenzordnung analog zu expliziten Formeln nur ist jetzt:

R(y) = 50220 — g(t,y,7) und g(t,y, 7) enthéilt y(t + 7)
Beispiel 7.10 implizit Euler

y " =y (™)
g(t,y,7) = flt+7ylt+7))
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RO i WD 147,01 47)
= y(t)+ggj+...—f(t+7,y+73)+%2?j+...)
= 90 + i+ o= [+ 7lt9) + 7Lt y) + (1) ()]
- r(~5i) + O()

also Konsistenzordnung auch p = 1

Allgemein ist bei impliziten Verfahren an mindestens einer Stelle ein
nichtlineares Gleichungssystem zur Definition eines Predictors kV) zu 16sen,
d.h. gleiche Formeln wie beim expliziten Runge-Kutta-Verfahren nur jetzt
eventuell b;; # 0 in der Matrix B (oder gar B keine Dreiecksmatrix mehr).

s-stufiges implizites Runge-Kutta-Verfahren
1 Gleichungssystem

=1

k=g(ty )= cik?
i=1

2 . _a B Be = a
s$° 4 2s Koefﬁmenten.—’c—T (cTe _ 1)

Verfahren

e explizit, wenn B(s X s) strenge untere Dreiecksmatrix

e diagonal implizit, wenn B untere A-Matrix

(— s einzelne nichtlineare Gleichungssysteme fiir jedes k()

e B volle Matrix — ein nichtlineares Gleichungssystem Yk

Beispiel 7.11
b) implizit EULER

111
1

S ) )
y® £ 7 f(ty + 7,y
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¢) implizite Mittelpunktregel

T 1
v =y T+ 5 50 Y
JACO y* -y
T
also:
KO = flt+ 5oy + ZKD)

yED = 0 4 )

1
2 i aber p=2 !

e) aus Trapezregel

y(k+1> — y(k> + %(f(tk, y(k>) + f(te + T, y(k+1)))
O ()

K2 = fltp+7,y™ + gk(” + gk@))

yHD y<k>+%(k<1>+k<2>)

ebenfalls p =2

V)

[\)

—_
=N = O
NI=N = O

7.5 Stabilitit - Vergleich explizit-implizit

Betrifft jetzt die Fortpflanzung eines Fehlers y*) — y(t;) in weiteren gehen wir
von einen linearen Differentialgleichungssystem aus

y+ Ay =0
y(0) = y© geg.
f(t,y) = —Ay

A bzgl. t konstant und symmetrisch positiv definite Matrix

e cinfachste Verfahren: a) explizit EULER
b) implizit EULER
¢) CRANK-NICOLSON
Mittelpunktregel / Trapezregel
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y*+ = (1 = 74)y®

b)

y " =y (4 oy *HY)

_ B gy
also
(I +7A)y*+) =B o gy = ([ 4 7A) 71y
c)
T 1
y " = O bl + 5 S )
1

2

(I + 54" =1 - 5ApY | & |y"V=I+5) (I +5)y"

Verallgemeinerung:
Y + Ay = 0
N\
y(k+1) g (k) (k) (k+1)
—— aAy"™ + (1 — a)Ay

(I +7(1 —a)A)y*) = (I —rad)y™| acl0,1]

a=1 explizit EULER (p=1)
a=0 implizit EULER (p=1)
a=1 CRANK-NICOLSON (p=2)

Somit haben die expliziten und impliziten 1-Schrittverfahren fiir y + Ay = 0
letztlich die Gestalt

Y+ = M (r)y®
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Stabilitét
e sehr vielschichtiger Begriff

1. Es gibt verschiedene Stabilitédtsbegriffe fiir die gegebene DGL
Bspw. 7+ Ay =0 0(y) = y© hat Losung y(t) = e~y

o
A (—tA)k
mit e = E T
k=0

da A positiv definit sind Eigenwerte \; > 0 = Dampfung.

2. Stabilitdt des Runge - Kutta - Verfahren mufl diese Eigenschaft der DGL
mitmachen

— Fehler wird in weiteren Schritten nicht aufschaukelt, sondern gedampft
(dazu recht groB Theorie vorhanden)

Beispiel 7.12
y* D = M (7)y™

o(M(7r)) >1 —— Fehleraufschaukelung
— Formel unbrauchbar

o(M(1)) <1 — Fehler geddmpft
—> Formel ,;stabil®

a) explizit EULER

M(r)y = 1I-71A
| 1—7p(A) | | (M) [<1
—(1 —=7p(A)) 1,7>0

<
<

2
< T<m

diese explizite Formel ist bedingt stabil bei geniigend kleinem 7.
b) implizit EULER

M(r) = (I+7A)"

1
NI = € (0.)

— unbedingt stabil
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¢) CRANK-NICOLSON bzw. allgemeiner Fall

M(t) = (I+(1—a)TA) I —aTA)
(]_ — CM)’T)\Z'
hat EW \;(M = 1
? (M(7)) ‘14—(1—04)7')\2- <
Sll—arth| < 14+(1—a)t)
l—art), < 1+ (1 —a)rA; gilt immer
—(1—ar)) < 14+ (1—a)T)
a) 2a—1)<0
fir o < % — Formel immer stabil
b) 2a—-1)>0
T < m — bedingt stabil

typische Erkenntnis:

- explizite Formeln bedingt stabil und |7| < Schranke

- implizite Formeln unbedingt stabil aber oft gréflere 7 wéhlbar

7.6 Steife Differentialgleichungen
betrifft wieder § + Ay = 0 mit y(0) = y(O)

Losung: y(t) = e 4y ©)
betrachten Eigenproblem fiir A

Ag® = \;q® mit \; EW und ¢®) EV
seiAd=A" >0-— 0.B.dA. (q,q;) =0
zerlegen y(©) = 3" a;q

i=1

= y(t) = 3 (e ™ g,
N—_——

Koordinaten von y(t) in Eigenbasis

A< A<l <N\

90



Anfangswertaufgaben fiir gewcéhnliche Differentialgleichungen

(a) bei grofien Eigenwerten wesentliche Vorgénge in (0,79) 79 <<1

(b) bei kleinen Eigenwerten langsame Anndherung an stationdren Zustand

allgemeiner:
A hat auch komplexe Eigenwerte die Zeitabhéngig sind

Losung ist hier Uberlagerung von
(a) starke Oszillation in kleinen Zeiten

(b) langsam annihern an stationdren Zustand

Definition 7.13
Differentialgleichungen mit stark unterschiedlichen Eigenwerten
heiflen steife Differentialgleichungen.

Bemerkung 7.14
Losung solcher steifer DGLs erfordert Umschalten zwischen expliziten und
impliziten Verfahren und einen Schrittweitensteuerung.

e kleine Zeiten — kleines 7 und explizites Verfahren

e spiter — 7 vergréffern und Wechsel zu impliziten Verfahren



Kapitel 8

Randwertprobleme - (RWP)

8.1 Vorbemerkungen

Besondere Bedeutung haben Randwertprobleme bei partiellen Differentialglei-
chungen vorallem fiir gesuchte Funktionen im 2- bzw. 3-dimensionalen

Beispiel 8.1
Wiirmeverteilung in Q C R? wenn am Rand Temperatur oder Fliife
gegeben sind.

g—g = 0 an allen anderen Randern

—Au = f(Z) in Q bei Temperaturquellen und -senken
: _ o 02
betrachten analog zu Kapitel 7 nur Funktionen von einer reellen

Veréanderlichen x:
ges.: u(x) mit

u’(z) = f(2)l e
geg.: u(a) = u, u(b) =y
allgemeiner:
a((é'f))u”(ﬂf) + B()u'(x) + y(z)u(z) = f(z)
u(b) = u:
(oder auch u/(a), u'(b) vorgegeben)

unter gewissen Einschriankungen von «(z), f(x),v(x)

z.B.
a(z) < ap < 0Vz
y(z) = 0

bei solchen linearen Differentialgleichungen im RWP spielt die Diskretisierung
zentrale Rolle.

92
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8.2 Differenzenverfahren
Grundidee: Geben diskrete Punkte
a=20< T < ...<Tp1<Tp=2"b

vor, an denen uy &~ u(xy) zu berechnen sind. (ug = ug, u, = up gegeben)
betrachten o.E.d.A.: dquidistante Diskretisierungspunkte

xk:a+kh h:b_—a

n

Differenzenverfahren sind Néherungsverfahren zur Losung von RWP, die
durch Anndherung von u”(zy) entstehen.

Beispiel 8.2
betrachte

{—M@zﬂ@|m

u(a) = ug  u(b) = uy

aus Kapitel 6:

u//(l’) — u(xk_h)_2uf(;k)+u(xk+h) + O(hz)
andererseits soll —u"(zg) = f(xx) k=1,..,n—1
ersetzen u(xy) durch gesuchte Naherung wy

= —Up_1 + 2Up — Upt1 = h2f(l’k) k=1,..,n-—1

— (n—1) Gleichungen mit (n —1) Unbekannten u;...u,,—1 da ug, u,, gegeben

Frage:

Wird bei £ — 0wy — u(zy) konvergieren?

Typische Untersuchung: einsetzen der exakten Losung u(xy) in
das Néaherungsproblem

(a) —up_q1 + 2up — upyr = h2f(xy) gilt exakt Vk
(b) —u(wr—1) + 2u(xy) — u(rpyr) = h* f (1)

aus Taylorentwicklung folgt

% % .

W) = ulee) + h'(we) + o (wx) + gru(an) + rut™ + O(R)
B2 B3 B

w(xp_y) = u(xy) — h'(zp) + ?u”(:):k) — gu”’(xk) + Eu(“’) + O(Rh°)
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—2u(xy) — h*u" (z) — %u(i”) (zr) + O(R®) = h*f(zp) + h* * const

Tu=b w=| : | Niherung b= (h*f(z))i;

u(z1)
Tu, =b wu, = : exakt

u(Tn-1)

T(u—u,,)= %(u(i”) (xx) + O(h))  heifit Approximation

Bemerkung 8.3
Achtung k — 0 nicht so einfach moglich, da T sonst wichst.

aus oben = |lu — u,, | < |77 - 5 [|u®™ | + O(R7) |7~ hingt von h ab!

T symmetrisch = || Tl = Amax(T)
1Tz = A1)

Amin(T) = 4sin2k—7r
n
T
— 4 2 3
b—ah + O(Rh%)
— |lu—u,ll, = OKL)—0 fir h—0

besser benutze Maximumnorm: [|u—ug, [loo < w*[|T7 oo | s5u™ (1) + O(h)]| o
—

2 -1 u h? f(@1) + ta
h? f (w2)
—1 _ :
-l 5 P (02)
—1 2 Up—1 hzf(l’n_l) +Ub

Systemmatrix ist tridiagonal mit tridiag (—1,2, —1) regulir, symmetrisch
und diagonal dominant
— Uy...u,_1 Yn(Vh) stabil berechenbar h — 0

Ahnliche Vorgehensweise im mehrdimensionalen Beispiel:
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— Au(z,y) = f(z,9)|o
u=g(z,y)loc

Diskretisierung in beide Raumrichtungen

v k=1 k k+1

! j ! u(wy, y;) ~ uk;

j—1

_@ o k-1 + 2up; + Upy1
Ox? (@05) h?

_@ n “Wki-1t 2Upj — Upjq1
0% | orm) h

— entsteht der sogenannte 5-Punkte-Stern im 2 dimensionalen

~ (1
— Aol o~ (Gp4Uuk — Up—1j — Uk1j — Ukj—1 — Upj+1)

analog im 3 dimensionalen.
Schwierigkeiten bei der Approximation machen hier die Randbedingungen,
wenn €2 nicht z.B. ein Rechteck o.4. ist.

8.3 Finite Elemente Methode - FEM

Grundidee:
betrachten wieder Diskretisierungspunkte um Néherungswerte von u(zy) zu
erhalten. Aber: es wird eine Niherungsfunktion berechnet mit Hilfe eines
Projektionsverfahrens in einen endlich -dimensionalen Teilraum. Dieser
Teilraum wird bei FEM durch einfache Spline- Funktion mit kleinem Tréager
aufgespannt.

Vorgehensweise:

a) Bilineares Funktional a(u,v) (sogenannte schwache Formulierung) zur Re-
prasentation der Differentialgleichung.

b) Festlegen der Basis, Projektion von a(u,v) in endlich dimensionalen Teil-
raum

c) Losen des Gleichungssystems Aa = b
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Beispiel 8.4 zu a)

Q

S

u(a) = u(b)
= —u"(x)v(z) = f(x)v(z) Yv € Cla, b
b b
— [v"vdz = [ fudzx
wihlen v(a)a: v(b) =0 und sei v e C stiickweise diffbar

= ges. u(z) mit u(a) =u(b) =0 nach partieller Integration

) (1)

Aufgabe: b (2)

Bemerkung 8.5

AbschlieBung dieser Funktionenrdume ergibt eine Formulierung in allgemeinen
Réumen (sogenannte verallgemeinerte Ableitungen fiir « und v existieren
also auch stiickweise diffbare Funktionen sind zugelassen!) bezeichnet mit V.

b) jetzt: Naherungslosung uy, € Vo dadurch, daff (1) in endlichen

dimensionalen Teilraum V,, C V{ projiziert wird.

Beispiel 8.6 zu b)

Vi, = span (o1, ..., ©n—1)
¢, sogenannte Hiitchenfunktion (B-Spline)

a=20<T1 < ... < XTp_1 <x=0b

@i () sel linear in allen Teilintervallen [x;_1, ;] und @g(x;) = 0y
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oy stetig, stiickweise diffbar mit k =1,...n — 1
n—1
up(x) = 21 a;p;(x)
‘]:

Projektion von (1) in V}, heifit:
ges.. up(z) € Vi alup,v) = (f,v) YveV,CV,

Bemerkung 8.7 zu ¢)

1. Die gesuchten DGL- Koeffizienten oy, sind héufig gleichzeitig Funktionswer-
te der Naherungsfunktion

up(zn) = Y cipi(Tn) = ay,

2. Berechnung der «y aus einem Gleichungssystem

G(ZO(]'QOJ',QOZ') <f7§02> Vi = 1)"'777'_]-

Aa = b
mitA = (a(pj, 801))” 1
b = (fe)is
Qg uy (1)
) Op—1 uk($n—1)

Beispiel 8.8

b J
A : CL(QOZ', 80]) = /QOZQO]CZ,T llIld Akl = a(gph gpj) % ] = Z
a 0
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mit Tiv1 — L, = h
T 2 Thi 2
1 1 2
Tk—1 Tk
+

wie bei Differenzenverfahren aber leicht andere rechte Seite b.

98



Kapitel 9

Eigenwertprobleme bei Matrizen

9.1 Grundlagen der linearen Algebra

Definition 9.1
A € C""(n x n Matrix)
(A, w) nennt man Eigenpaar zu A (A Eigenwert, w € C™" Eigenvektor)
mit Aw = Aw

Bemerkung 9.2 iA. A€ C" bei A=AT MNcR,wecR"
Definition 9.3
Eigenwert nennt man A als Nullstelle des charakteristischen Polynoms

o(t) =det(tl — A) €11,

e wenn A a- fache Nullstelle, dann nennt man « algebraische Vielfachheit von
A

e bei a > 1 gibt es 3 linear unabhéngige Eigenvektoren von A mit 1 < § < «
und ( nennt man geometrische Vielfachheit von A

Definition 9.4
Falls # < « fiir mindestens einen Eigenwert A von A, dann heifit A defektiv.

Satz 9.5
A ist diagonalisierbar, falls 3 =« VA und es existiert

W = (w|...Jw,)T  WEDAW = A = diag(\y, ..., \n)
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Definition 9.6
A heifit normal & AA* = A*A < Eigenvektoren bilden Orthonormalbasis

Bemerkung 9.7
falls A = A* hermitesch oder A = AT symmetrisch, so ist A auch normal

Satz 9.8
Alle normalen Marizen sind diagonalisierbar.

Satz 9.9 Cayley - Hamilton
Sei K ein Korper und A € K™" mit dem charakteristischen Polynom ¢4()\).
Dann erfiillt A die Gleichung

wa(A) = A"+ a; A+ +a,_ 1A+ ayl, =0

9.2 Ungeeignete Verfahrensideen

Bemerkung 9.10
Fast alle Verfahren die etwas mit dem charakteristische Polynom ¢(\) zu tun
haben sind numerisch instabil oder zu aufwendig.

(a) Verfahren die Koeffizienten von ¢(\) berechnen:

n—1

e(t) =t"+ > a;t’
i=0

(b) Verfahren zur Nullstellenbestimmung: ¢(t) = 0 (ohne Koeffizienten zu be-
stimmen)

z.B.: Sekantenverfahren

¢ _ tep(te—1)—tr—10(tk)
kL= T ot 1) otk

= jeweils eine Determinante pro Iteration

(1) Aufwand O(n?)

(2) Funktionwert mittels det(t,] — A) ist eventuell sehr kleine/grofle Zahl
ausserhalb des Zahlendarstellung
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Bsp.:

hat det(A) = n!

Bemerkung 9.11 Ausnahme
Bei Tridiagonalmatrizen existiert ein stabiler Ausweg (siehe 9.3)

veraltetes Verfahren
basiert auf Satz 9.9 (Verfahren von DERVINDUE)

p(A)=0  p(4)2” =0
n—1

(A" + > aiAi) 70 =0
i=0

setzen 0t = AWz j =0 ... n—-1

™+ S aa' =0
i=0

Qo
X | = —z(™ mit X = (20)2!]...]z""" )

Ap—1

also ist (ag, ai, ..., an,—1) T ist Losung dieses Gleichungssytems
instabil:

(a) Uberlauf, Unterlauf bei z(+Y = Az®

(b) X extrem schlecht konditioniert

9.3 Iterative Berechnung von Eigenwerten bei
symm. Tridiagonalmatrizen

Bezeichnung: T}, fithrende Hauptuntermatrix von

ar By
T=T,=| %
e O
Bn  an
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und (pk(t) = det(t[ — Tk)
= fiir gegebene Zahl 148t sich ¢(t) = ¢;(t) rekursiv berechnen (eventuell
instabil)

<P0(t) =1
pit) = t—a

gpk(t) = (t — Oék)tpk_l(t) — ﬁgtpk_g(t) Vk‘ = 2, N

Bemerkung 9.12
Somit iterative Verfahren zur Bestimmung einer Nullstelle von ¢, () moglich.
Jetzt nur noch O(n) Operationen pro Schritt aber ¢ (t) evtl. sehr
grofie/kleine Zahlen — instabil.

Vermeidung der Instabilitdt durch

definiere: fi(t) = S;:f—%) stabil Vt berechenbar

fil®) = (t—aw) =B
filt) = t—a

Satz 9.13
Benutzen dies fiir 7' mit 3; # 0Vi
(sonst berechnen Eigenwerte von 2 Teilblocken einzeln)

a1

ay,
— B #0 Vi
e alle Eigenwerte von T sind einfach

e Nullstellen von ¢y (t) separieren sich

Folgerung 9.14
Benutzen also Nullstellenbestimmungsverfahren fiir f,,(¢) =0
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(a) Sekantenverfahren

(b) Newton-Verfahren (noch f/(t) = 1 — ,?(ff" 11(()))2 mit Start f{(¢f) = 1 mit

Rekursion fiir fx(¢) mitrechnen)

(c) Bisektion (Intervallhalbierung) zur Berechnung z.B.: des n- ten Eigenwertes
mit

A < A9 < ... < A\, Eigenwerte

Ausnutzen {¢(t)};_, bilden Sturmsche Kette

Satz 9.15
Betrachten ¢ = t fest und @ (1), ..., ©n(7)
Anzahl der Vorzeichenwechsel dieser Zahlen = Anzahl der der Eigenwerte
oberhalb von ¢ < fi(%), ...., fu(t) berechenbar
Anzahl der negativen fy (¢ ) = Anzahl der Eigenwerte mit A > ¢

Verfahrensidee
betrachten Intervall [a,b] mit {fx(a)} und {fx(b)}

c= {ful0)}

m- ter Eigenwert in [c¢,b] = [a,b] := [c,b]
m- ter Eigenwert in [a,c] = [a,b] := [a,c]
= {/fr(a)} und {f(b)

9.4 Berechnung von Eigenwerten und Eigenvek-
toren durch Transformation

Seien wi...w, Eigenvektoren zu A;...\, von A
W = (wy|ws]...|w,) A =WTAW = diag(A... M)
Verfahrensidee
A0 — A A(k+1) _ (X(k))—lA(k)X(k)
mit X so da3 A ndher an Diagonalgestalt
einfache Fehlerbetrachtung

A®) 4 P mit|| F®)|| Klein

AR+ (X(k))—l(A(k)+F(k))X(k)
(k)y=1 g(k) x (k) (k) =1 p(k) x (k)
(X¥)TAWXW 4 (X)X

hétten gern
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[(XEN=LFE X E|, < [[F®],(X®)  mit Konditionszahl x(X®) > 1

Ziel: kx(X®)) =1

nur bei orthogonalen/unitdren Matrizen

— also benutzen nur orthogonale Matrizen zur Transformation
bei A # AT Diagonalisierung nicht immer méglich

— SCHURsche Normalform

Satz 9.16
AU unitidre Matrix mit

U*AU = A = obere Dreiecksmatrix

sogenannte Blockschurform falls A reell:

3@ orthogonal mit
A B -+ B

QTAQ =
B,
Ay
wobei A; eine (1 x 1) Matrix bei reellen Eigenwerten oder (2 x 2) Matrix mit

konjugiert komplexen Eigenwerten
z.B.:

a 0 ) .
[ 8 a } hat Eigenwerte o £ i3

bester Vertreter dieser Kategorie ist QR~ Algorithmus
Algorithmus 9.17 Grundalgorithmus
(1) A® = QW R®) QR- Zerlegung
mit Q) (Q¥)T = I und R™ obere Dreiecksmatrix
(2) AFHD = REIQK)
Bemerkung 9.18
zu (1) B® = (QW)T A®)
zu (2) Alk+1) — (Q(k))TA(k)Q(k)

also {A®} Folgen dhnlicher Matrizen mit A%*) — obere Blockdreiecksma-
trix (bei gewissen Voraussetzungen an das Spektrum von A)

Bemerkung 9.19
A

Konvergenzgeschwindigkeit héngt von Quotienten || ¢ > j ab, wenn
]
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| A1 [> >| A, | (diese Anordnung auf der Diagonalen der Dreiecksmatrix
geordnet)

Bemerkung 9.20
Konvergenzgeschwindigkeit ist bei Nebendiagonalen am langsamsten

Hieraus wurden durch folgende Zusétze hochsteffektive Verfahren entwickelt:
(1) Verschiebungsstrategie

(1) A® — 5,1 = QW R®)

(2) AR = QRWIRK) 5.1

NR.: R® = QWAL — g, 1)
(@MW) (AW Q(’“ — sl + sil)

Bemerkung 9.21
Aus Kl S| folgt, dal wenn s, sehr nahe am Eigenwert ); ist, sich der

Elgenwert A; sehr schnell abspaltet, da der Konvergenzgeschwindigkeits-
quotient sehr grof ist. — letzte Zeile von A*+Y) sehr klein
Verfahren aber aufwendig.

(2) Hessenberg Form

Definition 9.22
H heifit Hessenbergmatrix wenn Eintrage h; ; =0 Vj <i—1

Algorithmus wir nicht auf volle Matrix angewendet sondern auf Hessenberg -
Matrix.

AO = QTAQ = H

Bemerkung 9.23

Der QR Algorithmus ist invariant beziiglich dieser Struktur
= alle A® sind Martrizen mit Hessenbergstruktur.
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9.4.1 Spiegelungsmatrizen

Definition 9.24
Eine Matrix S(v) heifit Spiegelungsmatrix wenn sie die Form
S(v)=1-—2vv" fiir |Jv||=1hat (hier immer |.|| = |.||2)

Satz 9.25
Diese Matrix hat folgende Eigenschaften:

e S(v)=2S8"(v)
e STS=82=T—4vv" +4v(vTop’ =1
e SWv=v-2vv'v=—v

e vlv: S =x-2vw'r=uay

Nutzen

gegebener Vektor a € R" dann 3 S(v)a = £||al|e;

Konstruktion v = TaT

£|laf
T T
wu'a 2u'a 0
S(v)a=a—2—=a—< )u: ,
[Jull? [Jwll® :
0
setzen (ug, ..., u,)" = (ag,...,a,)"
Uy
a9 9 "
U= ) und Abkiirzung: S° = Z a;
: i=2
an
2
a — —ﬁﬂgu =a— 72(1;1%2? Ly

soll ab Position 2 Nullen ergeben

2(ura;1 + s?)

l—-———————- =0
u? + s
u%+82 —2uja; — 28 = 0
Uy = al:l:\/a%+82

= ar % la]

beide Vorzeichen sind erlaubt aber zur Vermeidung von Stellenausléschung
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uy = a1 + ||al|sign(a;)

Fazit
Geg.: a€eR”
def.:  wy = ay + ||a]|sign(a)

T . .
— S (HTUH> a=a— Wu = +||al|e; mit festen Vorzeichen

9.4.2 Nutzung der Spiegelungen zur QR- Zerlegung
Ziel: A=QR (mit QR wie oben)
Idee: (n — 1) Spiegelungen von links

(1)

1 T2 - Tin

ELQQ ctt d2
S1A = "

O a'nZ Ann

an1 + [|a™||sign(ai1)

(1) a
durch S; = < Y ) ut) = .21

[u]
Ao
(2)
1 Ti2 T'1in
5251A _ : T'22 Ton
: REST
0 0
_ 0 -

d22 + Hd(l)Hszgn(dgg)
u®@ -
durch S5 = (—) u? = | ass

Q2n,
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USwW. Sn—l SR 5251 A=R & A= Sl s Sn—l R
—_———— —_——
orthogonal Q

So wiirde die QR- Zerlegung in 9.4 aussehen.
ABER 1 Zerlegung kostet O(n?) Operationen — Gesamtaufwand ist mit min-
destens O(n?) zu teuer

Bemerkung 9.26
QR- Zerlegung ist auch fiir lineare Gleichungsystem interessant.

Axr = b
Sn_l"'SlAl’ = Sn_lSnb
N———— f

R r = S b

9.4.3 Transformation auf Hessenberg Gestalt

h1,
hoy . hij
0o . e = H=Q"AQ durch n-2 Spiegelungen
| 0 o 0 hrm—l hnn ]
[ a/]_l o« .. o« .. aln ]
hoy o+ -+ hop,
Si so, dafl S1A = 0 " !
: A
i 0 L a4
o -
U a21 + Hd(l)Hszgn(ELgl)
mit S = (H 1”) up = | s andert Zeilen 2 bis n
Uy .

SlAS§_1) = 51 AS; andert nur noch Spalten 2 bis n
H= S, 5---S A S-S, ,
—— ——

H = Q A Q" (Ahnlichkeitstransformationen)
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Bemerkung 9.27
Ist A=AT — H' = (QTAQ)" = Q" ATQ = H dh. H ist Tridiagonalmarix.

Aufwand:

° %n?’ bei A= AT

° gn?’ sonst

9.4.4 Der Doppelschritt QR nach FRANCIS

Bemerkung 9.28
A=A" — 1.) A tridiagonalisiert
2.) QR Algorithmus fiir Tridiagonalmatrix

Weiterhin jetzt A # A':
(1) A — H Hessenberg Matrix
(2) QR Algorithmus fiir H

Grundalgorithmus:

H® — g1 = QWR®
HED . R(k)Q(k) + sl

Doppelschritt:

Hy -5 = Q1R1

: _NT
H2 _ RlQl 4 81] } 1. Schritt H2 = Ql HlQl

Hy — sl = Q2R2

; AT AT
Hy = RoQy+ syl } 2. Schritt H; = Q, Q; H1Q:10Q>

Suchen Matrix um direkt von H; — Hs zu kommen.
Betrachten

P = (Hl —81[)([{1—82[) :QlRl(Q1R1+(81—Sg)I)
Q1 R1Q Ry + (51 — 52)Q1 Ry
——

= Q(Hy—s1I)Ry + (51 — 52)Q1 Ry
= Qi((Hy — sol)Ry

= (Q1Q2)(R2F)

= QR
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Die beiden Verschiebungen sy, sind stets die EW der (2 x 2) Matrix

. o hyn—1n-1 hn-1n
in H= —_— b b

[ _l

evtl. s =s sy = § (konjugiert komplexes Pérchen)

= P = H? — (2Res)H + |s|*I (reelle Matrix)

Idee

fiir Hy, definiere Q. als Q- Faktor von P, = (Hy — s11)(Hy, — so1)

Hyp = Q;Hka
Exaktes Vorgehen
(1) Berechnung der 1. Spalte von Py
(2) Berechnen der Spiegelung S; die S1q = |q|ex
(3) H := S H,S,
(4) Transformiere H wieder auf Hessenberg Gestalt = Hj, + 1
Aufwand
e pro Schritt: O(n?)

e Gesamt: O(n?)

9.5 Vektoriteration

Zur Berechnung von einen Eigenwert und Eigenvektor.

Potenzmethode
2’ Startvektor mit ||z°|| = 0
y(k) —  Ag®
D= gy ®) k=0,1..

ty ist Normierungsfaktor:

(a) tx = [ly®]~
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(b) tp = <A:L’(k),x(k)>_1 = <y(k)’x(k)>—1
Satz 9.29 Konvergenz
e Sei A diagonalisierbar
e Sei \; der einzige Eigenwert mit
pla) = M| > Ao = .. = |An
— {2} konvergiert gegen w") (Eigenvektor zu \;)

Bewelis:

20 = Zaw(i) sei ay # 0
i=1

LL’(k) = tk_lALL’(k_l):tk_ltk_2A2$(7(k—2)
k—1

= H t]Akl'(O)

J=0

MO (Htj)zazkfw“)
j=1
= A TT (™ A0
= M]]ti(0w +;<>\1) w®)

2
— 0

1

= =— lineare Konvergenz

Schnellere Konvergenz und Berechnung von anderen Eigenwerten mittels
Inverser Iteration (WIELANDT- Iteration)

Sei p eine Naherung fiir A\g : | — M| <|p—N| Vi>k
Benutzen die Potenzmethode fiir (A — pl)™!

o (A—pDy® = g® -
Iteration: Lose (k1) ~ kE=0,1..

Ist | — M| << |p—N| Vi>k

% << 1 = schnellere Konvergenz

Bemerkung 9.30
k(A — ul) sehr grof, wenn p gute Eigenwertndherung
— hier trotzdem sehr gute Ergebnisse (Fehler in Richtung des gesuchten
Eigenvektors)
notwendig: Losungstechnik fiir Gleichungssysteme (A — pl) mittels Gauf3
besser QR~ Zerlegung
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9.6 Der Lanczos Algorithmus fiir grofle Eigen-
wertprobleme

Sei A= A" € R™" mit n grofl und iiblicherweise A schwach besetzt (Tridiagona-
lisierung entsprechen 9.4.3 ist aus Speicherplatzgriinden nicht moglich)

betrachten Lanczos Prozess
betrachte z(¥ € R, mit ||2(?|| =1 beliebiger Startvektor

(k1) 5(k+1) k=0,1... mitBy;=0

|2+

durch: «, = (Az% #)
61@ _ <AZ k (k 1)>
= (z(k Az(k 1)
= (2®),200) = |00

analog zu orthogonalen Polynomen folgt
(z0FD 20 =0 Vj<k-—1

Bemerkung 9.31

Der Grund fiir die Analoie zur Konstruktion orthogonaler Polynome ist:
xp(z) symmetrischer Operator bzgl. < -, >= f
AZ ist symmetrischer Operator bzgl. < e >= eukhdlsches Skalarprodukt

Bemerkung 9.32
Implizit werden auch hier orthogonale Polynome erzeugt.

2D = i (A)20 pr(t) € I,
z.B.: po(t) 1
(t) = (t—ao)/b
= (2,29) = & = (p:(4)2Y,p;(4)2)

Bemerkung 9.33
{20 2 2"} bilden eine Orthonormalbasis im sogenannten Krylovraum

K(A, 20) = span(©, 420, A2:0) ... Ak 0))
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Fazit:
AR = bk+1z(k+1) + akz(k) + Bkz(k_l) Vk=0,...
Zpy = (202020
Ky-1(4, Z(O)) = Span (Z(k))

ar B

AZy, = Z, Ty + (00...|Brz®)  mit T}, = G
- 6n—1
/Gn—l Op—1

AZy, = ZiTw + BzWel und Z] 7, =1
— 2V AZy = T+ B Z,;rz(k) eq =Ty
——
0
e Falll: k=n
2, = (20 ... 21} Orthonormalbasis im R”

jetzt Z, orthogonale (n x n) Matrix
— ZJAZn =T, T, ahnlich zu A

T, und A haben gleiche Eigenwerte und die Eigenwerte von T} sind gut
berechenbar z.B. mittels QR- Algorithmus fiir Tridiagonalmatrizen

— Algorithmus ist nicht zu gebrauchen da obige Identitt dadurch gestort,
daB die {z(®} ab gewissen k kein exaktes Orthonormalsystem bilden
e Fall 2: Lanczos Phdnomen
— schon fiir kleine k sind einige Eigenwerte von 7T} gute Ndherungen fiir
die Eigenwerte von A

— Instabilitdten werden insbesondere durch gut konvergierte Eigenwerte
bewirkt

Algorithmus 9.34 Lanczos Verfahren

e Bilde 2 ... 2® und somit Z;, = (2@|...|z*~Y) und a; und 3; bilden obige
Tridiagonalmatrix T}

e Berechnen Eigenwerte und Eigenvektoren von Ty, Tpu = du

— (0, Zyu) Naherung fiir ein Eigenpaar von A mit |lu|| =1



FEigenwertprobleme bei Matrizen 114

e Berechnen Residuum:

1A(Zu) = 6(Z)| = |1 Z6Tu+ BpzWefu — 0 Zpul|

= Bilesul

= B, und die letzte Komponente des Eigenvektors von T} bringen die
Information ob der Eigenwert , konvergiert“ hat

also: - Berechnen von Eigenwerten und der letzten Komponenten der Eigenvek-
toren von T},
- Tests ob B | e] u | klein
—> (0, Zu) akzeptables Eigenpaar von A

- lose (Ty — 61)u = 0 (mittels inverser Iteration)
e berechne Y = Z,u als Eigenvektor von A
o jetzt ki=k+1

+ weitere Lanczosvektoren 2 bzgl. y nachorthogonalisieren

Bemerkung 9.35
Welche Eigenwerte von A spalten sich schnel ab ?
etwa solche die ,,aussen“ oder gut vom Restspektrum abgetrennt liegen



