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Aufgabenstellung

Der zweitkleinste Eigenwert der Laplace-Matrix eines Graphen wird wegen seiner engen
Beziehung zum Zusammenhang des Graphen auch als algebraische Konnektivitat be-
zeichnet. Es soll fiir einfache Graphenklassen untersucht werden, inwieweit sich dieser
Zusammenhang durch Hinzufiigen einzelner Kanten vergrofern lasst. Eventuell soll dies
auch unter der Beriicksichtigung von Gewichtsumverteilungen betrachtet werden.
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1 Einleitung

Das Jahr 2013 konfrontiert die Menschen mit einem massiven Anstieg der Weltbevol-
kerung. Nach Uberschreitung der Sieben-Milliarden-Marke bleibt die Aussicht auf ein
auch zukiinftig rapides Wachstum. Der natiirliche Lebensraum eines jeden Individuums
wachst hingegen nicht in diesem Mafse. Viele fiir die Existenz und Entwicklung essentielle
Rohstoffe unterliegen einer gewissen Knappheit und vor dem Hintergrund dieses proble-
matischen Werdegangs treten zwei offenkundige Moglichkeiten hervor, mit einer solchen
Situation umzugehen: Entweder die Menschheit steht der eigenen Entwicklung tatenlos
gegeniiber, nimmt mehr und mehr Lebensraum ein und liefert sich einer natiirlichen Se-
lektion und Minderung ihres Bestandes iiber steigende Hungersnote aus oder sie setzt auf
technischen Fortschritt und Innovationen, die das gemeinsame Leben effizienter gestalten,
so dass aus einer vorgegebenen Menge von Ausgangsressourcen ein erhohter Mehrwert
produziert werden kann, welchen die Versorgung einer wachsenden Bevolkerung erfordert.
Die erstgenannte Methode erscheint grob fahrlédssig und moralisch bedenklich, 16st jedoch
das Problem der Uberbevélkerung in radikaler Manier. Letztere Vorgehensweise benétigt
hohen Zeitaufwand und steht im Wettlauf zum stetig sinkenden Ressourcenangebot der
Natur und einem schrumpfenden Pro-Kopf-Lebensraum, solange sich eine Umsiedlung auf
einen anderen Planeten als utopisch erweist.

Der Mensch hat sich augenscheinlich fiir den technischen Fortschritt entschieden und
organisiert zahlreiche Ebenen seines Lebens in Netzwerken, um eine Struktur im sich
ausbreitenden Wirrwarr von Interaktionen zu schaffen. Beispiele hierfiir sind Stadte, die
durch Straken verbunden werden, Computer und Telefone, die mittels Stromleitungen
kommunizieren, Unternehmen, die als Gesamtheit einzelner Abteilungen fungieren oder
ganze Staaten, die im internationalen Wettbewerb konkurrieren. Mit Riicksicht auf die
fortschreitende Ausbreitung des Menschen iiber den gesamten Planeten stellt sich die
Frage, wie solche Netzwerke in optimaler Weise unter gewissen Nebenbedingungen — z. B.
okonomischen Effizienzzielen oder umweltschonenden Restriktionen — zu erweitern sind.

Anstatt all diese Probleme einzeln zu betrachten und in miihseliger Mosaikarbeit jeweils
passende Losungen zu suchen, ist es ratsam, auf ein allgemeines, abstrahierendes Mo-
dell eines Netzwerks zuriickzugreifen, einen Indikator zu definieren, der die Giite des be-
stehenden Zusammenhangs bewertet und herauszufinden, inwiefern sich dieser Indikator
verbessert, wenn dem Netzwerk neue Verbindungen hinzugefiigt werden. Das mathemati-
sche Teilgebiet der Graphentheorie beschiftigt sich mit solchen Modellen von miteinander
verbundenen Knotenpunkten — den Graphen, vgl. Definition 2.1 — und fiihrt den Begriff
des Zusammenhangs eines Graphen per Existenz eines verbindenden Pfades zwischen je
zwei Knoten des Graphen ein, vgl. Definition 2.9. Eine derartige Begriffsbildung bestimmt
jedoch kein Mafs, welches sich erhéht, wenn einem bereits zusammenhéngenden Graphen
verbindende Kanten hinzugefiigt werden.

Die Spektrale Graphentheorie stellt als Teildisziplin der Diskreten Mathematik einen niitz-
licheren Indikator fiir den Zusammenhang eines Graphen bereit. Als Schnittstelle zwischen
der Graphentheorie und Linearen Algebra bedient sie sich umfangreicher Kenntnisse iiber
Matrizen und wendet diese zur strukturellen Untersuchung von Graphen an. Hierbei gibt
es verschiedene Moglichkeiten, einem Graphen eine Matrix zuzuordnen. Die Feststellun-
gen aus Abschnitt 2.3 begriinden, warum diese Arbeit keine andere als die Laplace-Matrix
verwendet, um das Spektrum eines Graphen zu definieren. Der zweitkleinste Eigenwert
der Laplace-Matrix erweist sich als sinnvoller Indikator fiir den Zusammenhang des da-
zugehorigen Graphen. So zeigen die Abschnitte 2.3 und 2.4, dass dieser Eigenwert genau
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dann gleich Null ist, wenn sich der Graph als unzusammenhéngend erweist und fiir einen
zusammenhédngenden Graphen entspricht der zweitkleinste Eigenwert einer echt positiven
Zahl. Ferner bezeugt Abschnitt 3.1, dass sich der zweitkleinste Eigenwert nicht verringern
wird, wenn einem Graphen eine oder mehrere Kanten hinzuzufiigen sind.

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, fiir einfache Graphenklassen herauszufinden, wel-
che Kanten beim Hinzufiigen den zweitkleinsten Eigenwert und damit in gewisser Weise
den Zusammenhang eines Graphen maximieren.

In Abschnitt 2 werden fiir ein Verstandnis dieser Arbeit unerléssliche Grundlagen darge-
boten. So beschéftigen sich die Ausfithrungen in Abschnitt 2.1 mit notwendigen Begriffen
und Erkenntnissen aus der Graphentheorie und Abschnitt 2.2 prasentiert einen kurzen
Abriss der Spektraltheorie symmetrischer Matrizen. Schliefslich sind alle Voraussetzun-
gen erfiillt, die Laplace-Matrix eines Graphen mit ihren elementaren Eigenschaften in
Abschnitt 2.3 einzufiihren und ihren zweitkleinsten Eigenwert in Abschnitt 2.4 unter die
Lupe zu nehmen.

Als Schwerpunkt der Arbeit studiert Abschnitt 3 die Maximierung des zweitkleinsten
Eigenwertes einfacher Graphenklassen auf das Hinzufiigen von genau einer Kante. Nach
einer Formulierung des Optimierungsproblems dienen in Abschnitt 3.1 obere und untere
Schranken fiir den zweitkleinsten Eigenwert beim Hinzufiigen einer Kante dazu, diesen
als ein Mafs fiir den Zusammenhang eines Graphen in Abhédngigkeit der Eintrédge eines
Fiedler-Vektors und damit in Bezug auf die Position der neuen Kante im Graphen zu
erkennen. Abschnitt 3.2 taucht tiefer in die Materie der Fiedler-Vektoren ein und liefert
eine Reihe von Hilfsresultaten iiber die Auswirkungen gewisser Graphenmodifikationen auf
den zweitkleinsten Eigenwert. Mit diesen Lemmata steht ein geniigend grofses Sortiment
an Werkzeugen bereit, in den Abschnitten 3.3, 3.4, 3.5 die Graphenklassen der Pfade,
Kreise, sterndhnlichen Badume und vollsténdig multipartiten Graphen zu analysieren.

Abschnitt 4 behandelt einen kurzen Einstieg in das Hinzufiigen mehrerer Kanten. Nach
der Formulierung zweier Optimierungsprobleme und konvexer sowie semidefiniter Rela-
xierungen in Abschnitt 4.1 wird in Abschnitt 4.2 die einfache Graphenklasse der Sterne
auf die Maximierung des zweitkleinsten Eigenwertes beim Hinzufiigen mehrerer Kanten
untersucht. Schlussendlich unterbreitet der Anhang numerische und algebraische Berech-
nungen, die fiir einige Beweise iiber das CAS Maple 12 durchgefiihrt wurden. Ein Daten-
trager mit dem entsprechenden Maple-Worksheet Grunert_Berechnungen.mw und einer
PDF-Fassung dieser Arbeit liegt bei.

Hinter allen geschilderten Behauptungen fremder Autoren ist eine eingeklammerte Lite-
raturangabe fiir den dazugehorigen Beweis zu finden. Diese Quelle bezeichnet einen von
mir gelesenen Vorschlag unter weiteren moglichen. Sollte dariiber hinaus ein Beweis direkt
nach der Aussage angegeben werden, weil er eine echte Alternative zum Literaturvorschlag
beschreibt oder von mir als notwendig fiir das genaue Verstéandnis der Behauptung und
nachfolgender Zusammenhénge erachtet wird, so erfolgte dieser mit eigener Gedankenleis-
tung — sofern nicht explizit anders erwahnt.

In den zentralen Beweisen dieser Arbeit werden haufig Hilfssédtze benutzt, deren Anga-
be ohne nédhere Erlduterung stattfindet, vgl. z. B. Abschnitt 3.2. Eine Beweisskizzierung
zum tieferen Verstdndnis jener Hilfsaussagen wiirde die Einfiihrung in einen zusétzlichen,
umfassenden Theoriezweig erfordern und den Fokus auf wesentliche Resultate storen. So
kommen die Beweise der Lemmata 3.3 (ii) bis (iv), 3.10 (ii), 3.16 (i), (ii), 3.26, 3.44 und
des Korollars 3.11 nicht ohne eine von Kirkland et al. entwickelte Technik der Perron-
Komponenten und Flaschenhals-Matrizen aus [13, 41-43]. Grundlagen hierzu liefert die
Perron-Frobenius-Theorie fiir positiv semidefinite Matrizen |37, Kapitel 8.2 bis 8.4].
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2 Notwendige Begriffe und Beobachtungen

Ein zweifelsfreies Verstéandnis der Untersuchungen in dieser Arbeit zu spektralen Eigen-
schaften von Graphen und deren Notation setzt grundlegende Definitionen und Ergebnisse
aus der Graphentheorie und Linearen Algebra voraus. Demzufolge werden in diesem Ab-
schnitt erforderliche Kenngrofsen zu Graphen, Besonderheiten symmetrischer Matrizen,
das Spektrum der Laplace-Matrix eines Graphen und der zweitkleinste Eigenwert dieses
Spektrums vorgestellt.

2.1 Grundlagen zu Graphen

Die Notation folgender Begriffe aus der Graphentheorie orientiert sich zumeist an [5, 12]:

Definition 2.1 (Graph)

Ein geordnetes Paar G = (N, E) aus einer endlichen Menge N = {1,2,...,n} von Knoten
und einer Menge E C (JQV) = {{i,j} :4,j € N;i # j} von Kanten heilt Graph. Fiir
die Kantenmenge eines Graphen G wird ebenfalls E (G) geschrieben und ij = {i,j} sei
diejenige Kante, welche die Knoten i und j verbindet. Mit |[N| = n wird die Anzahl der

Elemente der Menge N bezeichnet und falls N = E = () gilt, so sei G = ().

Unter einem Graphen ist in dieser Arbeit ausschlieklich die ungerichtete Variante ohne
Schlingen und Mehrfachkanten zu verstehen.

Definition 2.2 (Inzidenz, Adjazenz)

Gegeben sei ein Graph G = (N, E). Ein Knoten aus N und eine Kante aus £ heifen
inzident, wenn der Knoten ein Element der Kante darstellt. Zwei Knoten 4, j € N werden
adjazent genannt, falls ij € E gilt. Ferner sind zwei Kanten aus E als inzident zu bezeich-
nen, wenn sie sich einen Knoten aus N teilen.

Definition 2.3 (Isomorphie von Graphen, vollstandiger Graph)

Zwei Graphen G = (N, E) und G’ = (N, E') heifsen isomorph, kurz G = G, falls eine
Bijektion ¢ : N — N'mit ij € E < {¢ (i), (j)} € F' existiert. In diesem Fall definiert ¢
einen Isomorphismus zwischen beiden Graphen. Gilt ij € E fiir je zwei Knoten i, j € N, so
wird G als vollstdndig bezeichnet und K, fiir jeden zu G isomorphen Graphen auf n
Knoten geschrieben.

Es ergibt sich sofort |E (K,)| = () = w fiir die vollstdndige Kantenmenge.

K 1 K 2 K 3 K4 KB
3 4 3 4
°
2 1 2 1 2 1 2
Abbildung 2.1: Vollstiandige Graphen

Isomorphie von Graphen erzeugt als Aquivalenzrelation eine disjunkte Zerlegung der
Menge aller Graphen in Aquivalenzklassen. Zwei Graphen G und G’ liegen genau dann in
derselben Aquivalenzklasse, wenn sie isomorph sind. Alle in dieser Arbeit verwendeten
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Eigenschaften von Graphen, insbesondere deren Spektren, bleiben fiir je zwei isomorphe
Graphen invariant. Anschaulich sind zwei Graphen genau dann isomorph, wenn sie sich
durch Umbenennung ihrer Knoten ineinander tiberfithren lassen. Es ist Abbildung 2.2 zu
nachstehender Definition zu betrachten:

Definition 2.4 (Untergraph, induzierter Untergraph, Komplement)

Fiir zwei Graphen G = (N, E) und G’ = (N', E') mit N’ C N sowie £/ C E N (]\2[,)
wird G’ C G geschrieben und G’ als Untergraph von G bezeichnet. Falls dariiber hinaus
E' = FEnN (]\27) erfillt ist, so heilst G’ von seiner Knotenmenge in G aufgespannt bzw.

induzierter Untergraph von G und wird als G [N'] erkannt. Ein Untergraph G’ C G mit
N’ = N heiftt aufspannend und G = (N , (];[ ) \E) ist das Komplement von G.

G G’ G" G
4 4 4
O 5 i : 3 3 5 / \ 3
1 2 1 2 1 2 1 2
Abbildung 2.2: Ein Graph G, isomorph zu seinem Komplement, mit Untergraphen G', G”,
wobei G” induziert ist und G’ nicht.

Fiir eine Teilmenge U C N bezeichnet G — U := G [N \ U| den Graphen, welcher aus
G = (N, E) entsteht, wenn alle Knoten aus U inklusive inzidenter Kanten geléscht werden.
Im Falle einer einelementigen Menge U = {i} ist G —i zu schreiben. Dariiber hinaus stellt
der Graph G+ G’ = (N U N', EU E') die direkte Summe zweier Graphen G = (N, E)
bzw. G' = (N, E') mit N N N' = () dar und fiir N' = {v}, E' = () wird G + v notiert. Ist
F eine beliebige Teilmenge von (}), so soll G— F := (N, E\ F) bzw. G+ F = (N, EUF)
gesetzt und G =+ ij fiir ein einelementiges F' = {ij} geschrieben werden.

Definition 2.5 (Knotengrad, isolierter Knoten)

Unter dem Grad dg (i) = ‘{j € N:ij€ E}| eines Knotens ¢ € N wird die Anzahl der
zu i adjazenten Knoten bzw. inzidenten Kanten im Graphen G = (N, E') verstanden. Ein
Knoten vom Grad Null heifst isoliert.

Definition 2.6 (Minimal-, Maximal- und Durchschnittsgrad)
Ist ein Graph G = (N, FE) gegeben, so wird iiber

) (GQ) = rréljrvl de (i) der Minimalgrad von G,

A(G) = max dg (1) der Maximalgrad von G,

d(G) = Z |GA§|Z> = Z Gn(z) der Durchschnittsgrad von G
ieN i=1

definiert und ¢ (G) := |E| / | N| fiir das Verhéltnis von Kanten zu Knoten in G geschrieben.

Neben der Ungleichung § (G) < d(G) < A(G), welche direkt aus Definition 2.6 folgt,
ergibt sich ¢ (G) = @ sofort iiber ) .y de (i) = 2|E|, denn beim Zusammenzéihlen der
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Grade aller Knoten eines Graphen ist jede Kante genau zwei Mal iiber ihre inzidenten
Knoten zu zahlen.

Definition 2.7 (Pfad, Kreis)
Der Graph P,_; = (N, E) mit E = {{i,i+1} :i € {1,2,...,n—1}} bezeichnet fiir n > 2
einen Pfad der Lange n — 1 und unter C),, = P,_; + 1n ist ein Kreis der Lange n > 3 zu
verstehen, vgl. Abbildung 2.3.

Abbildung 2.3: B,_1 + 1n=C,

Definition 2.8 (Abstand, Taillenweite, Umfang, Durchmesser, Radius)

Gegeben sei ein Graph G = (N, E). Die Lénge eines kiirzesten Pfades zwischen zwei
Knoten i,7 € N beschreibt deren Abstand dg (i, 7) und falls kein solcher Pfad existiert,
wird dg (i, j) = oo gesetzt. Weiterhin bezeichnet

. die Taillenweite von G,
min k sonst,

%) wenn 3C, C G Yk € N,
9(G) =

CLCG
0 wenn 3C, C G Yk € N,
p(G) = max b sonst den Umfang von G,
CrCG ’
diam (G) = max dg (i,7) den Durchmesser von G,
1,7 €
rad (G) = min max dg (i,7) den Radius von G.

Aus Definition 2.8 folgt sofort, dass der Abstand zweier Knoten eines Graphen eine Me-
trik auf seiner Knotenmenge beschreibt. Werden nun k,1,m € N mit diam (G) = dg (k,1)
sowie rad (G) = max; ¢y dg (i, m) gewéhlt, so liefern die Symmetrie und die Dreiecksun-
gleichung der Metrik gerade diam (G) = dg (k,1) < dg (k,m) + dg (m, 1) < 2rad (G) und
schlieblich rad (G) < diam (G) < 2rad (G).

Definition 2.9 (Zusammenhangskomponente, Knoten- und Kantenzusammenhang)

Ein Graph G = (N, E) ist zusammenhéngend, falls dg (7,7) < oo Vi,j € N, i # j gilt,
anderenfalls heifst G unzusammenhéngend. Es sei Ny, Ny,..., N, € N mit £ > 1 und
Ule N; = N eine disjunkte Zerlegung der Knotenmenge von G, so dass zwei adjazente
Knoten des Graphen in der gleichen Knotenmenge N; liegen. Die k induzierten Unter-
graphen G [N;] heifen Zusammenhangskomponenten von G. Ein Graph wird k-zusam-
menhéngend genannt, wenn er mindestens k£ 4+ 1 Knoten besitzt und nach dem Entfer-
nen von beliebigen £ — 1 Knoten inklusive inzidenter Kanten noch zusammenhangend
ist. Analog heifst ein Graph [-kantenzusammenhéngend, wenn er nach dem Entfernen von
beliebigen [ — 1 Kanten noch zusammenhéngend ist. Fiir einen Graphen G bezeichnet

v (G) == max {k : G ist k-zusammenhéngend } den Knotenzusammenhang,

e (G) == max{l : G ist [-kantenzusammenhéngend}  den Kantenzusammenhang.
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Es ist v (K,) = n —1 zu vereinbaren und mit G # K; wird v (G) = e (G) = 0 genau dann
erfiillt, wenn G’ unzusammenhéngend ist.

Beobachtung 2.10 (vgl. z. B. [12, Proposition 0.4.2])
Fiir einen beliebigen Graphen G = (N, E) gilt v (G) < e (G) < 0 (G).

Definition 2.11 (Wald, Baum, Blatt)

Ein Graph heifst Wald, sofern er keine Kreise enthéalt. Unter einem Baum ist ein zusam-
menhéngender Wald zu verstehen. Ein Knoten ¢ eines Baumes 7" mit dp (i) = 1 wird Blatt
des Baumes genannt.

Abbildung 2.4: Ein Wald aus zwei Baumen

Beobachtung 2.12 (vgl. z. B. [44, Satz 2.4] und [12, Satz 0.5.1, Korollar 0.5.3|)
Fiir einen Graphen T'= (N, E) sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Der Graph T ist ein Baum;

(ii) Der Graph T hat n — 1 Kanten und enthélt keine Kreise;

)

)
(iii) Der Graph T hat n — 1 Kanten und ist zusammenhéngend,
(iv) Zwischen je zwei Knoten enthélt T einen eindeutig bestimmten Pfad;
)

(v) Der Graph T ist zusammenhéngend, aber fiir alle ¢j € E ist T — ij unzusammen-
hangend;

(vi) Der Graph T enthilt keine Kreise, aber fiir je zwei nicht adjazente Knoten i, j € N
besitzt T+ ij einen Kreis.

Definition 2.13 (Multipartiter Graph)

Existieren r > 2 disjunkte Knotenmengen Ny, No,..., N, € N mit | J;_, N; = N derart,
dass zwei adjazente Knoten von G = (N, E) nicht in der gleichen Knotenmenge N; liegen,
so ist von einem r-partiten bzw. multipartiten Graphen G zu sprechen. Falls je zwei Kno-
ten aus verschiedenen Knotenmengen N;, N; adjazent sind, so heifst G vollstandig r-partit
und wird mit K, fir |[N;| = n; bzw. mit K] fir [N;| = [Ny = ... = |[N,| = s
benannt. Ein 2-partiter Graph ist alternativ als bipartit zu bezeichnen.
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2.2 Symmetrische Matrizen

Fiir die Definition des Spektrums eines Graphen, den damit zusammenhidngenden Ma-
trizen und das Verstidndnis derer spezifischen Eigenschaften ist eine Auseinandersetzung
mit der Spektraltheorie symmetrischer Matrizen wesentlich. Samtliche nicht explizit be-
wiesenen Aussagen dieses Abschnittes sind aus Grundkursen iiber die Lineare Algebra
bekannt. Deren Beweise tauchen z. B. in [20, 21, 37| auf.

m,n

Es bezeichne M, ,(R) den linearen Raum aller m x n-Matrizen B = (b;;); 72, mit Eintré-
gen b;; aus der Menge reeller Zahlen R und M, (R) die Menge aller solcher n x n-Matrizen.
Fiir B € M,,,(R) beschreibt B" € M, ,,(R) die transponierte Matrix und fiir B € M, (R)
wird mit det (B) die Determinante benannt. Unter I = (8;;)7;_;, € M, ({0,1}) ist die iib-
liche Einheitsmatrix zu verstehen, wobei d;; das bekannte Kronecker-Symbol verkérpert.

Eine Untermatrix der Ordnung s von B € M, ,(R) ist eine s x s-Matrix, welche aus B
durch Streichen von m — s Zeilen und n — s Spalten entsteht. Die Determinante einer
Untermatrix der Ordnung s heiftt Minor der Ordnung s. Es wird gesagt, dass B € M,, ,(R)
den Rang s hat und rg (B) = s geschrieben, wenn B einen von Null verschiedenen Minor
der Ordnung s besitzt und alle Minoren von gréferer Ordnung als s gleich Null sind.
Alternativ ist der Rang einer Matrix als die maximale Anzahl ihrer linear unabhéngigen
Zeilen oder Spalten zu erkennen.

Mit (z,y) == 2"y und ||z|]y = \/{x,z) werden das iibliche Skalarprodukt und die eu-
klidische Norm von Vektoren z,y € M, 1(R) = R™ bezeichnet. Zwei Vektoren x,y € R"
sind orthogonal, falls (z,y) = 0 gilt. Eine Menge {z1,xs,...,2,,} von Elementen aus
dem R" heift Orthogonalsystem, wenn (x;, ;) = 0 fiir alle ¢ # j ist, Orthonormalsys-
tem, wenn (z;,z;) = 0;; fir alle ¢, j gilt, Orthogonalbasis, wenn die Menge gleichzeitig
ein Orthogonalsystem und eine Basis ist, Orthonormalbasis, wenn die Menge sowohl ein
Orthonormalsystem als auch eine Basis darstellt.

Eine komplexe Zahl A\ € C wird Eigenwert von B € M,,(C) genannt, wenn es ein Element
y € C"\ {0} mit By = Ay gibt. Jedes solche Element y heifst zu A\ gehérenden Eigen-
vektor. Die Menge Uy = {y : Ay = Ay} ist der zu A gehérende Eigenunterraum, dessen
Dimension die geometrische Vielfachheit v (A) des Eigenwertes A bezeichnet. Es wird A (B)
oder einfach nur A\ geschrieben, wenn aus dem Kontext klar ist, dass A ein Eigenwert von
B sein soll. Fiir B € M, (C) ist xg (\) := det (B— A1) das charakteristische Polynom. Die
Menge der komplexen Nullstellen des charakteristischen Polynoms, das heifst die Menge
der A € Cmit det (B—A1) = 0, wird Spektrum von B genannt und mit sp (B) bezeichnet.
Die Menge aller Eigenwerte von B € M,(R) ist als sp (B) N R zu erkennen. Unter der
algebraischen Vielfachheit « (\) eines Eigenwertes A (B) wird die Vielfachheit von A als
Nullstelle von det (B — A I) verstanden. Ein Eigenwert A heifst einfach, wenn «a (\) = 1
gilt.

Definition 2.14 (Orthogonale Matrix, symmetrische Matrix)

Eine Matrix B = (b;;);';—; € M,(R) wird orthogonal genannt, wenn ihre Spalten ein Or-
thonormalsystem im R™ mit dem {iblichen Skalarprodukt bilden, das heifit, wenn die
Beziehung by b1y +. .. 4y bur = 051 V j, k gilt. Ferner heikt B symmetrisch, falls B = BT
bzw. dquivalent dazu (Bz,y) = (x, By) Vz,y € R" erfiillt wird. Es ist 5, fiir die Menge
aller symmetrischen n x n-Matrizen zu schreiben.

Ist B eine orthogonale Matrix, so bilden offenbar auch die Zeilen von B ein Orthonor-
malsystem, es gilt B'B = BB' = I und dies liefert die Invertierbarkeit von B mit
B~1 = B". Weiterhin wird det B € {—1,1} erfiillt und die Eigenwerte einer orthogonalen
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Matrix liegen in {—1,1}. Zu verschiedenen Eigenwerten gehoérende Eigenvektoren sind
orthogonal.

Eine Teilmenge U des R", die selbst einen linearen Raum darstellt, wird Unterraum
genannt und mit U+ := {z € R": (z,y) = 0 Vy € U} ist das orthogonale Komplement
von U zu bezeichnen. Die Aufspannung oder lineare Hiille span (U) eines Unterraumes
U C R"™ beschreibt den Durchschnitt aller Unterrdume des R™, die U enthalten und
fallt als bzgl. Mengeninklusion kleinster solcher Unterraum mit der Menge aller endlichen
Linearkombinationen von Elementen aus U mit reellen Koeffizienten zusammen.

Symmetrische Matrizen zeigen eine besonders freundliche Struktur beim Auffinden ihrer
Spektren, wie es das nachstehende Resultat zeigt:

Satz 2.15 (Spektralsatz fiir symmetrische Matrizen, vgl. z. B. [37, Theorem 2.5.6])

Jede Matrix B € S, erfiillt sp (B) C R, hat mindestens einen Eigenwert und zu verschie-
denen Eigenwerten gehorende Eigenvektoren sind orthogonal. Bezeichnet A := (\; 6;;)7 =1

die Matrix mit den reellen Eigenwerten von B auf ihrer Hauptdiagonalen, so existiert eine
orthogonale Matrix V € M, (R) mit B=V AV,

Die Eigenwerte einer symmetrischen Matrix werden in dieser Arbeit stets aufsteigend
tiber A\ < Ay < ... <\, sortiert. Aus Satz 2.15 folgt v (A\x) = o (A\g) fiir £ € N und ist
hierbei von dazugehorigen Eigenvektoren yi, s, ..., y, die Rede, so bezeichnet y; einen
Eigenvektor zu Ag. Es sei z. B. a (A2) = 3, dann folgt Ay = A3 = Ay und ¥», y3, ¥4 Spannen
den Eigenunterraum U), auf. Trotzdem bleibt es in dieser Ausdrucksweise korrekt, y; als
einen Eigenvektor zu A\ fiir £ = 2, 3,4 zu bezeichnen, wobei y;, bis auf Multiplikation mit
einem Skalar eindeutig bestimmt ist. Es gilt ) _; A\p (B) = > p_ be = tr(B) fiir die
Spur von B = (b;)},—; € Sn, und im Weiteren ist von Interesse, wann eine symmetrische
Matrix ausschliefslich nichtnegative Eigenwerte besitzt.

Definition 2.16 (Positiv (semi-)definite Matrix)

Eine Matrix B € S,, heifit positiv semidefinit, falls (Bxz,x) > 0 fiir alle z € R™ ist und
positiv definit, wenn (B z,z) > 0 fir alle x € R™ \ {0} gilt. Es bezeichne S;7 die Menge
aller positiv semidefiniten n x n-Matrizen und S;'* die Menge aller positiv definiten n x n-
Matrizen.

Satz 2.17 (Eigenschaften positiv (semi-)definiter Matrizen)
Fiir die Matrizen B, C, D,V € M,(R) sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Be S, (i) Be Si+;

(ii) 3C: B=C"C; (ii) 3 invertierbares C': B = C'TC;

(iii) 3D: D= D', B= D% (iii) 3 invertierbares D: D = D', B = D?;
(iv) M (B) >0 Vk=1,2,...,m (iv) Me(B) >0 Vk=1,2,...,n

(v) AV:VIV=IB=VAVT  AeSt (v)3V:VIV=I B=VAV' AeS.

Beweis:

(i) = (v): Nach Satz 2.15 existiert eine orthogonale Matrix V mit B =V AV, wobei
die Spalten von V' gerade den Eigenvektoren yy,ys,...,y, von B entsprechen,
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das heilt \g = Mg (W, Y&) = M Uk, Y) = (B Yk, Yk) & 0.

(iv) < (v): Es bezeichnet A\; =, 0 genau dann einen Eigenwert von B und y; einen
Eigenvektor zu \;, wenn By = A\p yx gilt, das heilit genau dann, wenn die
Beziechung VBV = A € Sy +) hélt, falls die Spalten von V' gerade den
Eigenvektoren 41, vs,...,y, von B entsprechen.

(v) = (iii): Dies ergibt sich iiber D := A2V mit A2 = (Vi 05)

n

ij=1"
(iii) = (ii): Fiir C :== D wird B=C?*=CC = C'C erfiillt.
(ii)=(i): Mit BT = (C'C)"' =C"C = Bund (Bz,z) = (C'Cz,z) = (Cx,Cz) >0

darf gerade B € S;© geschlussfolgert werden. Falls C' zusétzlich invertierbar
ist, gilt (Cz,Cz)=0&Cr=0<2=0. O

Das nun folgende Variationsprinzip erweist sich als &uflerst hilfreich fiir die Bestimmung

oberer und unterer Schranken von Eigenwerten einer symmetrischen Matrix:

Satz 2.18 (Courant-Fischer, Rayleigh-Ritz, vgl. z. B. [37, Theoreme 4.2.2, 4.2.11))

Gegeben seien eine Matrix B € S, mit Eigenwerten \; < Ay < ... < )\,, dazugehorigen
Eigenvektoren w1, ys, ..., y, sowie Uy = span{y1,y2, ...y}, k = 1,2,...,n, Uy := {0}.
Es gilt

A\ = ||rﬁli£11 (Bx,x) (2.1)
xeékﬁl

und insbesondere

A = IIIﬁlin (Bx,x), (2.2)
x|lo =1

Ay = \|Iﬁli£l1 (Bx,x), (2.3)
(@) =0

An = ||rrH1aX (Bx,x). (2.4)
x|lo=1

Mit Satz 2.18 finden sich nachstehende Ungleichungen fiir die Eigenwerte der Summe
zweier symmetrischer Matrizen:

Korollar 2.19 (Courant-Weyl, vgl. z. B. [37, Theorem 4.3.1])
Die Eigenwerte Ay < Ay < ... < )\, von B,C € 5, erfiillen

Mo (B) + M (C) <\ (B+C) < M\ (B)+ A (C) VE=1,2,...,n. (2.5)

Beweis:
Aus Satz 2.18 folgt zunéchst

A (B+C) 21) min ((B+C)z,z) = min [(B z,xy +(Cz, x) ]
lz|l2=1 [|z]l2=1 ——
zeUd | zeUt | (2.4)
< A (0) (2.6)
(2.1)

Hrﬁlin (Bz,z) + M\, (O)
|2 =1
:velzjki_l
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Wird nun B durch B 4+ C und C durch —C' in (2.6) ersetzt, so zeigt sich mit

(2.6)
M (B) =X (B+CH+(=C)) < M(B+C)+ M\ (—0)
——
=8
die Behauptung. 0

Korollar 2.20 (vgl. z. B. [37, Theorem 4.3.6])
Die Eigenwerte Ay < Ay < ... <\, von B,C € S, mit rg (C) = r erfiillen

>\k (B) S >‘1€+T (B+C) S >\k+QT(B) Vk= 1,2,...,%—2’/’. (27)

Beweis:

Nach Satz 2.15 existiert eine orthogonale Matrix V mit VTC'V = (u; 0;5)7,—; und p; = 0
fire =r+1,r+2,...,n bzw. u; # 0 flir : = 1,2,...,r. Es seien 2z, z9,..., 2. die zu
[, o, - - -, i gehorenden Eigenvektoren der Matrix C' und W, = span{z, zo,..., 2.}
Fir £ =1,2,...,n —r liefert Satz 2.18 gerade

A (B) = Hilnlzigl (Bx,x) < ||£ﬁ1211211<Bx,x> < H§|Il|ziI:11<(B +C)z,z)
zeUl | weUl NWi zeUl NnWit
< ”xr‘rlhir:ll<(B+C’)x,x> = Netr (B + C). (2.8)
T€Uk,

Analog zum Beweis von Korollar 2.19 ist B durch B + C sowie C' durch —C' in (2.8) zu
ersetzen und es folgt A\pyr (B4 C) < My (B4 C 4+ (=C)) = Apy2r (B). O

2.3 Das Spektrum eines Graphen

Seit den Anfingen der Spektralen Graphentheorie in den 50er- und 60er-Jahren wurden
verschiedene Konzepte zur Definition des Spektrums eines Graphen entwickelt. Die ge-
wohnliche Variante erfolgt dabei direkt iiber die Eigenwerte der Adjazenzmatrix eines
Graphen. Bis heute lieferten zahlreiche spektrale Untersuchungen der Adjazenzmatrix
Schranken fiir die Eigenwerte im Zusammenhang mit graphentheoretischen Kenngréften
wie dem Durchmesser, Umfang, Knoten- oder Kantenzusammenhang [2, 4, 9, 10, 23].

Definition 2.21 (Adjazenzmatrix)
Fiir einen Graphen G = (N, E) wird iiber

1 wennij € F,
a;; =
Y 0 sonst,

seine Adjazenzmatrix A (G) = (a;)?,—; € M,({0,1}) definiert und nur A fiir die Adja-
zenzmatrix eines beliebigen Graphen geschrieben oder falls aus dem Kontext klar ist, auf
welchen Graphen sich A bezieht. Offenbar gilt A € S,,.
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Ein Grofiteil aller Entwiirfe von Spektren fiir Graphen benutzt diese Matrix bzw. ge-
wisse Modifikationen ihrerseits, so z. B. das Kelmans-Spektrum [38, 39] oder das Seidel-
Spektrum [65]. Im Laufe der letzten Jahre kam dem Laplace-Spektrum immer mehr Auf-
merksamkeit zugute mit vielseitigen Anwendungen in Physik, Chemie und Mathematik,
u. a. in der Kombinatorischen Optimierung, der Untersuchung elektrischer Netzwerke und
im Automatischen Lernen |2, 5, 8, 23, 26, 51, 52, 64]. Daher konzentriert sich diese Arbeit
auf die Laplace-Matrix eines Graphen, fiir deren Definition 1 € M, ; ({1}) den Vektor
beschreibt, dessen Eintréage allesamt gleich Eins sind.

Definition 2.22 (Laplace-Matrix, Spektrum, charakteristisches Polynom des Graphen)

Es sei A die Adjazenzmatrix eines Graphen G = (N, E). Unter L (G) = diag (A1) — A ist
die Laplace-Matrix von G zu verstehen und nur L fiir die Laplace-Matrix eines beliebigen
Graphen zu schreiben oder falls aus dem Kontext klar ist, auf welchen Graphen sich L
bezieht. Ferner bezeichne sp (G) = sp (L) das Spektrum von G und A\, (G) := A, (L) seien
fiir k =1,2,...,n die Eigenwerte des Graphen als Nullstellen des charakteristischen Poly-
noms x¢g (A) = xz (A) von G.

Mit einer alternativen Formulierung der Laplace-Matrix L des Graphen G = (N, E') lassen
sich ihre grundlegenden Eigenschaften erkennen. Dazu seien i, € N zwei verschiedene
Knoten von G und E;; := L (G — E +1j) diejenige Matrix, deren 7i- und jj-Eintrag gleich
Eins, ij- und ji-Eintrag gleich minus Eins und alle restlichen Eintrage gleich Null sind, das
heift L = 3" p Eij. Wegen (Ejjx,2) = (v; —2;)* > 0V = (21,2, .. ,T,) " € R™ gilt
Eij € S;Fund diber (L, x) =3, cp(wi — ;) > 0V = (21,29, ..., 2,) " € R" ist sofort
L € S zu erkennen. Nach Satz 2.17 sind alle Eigenwerte eines Graphen nichtnegativ und
da laut Definition sdmtliche Zeilen- und Spaltensummen einer Laplace-Matrix zu Null
verschwinden, gilt \; (G) = 0 mit dazugehorigem Eigenvektor y; (G) = 1. Wird via

1 wenn k der Anfangsknoten von 7 ist,
Crij = 4 —1 wenn k£ der Endknoten von ¢y ist,

0 sonst,

die orientierte Inzidenzmatrix C' = (cj;) € My g ({—1,0,1}) des Graphen G = (N, E)
definiert, so ergibt sich L = C'C'". Da der ii-Eintrag der Laplace-Matrix dem Knotengrad
de (@) fur ¢ € N entspricht, folgt > | X\ (G) = tr (L) = > _, de (i) = 2|E|, vgl. z.B.
[4, Proposition 4.8] und [51, Theorem 2.2].

Fiir einen unzusammenhéangenden Graphen zerféllt das Spektrum in die einzelnen Spek-
tren der Zusammenhangskomponenten des Graphen, wie es die nachfolgende Beobachtung
schildert:

Beobachtung 2.23 (vgl. z. B. [23, Lemma 13.1.1])

Es sei Ny, Na,...,N, € N mit p > 1 und [J/_, N; = N ecine disjunkte Zerlegung der
Knotenmenge eines Graphen G = (N, F), so dass zwei adjazente Knoten des Graphen in
der gleichen Knotenmenge N; liegen. Fiir die p Zusammenhangskomponenten G [N;] von

G gilt sp (G) = /_,sp (G [NVi]) und (A1 (G)) = a (0) = p.

Beweis:

Bezeichnet L; die Laplace-Matrix von G [N;] fir ¢ = 1,2,...,p und p > 1, so ist die
Laplace-Matrix L von G blockdiagonal mit Diagonalblocken L, Lo, ..., L,.
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Es zeigt sich

Xe (\) =det (L —AT) =[] det (Li = A1) = [ xewa (V)

i=1 i=1

und somit sp (G) = |J/_, sp (G [V;]). Die Behauptung folgt nun, wenn o (A; (G [NV;])) = 1
fiir alle Zusammenhangskomponenten von G erfiillt wird. In der Tat, ist G zusammen-
héngend, so bezeichnet y € R™\ {0} genau dann einen Eigenvektor von G zu A; = 0, wenn
Ly=0&0=(Ly,y) = eplvi— y;)? gilt, das heiflt, wenn y = ¢1 mit einer Kon-
stanten ¢ € R\ {0} erfiillt wird. Dies muss 1 =~ (A1) = a (A1) bedeuten. O
Beobachtung 2.23 zeigt, dass es keinen Sinn macht, in dieser Arbeit unzusammenhéngen-
de Graphen G = (N, E) zu betrachten, fiir die G + ij mit ij € (];7) \ £ wiederum unzu-
sammenhéingend ist. Somit hat ein jeder unzusammenhéngender Graph G, welcher fiir die
Maximierung von s (G 4 ij) herangezogen wird, hochstens zwei Zusammenhangskompo-
nenten. Eine optimale Kantenwahl wird stets diese beiden Zusammenhangskomponenten
miteinander verbinden. Analog hat ein unzusammenhéngender Graph, dem p > 1 Kanten
hinzugefiigt werden sollen, sinnvollerweise hochstens p+ 1 Zusammenhangskomponenten.

G1 GQ
10 9 8 7 6 10 9 8 7 6
L
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
G1 % G, mit Spektren {0, 0,2 — /3, 1,3 —v2,3,3,3,2+3,3+v2}.
Gg G4

G3 2 G4 mit Spektren {0, 3— /5, 2, 3, 3, 3+ 5}
Abbildung 2.5: Isospektrale Graphen

Beim Hinzufiigen von Kanten zu einem vorgegebenen Graphen mit dem Ziel, den zweit-
kleinsten Eigenwert zu maximieren, stellt sich im Zusammenhang mit der Eindeutigkeit
einer optimalen Losung die Frage, welche Varianten des Hinzufiigens den zweitkleinsten
Eigenwert unberiihrt lassen. Dazu ist es hilfreich zu wissen, inwiefern ein Graph durch
sein Spektrum eindeutig bestimmt wird. Nicht isomorphe Graphen gleichen Spektrums
werden als isospektral bezeichnet. Sind G und G’ zwei isomorphe Graphen mit Laplace-
Matrizen L und L/, so existiert offenbar eine Permutationsmatrix P € Mn({O, 1}) derart,
dass PTL' P = L ist |23, Lemma 8.1.1]. Aus der Orthogonalitéit von P folgt

Xe () = det (L = AI) =det (P7'L' P~ AP~'I P)
= det (P™") det (L = M) det (P) = det (L' = A1) = xar (),

das heifst, isomorphe Graphen haben immer das gleiche Spektrum. Die Umkehrung
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gilt im Allgemeinen jedoch nicht, wie es in Abbildung 2.5 zu erkennen ist.

In [11] erwdhnen die Autoren, dass von iiber einer Milliarde Graphen mit 11 Knoten
etwa 21 % isospektral bzgl. ihrer Adjazenzmatrix sind, hingegen nur ca. 9% bzgl. ihrer
Laplace-Matrix und verweisen auf [33]. Von iiber zwei Millionen Baumen auf 21 Kno-
ten sind rund 21,3 % isospektral bzgl. ihrer Adjazenzmatrix und nur 0,05 % bzgl. ihrer
Laplace-Matrix [62]. Das Spektrum der Laplace-Matrix verschluckt daher deutlich weni-
ger Informationen iiber einen Graphen als jenes der Adjazenzmatrix — ein weiterer Grund,
dieses fiir spektrale Untersuchungen von Graphen zu bevorzugen.

2.4 Der zweitkleinste Eigenwert eines Graphen

Aus Beobachtung 2.23 und Satz 2.24 muss sofort geschlussfolgert werden, dass As (G) > 0
genau dann gilt, wenn der Graph G = (N, E) zusammenhéngend ist. Die enge Beziehung
des zweitkleinsten Eigenwertes der Laplace-Matrix eines Graphen zu seinem Zusammen-
hang veranlasste M. Fiedler im Jahre 1973 dazu, diesen als algebraische Konnektivitéat zu
bezeichnen [18]. Thm zu Ehren wird heute unter einem Fiedler-Vektor ein zur algebrai-
schen Konnektivitét gehérender Eigenvektor ys (G) verstanden. Der nachstehende Satz
beschreibt Fiedlers erste Schranken fiir Ay (G) hinsichtlich des Knoten- und Kantenzu-
sammenhangs eines Graphen:

Satz 2.24 (vgl. z. B. [18, 19] und Beobachtung 2.10)
Mit K,, # G = (N, E), ¢; =2 (cos T — cos 27”) und ¢y =2 (cos %) (1 — oS %) gilt

2e(G) (1 —cos I) < X (G) <0 (G) <e(G) <46(G),
cre(G@)—cA(G) <X (G).

Die untere Schranke ¢; e (G) — ¢ A (G) ist genau dann echt groRer als 2 (G) (1 —cos Z),
wenn 2e (G) > A (G) erfiillt wird.

Im Laufe der Jahre folgten weitere Schranken fiir Ay (G) in Verbindung mit zahlreichen
Kenngrofien eines Graphen, wie der Anzahl der Knoten und Kanten, dem Minimal- und
Maximalgrad oder dem Durchmesser. Hierzu gibt es exzellente Ubersichten [36, 51, 63].

Wird Satz 2.24 speziell auf einen Baum 7' = (N, E) angewandt, so erweist sich die Un-
gleichung Ay (T') < 1 von grofser Bedeutung fiir Abschnitt 3.4. Um dies einzusehen, sollte
1=0(T) =v(T) = e(T) aus den Beobachtungen 2.10, 2.12 (i) < (v) geschlossen wer-
den. Eine bessere obere Schranke fiir die algebraische Konnektivitit eines Baumes liefern
Grone, Merris und Sunder mit folgendem Resultat:

Korollar 2.25 (vgl. z. B. |26, Corollary 4.4])

‘ Fiir einen Baum 7" = (N, E) mit diam (T') = d gilt X2 (1) <2 —2 cos ;3.

Es wird vermerkt, dass Korollar 2.25 direkt aus (3.8) in Verbindung mit Lemma 3.3 (i)
folgt, da sich ein Baum 7" mit diam (7') = d aus einem Pfad P, durch wiederholtes Hinzu-
fiigen eines neuen Knotens plus inzidenter Kante konstruieren lasst. Satz 2.18 und die
Uberlegungen aus Abschnitt 2.3 erzeugen geméif

X (G) = HIﬁliI_ll (L(G)z,z) = Hrﬁm_ll (z; — x;)° (2.9)
(2.3} =0 (2.3} =0 1 €E

eine erste Charakterisierung der algebraischen Konnektivitéit eines Graphen G = (N, E).
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3 Maximierung des zweitkleinsten Eigenwertes durch
Hinzufiligen einer Kante

Das Ziel dieses Abschnittes ist es, einfache Graphenklassen betrachtend, einem Graphen
G = (N, E) derart eine Kante hinzuzufiigen, dass der zweitkleinste Eigenwert Ay (G + ij)
maximiert wird. Sinnvollerweise ist 15 € (];7 ) \ E zu wihlen und y. bezeichne stets den
[-ten Eintrag eines gegebenen Eigenvektors zu \; (G).

Analog zu Abschnitt 2.3 sei E;; = L (G—E+ij) die Laplace-Matrix der Kante ij € (];[) \E.
Es gilt L (G +ij) = L(G) + E;; und das Optimierungsproblem lautet mit (2.9) gerade

max M (G+ij)= max min (L(G+1ij)x,x
ije(Y)\E 2 ) z‘je(;v)\E<||x12>=0< ( ) %)

= max min [(L (G)x,x) + (B x,x)}
e (Y)\E llzl2=1

(z,1)=0

= max min [(L (G)x,x) + (v; — xj)z}.
ije(5\E <||a:967\\12>=:t
Bevor nun in den Abschnitten 3.3, 3.4, 3.5 versucht wird, das Problem (3.1) fiir konkrete
Graphen einfacher Struktur exakt zu losen, ist es sinnvoll zu verstehen, welche Stellen eines
beliebigen Graphen fiir das Hinzufiigen einer Kante tendenziell anderen zu bevorzugen
sind. Vor allem werden diejenigen Knoten i # j aus N mit Ay (G) = Ay (G + ij) fiir eine
Maximierung von A, (G + ij) auszuschliefen sein.

Wird jedem Knoten i € N der Eintrag g5 eines Fiedler-Vektors zugeordnet, so ergibt sich
daraus eine Charakterisierung der Position des Knotens im Graphen. In Abschnitt 3.1
ermoglicht die Angabe von Schranken fiir A, (G + i) abhiingig von v und y% eine Aus-
sage iiber giinstige Stellen fiir das Hinzufiigen der Kante ij. Anschlieffend untersucht
Abschnitt 3.2 Eigenschaften der Eintrége eines Fiedler-Vektors und stellt dar, inwiefern
sich die algebraische Konnektivitét eines Graphen in Abhéngigkeit dieses Fiedler-Vektors
andert, wenn der Graph einer gewissen Modifizierung unterliegt. Letztere Erkenntnisse
sind notwendig, um in den spéteren Abschnitten zu zeigen, wo einem Graphen einfa-
cher Struktur eine optimale Kante hinzuzufiigen ist und ob dies in eindeutiger Weise so
geschehen kann.

3.1 Schranken fiir den zweitkleinsten Eigenwert beim Hinzufiigen
einer Kante

Um herauszufinden, welche Kante die algebraische Konnektivitdt beim Hinzufiigen ma-
ximiert, hilft es zu wissen, wie sich die Figenwerte eines Graphen bei diesem Vorgang
verandern. Gliicklicherweise verflechten sie sich derart, dass obere und untere Schranken
fiir alle Eigenwerte erzeugt werden:

Satz 3.1 (vgl. z. B. [51, Theorem 3.2|)

Beim Hinzufiigen einer Kante ij € (1;7) \ £ zu einem Graphen G = (N, F) gilt

0<M(G) S M (G +if) S Ney1 (G) S Mt (G+ig) YVeE=1,2,...,n—1.  (3.2)
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Beweis:

Die Laplace-Matrix eines beliebigen Graphen ist stets positiv semidefinit und hat laut
Satz 2.17 ausschliefslich nichtnegative Eigenwerte. Es gilt L (G +1ij) = L (G) + E;; sowie
A1 (Ei;) = 0. Wird nun B := L(G) und C = E;; gesetzt, so liefert Korollar 2.19 gerade
M (G) < Ao (G +i4j) fiir alle £ = 1,2,...,n. Mit rg (E;;) = 1 und Korollar 2.20 folgt
schlieflich A\p11 (G + 1)) < Apyo (G) fir alle k =1,2,...,n — 2. O

Aus Satz 3.1 und Korollar 2.19 ist zu schliefsen, dass das Hinzufiigen einer oder mehrerer
Kanten die algebraische Konnektivitéit eines Graphen nicht verkleinern kann. Umgekehrt
wird das Entfernen einer oder mehrerer Kanten Ay (G) nicht vergréfsern. Aufgrund von
ST A (G) = tr (L) = Y0 da (i) = 2| ist 3, [\ (G +i7) = A (G)] = 2 baw.
M (G) < M\ (G + 1) < A\ (G) + 2 und mindestens eine der Ungleichungen in (3.2) muss
streng erfiillt sein. Auflerdem lésst sich die nachstehende wichtige Folgerung erkennen:

Korollar 3.2

Falls o (A2 (G)) > 1 fiir einen Graphen G = (N, E) erfiillt wird, folgt A2 (G) = A2 (G + i)
fiir alle ij € (3) \ E.

Beweis:
Die Bedingung a (A3 (G)) = p > 1 bedeutet gerade Ay (G) = A3 (G) = ... = A\py1 (G) und
nach Satz 3.1 ist Ay (G) = Ay (G +ij) = A3 (G). O

Ein zusammenhéngender Graph G = (N, E) mit a (X2 (G)) = 1 lésst die Schranken (3.2)
fiir Ay (G+1ij) folgendermafsen verbessern: In Anlehnung an die Arbeit von Maas [47] wird
der normierte Fiedler-Vektor 7, = 7, (G) = 2% in (3.1) eingesetzt und dies erzeugt

lly2 (G2
Yo (G Hij) = min |(L(G)w.2) + (x — ;)]
(2,1)=0 (3.3)

<AL(@) oy W) + (@2 —73) = X2 () + (74 — 7).

Die Gleichungen (3.2) und (3.3) zusammen ergeben
.. . —i —j\2
Ao (G +ij) < min {)\3 (G), 22 (G) + (y5 —53) } (3.4)

als obere Schranke [47, Gleichung (4.1)]. Zur Berechnung einer unteren Schranke ver-
wendet Maas eine Technik von Weinstein und Stenger fiir symmetrische Eigenwertproble-
me [59], welche hier nicht im Detail beschrieben werden soll, um den Fokus auf die letztend-
lich errechnete Schranke zu wahren. Fiir eine grobe Skizzierung der Vorgehensweise wird
die Eigenwertgleichung [L (G) + E;;]z = A (G + ij) z betrachtet. Die Matrix L (G) + Ej;
ist positiv semidefinit und muss in der Eigenwertgleichung derart tiber ein £;; > 0 variiert
werden, dass sich L (G) + E;; +¢;; I als positiv definit erweist. Die Losungen dieses abge-
anderten Problems lassen sich in Abhéngigkeit der Losungen A, (G +1ij) des Ausgangspro-
blems formulieren. Analog zu Maas werden o?; := (73 — 7 )? sowie 3 = A3 (G) — X2 (G)

gesetzt, um
ey = B;2+\/(5;2)2 +5(2—Oé,2j)7
2 (3.5)

.. Eij Q5
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zu erhalten, vgl. [47, Gleichung (4.2)]. Eine ausfiihrlichere Beschreibung des Rechenweges
von Maas liefern beispielsweise Sydney, Scoglio und Gruenbacher in [58, Abschnitt 4.2].
Weitere Schranken fiir Ay (G 4 ij) errechnen Ghosh und Boyd via

[)\n (G) — Xy (G)} a?

26042]. <
— < 1) < X .
12—1—36_)\Q(GJFZJ)_)\Q(G)+)\n(G)—A2(G)+2—afj (3.6)

)\2 (G) +

in [22, Gleichungen (8) und (9)]. Nun lésst sich bei der Betrachtung von (3.4), (3.5), (3.6)
unschwer erkennen, dass eine Kante ij eine umso grofiere untere bzw. obere Schranke fiir
die algebraische Konnektivitat von G +ij erzeugt, je grofer a?j ist. Es wird somit tenden-
ziell besser im Sinne der Maximierung von s (G + ij) sein, eine Kante auszuwéhlen, die
(375 — yg' )2 moglichst grofs gestaltet und daher zwei ,schlechter miteinander verbundene*
Knoten grofsen Abstands im Graphen verbindet, vgl. dazu [17, Theorem 3.12]. Der Aus-
druck ,tendenziell ist hierbei so zu verstehen, dass im Allgemeinen aus Oz?j > af; nicht
Ao (G +1j) > Ao (G + kl) geschlussfolgert werden kann, wie es bereits die Untersuchungen
in Abschnitt 3.3 zeigen.

3.2 Fiedler-Vektoren und Modifikationen eines Graphen

Bei der Interpretation der Schranken aus Abschnitt 3.1 erscheint A\, (G) als ein Mak,
das kurze Pfade zwischen allen Knoten eines Graphen G = (NN, E') mit einer eher hohen
Mafzahl belohnt und ,schlecht verbundene* Graphen mit niedrigen Werten belegt. Dabei
verwundert es nicht, dass sich die algebraische Konnektivitét eines Graphen nicht vergro-
fsert, wenn ihm ein weiterer Knoten plus inzidenter Kante hinzuzufiigen ist. Wird dieses
Hinzufiigen einer Kante ij € (];[) \ F zu G als Modifikation des Graphen aufgefasst, so
stellt sich im Zuge der Untersuchung von A, (G + ij) die Frage, wie sich Ay (G) bei ge-
wissen Modifikationen von G verdndert. Abbildung 3.1 soll zu nachstehender Auflistung
wichtiger Hilfsresultate verglichen werden:

Lemma 3.3 (vgl (i) [26, Co. 4.2], (ii) [54, Th. 3.1], (iii) [29, Th. 4.4], (iv) [29, Th. 3.2])

(i) Besitzt der Graph G = (N, F) auf n > 2 Knoten ein v € N mit dg (v) = 1 und wird
G’ = G — v gesetzt, so gilt Ao (G') > A\ (G).

(ii) Gegeben sei ein Baum T' = (N, E) auf n > 2 Knoten. Stellt 7" den iiber die Ent-
fernung einer Kante ij € £ und nachfolgender Identifizierung der Knoten ¢ # j via
i == j konstruierten Baum dar, so gilt Ay (T") > Ao (T').

(iii) Fiir einen zusammenhéngenden Graphen G = (N, E) auf n > 2 Knoten sei G, der
Graph, welcher sich formt, wenn einem beliebigen Knoten m € N fir k > | > 1 zwei
disjunkte Pfade der Léngen k£ bzw. [ mit jeweiligen Endknoten r bzw. s angehangt
werden. Es gilt Ay (G7}) > A2 (G}, ;1) und die Ungleichung ist strikt erfiillt, falls
entweder y; (G7;) # 0 oder y35 (G} # 0 fiir die entsprechenden Eintréige eines Fied-
ler-Vektors von G}, eintritt.

(iv) Esbezeichne G = (N, E) einen zusammenhéngenden Graphen auf n > 2 Knoten mit
einer Kante ij € E, die Ay (G—ij) = 0 erzeugt. Ist unter G’ jener Graph zu verstehen,
der nach Entfernung von ij € F, Identifizierung beider Knoten i # j via ¢ := j und
anschliefendem Hinzufligen eines neuen Knotens v ¢ N inklusive inzidenter Kante
iv aus G entsteht, so folgt Ay (G') > Ay (G), wobei diese Ungleichung strikt erfiillt
wird, falls y3 (G') # 0 ist.



3.2 Fiedler-Vektoren und Modifikationen eines Graphen 17

(1) G G’ (ii) oT 7%
:l ’ \‘ ll/ ) \‘ E j Ej
: ‘e—e 7 ‘e *------ ——o----- o ' o----- *----- .
\‘ S v \\s ," Z : :
° °

Abbildung 3.1: Modifikationen eines Graphen

Die bisherige Interpretation der algebraischen Konnektivitit eines Graphen G = (N, F)
als Mak der Erreichbarkeit aller Knoten aus N iiber Pfade in G liefert intuitiv Aufklarung
dariiber, warum die Ungleichungen aus Lemma 3.3 (i) bis (iv) ihre Giiltigkeit besitzen.
Dennoch ist ein Beweis dieser Resultate nicht trivial und erfordert u.a. von Kirkland et
al. entwickelte Perron-Techniken, denen hier weniger Aufmerksamkeit zugute kommt, vgl.
Abschnitt 1. Stattdessen soll folgender Feststellung grofsere Beachtung geschenkt werden:
Lemma 3.3 (iii), (iv) zeigt, dass es moglich ist, Aussagen iiber strikte Ungleichungen
zwischen den algebraischen Konnektivitdten eines Graphen und seiner Modifikation mit
Hilfe der Fiedler-Vektoren zu treffen. Dies ist vor allem fiir die Eindeutigkeit einer optimal
hinzuzufiigenden Kante von Bedeutung. Somit werden Erkenntnisse iiber Eigenschaften
von Fiedler-Vektoren im Zusammenhang mit der Struktur des Graphen bendtigt. Im Falle
eines Baumes gibt es hierzu zahlreiche Untersuchungen, von denen im Folgenden eine
Auswahl mit hohem Nutzen fiir spitere Beweise betrachtet werden soll. Den Startpunkt
legt eine Strukturaussage von Fiedler selbst fest:

Satz 3.4 (vgl. z.B. [17, Theorem 3.14|)

Fiir einen Baum 7' = (N, E) mit einem Fiedler-Vektor y, kann nur eine der folgenden
beiden Situationen auftreten:

(i) Esgilt N'={i € N : g5 =0} # 0 und T'[N’] ist zusammenhiingend. Ferner exis-
tiert genau ein zu mindestens einem Knoten aus N \ N’ adjazenter Knoten j € N'.
Die Eintrage eines Fiedler-Vektors bzgl. der Knoten entlang eines jeden Pfades in T’

mit Anfangsknoten j verhalten sich monoton wachsend oder monoton fallend oder
sind alle gleich Null.

(i) Es gilt 4 # 0 Vi € N und T besitzt genau eine Kante jk mit 3 > 0 sowie y5 < 0.
Die Eintrage eines Fiedler-Vektors bzgl. der Knoten entlang eines jeden Pfades in T’
mit Anfangsknoten j, welcher k£ nicht durchlauft, treten monoton wachsend auf und
jene entlang eines jeden Pfades in 7" mit Anfangsknoten k, welcher j nicht enthélt,
verlaufen monoton fallend.

Satz 3.4 verlangt danach, Bezeichnungen zur Unterscheidung von Badumen in Bezug auf
ihre Fiedler-Vektoren einzufiihren. Dazu soll Abbildung 3.2 betrachtet werden:
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Definition 3.5 (Béaume vom Typ I oder II, charakteristische Knoten und Kanten)

Ein Baum 7' = (N, E) ist vom Typ I, falls er Satz 3.4 (i) erfiillt und vom Typ II, falls fiir
ihn Satz 3.4 (ii) gilt. Der Knoten j € N’ aus Satz 3.4 (i) heifst charakteristischer Knoten
eines Baumes 7" vom Typ I und die Kante jk aus Satz 3.4 (ii) wird charakteristische Kante
eines Baumes 7" vom Typ II genannt.

Definition 3.5 ist korrekt in dem Sinne, dass die Situationen (i) bzw. (ii) aus Satz 3.4 nicht
von der speziellen Wahl eines Fiedler-Vektors abhéngen [49, Theorem 2.

0 0 —0,56278 —0,21085 k&  0,32045
° ° ® . °
—-0,43594 5  0,06176 0,41369
—0,37175 ¢ 0,37175
° ° ® °
—0,60150 0 0,60150 0,41369

Abbildung 3.2: Links ein Baum vom Typ I mit charakteristischem Knoten ¢ und rechts
ein Baum vom Typ II mit charakteristischer Kante jk, zu jedem Knoten
steht der dazugehorige Eintrag eines normierten Fiedler-Vektors.

Definition 3.6 (Aktive und passive Komponenten eines Knotens)

Gegeben sei ein Baum T' = (N, E). Die Zusammenhangskomponenten von 7' — 7 heifsen
Komponenten des Knotens i € N. Falls ¢ (T') = 0 fiir alle Knoten j einer Komponente
von ¢ gilt, so wird diese Komponente als passiv und anderenfalls als aktiv bezeichnet.

Nach Satz 3.4 (ii) besitzen die Knoten eines Baumes vom Typ II ausschlieklich aktive
Komponenten. Abbildung zeigt beispielhaft die aktiven und passiven Komponenten des
charakteristischen Knotens eines Baumes vom Typ I.

T T—1
0 0 Aktive

. o Komponenten

—0,37175 \i/ 037175 N — , a— ,
° ° ® ) ——e: S S
_0.60150 i 0.60150 N
............... Passive
s > (@ 9/  Komponenten

Abbildung 3.3: Komponenten des charakteristischen Knotens ¢ vom Baum 7T, zu jedem
Knoten steht der dazugehorige Eintrag eines normierten Fiedler-Vektors.

Ist ein Baum vom Typ I derart zu modifizieren, dass eine passive Komponente des cha-
rakteristischen Knotens von ebendiesem Knoten ,wegbewegt wird, so verkleinert sich
die algebraische Konnektivitédt, wie es das nachstehende Resultat von Grone und Merris
besagt. Hierzu ist Abbildung 3.4 zu vergleichen:

Lemma 3.7 (vgl. z. B. |25, Theorem 5|)

Es sei T = (N, E) ein Baum vom Typ I mit charakteristischem Knoten ¢ € N. Ferner
bezeichne B eine passive Komponente von ¢ sowie v den zu ¢ adjazenten Knoten in B. Ist
j ein Knoten einer beliebigen aktiven Komponente von i und 77 = (N, E') =T —iv + jv,

so gilt Ao (T') > Xy (T7).
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T T
0 0 0,11443 —0,47939
—
v
0,37175 —0,37175 0,51368 0, 7830\{' —0,47939
@ L L @ @ L @
0,60150 i —0,60150 0,35148 /i\ —0,32801
0 0 0,11443  0,11443

Abbildung 3.4: Ein Beispiel fiir Lemma 3.7 mit Ay (7') ~ 0,38197 > 0,31576 ~ Ay ("), zu
jedem Knoten steht der dazugehorige Eintrag eines normierten Fiedler-
Vektors.

Das folgende Lemma von Merris charakterisiert Situationen, in denen die Modifikation
aus Lemma 3.3 (i) die algebraische Konnektivitdt unbertihrt lasst, vgl. Abbildung 3.5.
Merris spricht dabei von einem Reduktionstheorem fiir Baume vom Typ I:

Lemma 3.8 (vgl. z. B. [49, Theorem 3])

Fiir einen Baum 7" = (N, E) auf n > 4 Knoten bezeichne i € N ein Blatt und j € N, j # i
den adjazente Knoten zu i. Gilt y4 (T) =0 und 7" := T — i, so folgt:

(i) 9 (T) =

)y
(i) A2 (T") = A2 (T);
)
)

(iii) Die Einschrankung von y, (T') auf N \ {i} ist ein Fiedler-Vektor von 7",

(iv) Die Baume T und 7" haben die gleiche Anzahl charakteristischer Knoten.

o —0,37175 0,37175
T — =P ° ° P ° Typ 1

—0,60150 0,60150

°
0
0
-0, 37175 I 0,37175
s °
0

—0,60150 0,60150
0
T j
—0,37175 0,37175
T ® ® ° ® Typ I
—0,60150 0 0,60150
0,20254 1 0,61554
+ I S —
0,46572 v
) . —0,25280 0,25280
T+v+jv o ‘o e o Typ 11
—0,33413 —0,10994 0,33413

Abbildung 3.5: Ein Beispiel fiir Lemma 3.8 mit Ay (T") = Ao (T7) = A2 (P4) ~ 0,38197 und
diese Methode funktioniert wegen Ay (T') > Ay (T +v+jv) &~ 0,24340 nicht
in entgegengesetzter Richtung. Zu jedem Knoten steht der dazugehorige
Eintrag eines normierten Fiedler-Vektors.
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Mit Lemma 3.8 werden gewisse Baume gleicher algebraischer Konnektivitat erkannt. Wie
ist die Situation bei allgemeinen Graphen? An welchen Stellen im Graphen fiihrt das Hin-
zufiigen einer Kante zu keiner Verdnderung seines zweitkleinsten Eigenwertes? Um Ant-
worten auf diese Fragen formulieren zu konnen, wird der nachstehende Begriff eingefiihrt:

Definition 3.9 (Laplace-Untermatrix eines Knotens)

Die Untermatrix der Ordnung n — 1, welche entsteht, wenn fiir einen Knoten u € N des
Graphen G = (N, F) auf n > 2 Knoten die u-te Zeile und u-te Spalte von L (G) gestrichen
werden, ist mit L, (G) zu bezeichnen und als Laplace-Untermatrix des Knotens u von G
zu benennen.

Soll z. B. die Laplace-Untermatrix des Anfangsknotens u € N eines Pfades P,_; = (N, F)
der Lange n — 1 betrachtet werden, so ist

2 -1 0 0
~1
L,(Pot)=1 0 0 | €M, ({-1,012}).
o2 1
0 0 -1 1

In [60, Theorem 2| berechnet Yueh die Eigenwerte von L, (P,) fiir dortiges a = ¢ = —1,

a=0und = —12zu A\ (L, (P,)) =2—2 cos % mit £ =1,2,...,n. Demnach gilt

s ™ (3.8)
M (Ly (Pro1)) =2-2 —— =2-2 = A (Py(n—

und Abbildung 3.6 ist zu folgendem Lemma iiber Situationen zu vergleichen, in denen sich
die algebraische Konnektivitdt beim Hinzufiigen einer Kante zu einem Graphen spezieller
Struktur nicht veréndert:

Lemma 3.10 (vgl. z. B. (i) [50, Theorem 3.1] und (ii) [55, Corollary 4.1])

Gegeben sei ein Graph G = (N, F) mit Eigenwerten )\, und dazugehérigen Eigenvektoren
yp fir k=1,2,... n.

(i) Fallsy, = yi fiir zwei Knoten ¢ # j aus N gilt, so ist A\; ein Eigenwert von G 45 mit
dazugehorigem Eigenvektor y. Hierbei muss beachtet werden, dass die Eigenwerte
Ax von G + 1j nicht notwendigerweise sortiert sind. Insbesondere ist festzustellen,
dass fiir einen zusammenhéngenden Graphen G = (N, E) aus v (G) = yj (G) gerade
A2 (G) = Ao (G +ij) folgt, vel. dazu (3.2).

(ii) Essei G zusammenhéngend und enthalte s > 2 disjunkte Pfade gleicher Lénge k > 1
auf den Knoten v, vix, vi p—1,...,v1 € N,2=1,2,..., s, die nur ihren Anfangsknoten
v € N gemeinsam haben. Ferner bezeichne G’ den Graphen, welcher aus GG entsteht,
wenn ¢t Kanten fir 0 < ¢ < @ bzw. 1 < 5 < k beliebig zwischen den Knoten
V1, U2j, - - . , Usj hinzugefiigt werden und L,, (Py) beschreibe die Laplace-Untermatrix
des Anfangs- oder Endknotens u eines Pfades P; der Lange k. Falls die Bezichung
A2 (G) # A1 (L (BPy)) = A2 (Par) gilt, so folgt A (G) = A2 (G').

Obige Uberlegungen und (3.8) liefern A\; (L, (P1)) = X (P;) = 1 und das nichste Korollar
beschreibt die Situation aus Lemma 3.10 (ii) fiir den Spezialfall k£ = 1:
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Korollar 3.11 (vgl. z. B. [55, Corollary 4.2|)

Angenommen, der Graph G = (N, E) besitzt unter seinen n Knoten s > 2 verschiedene
mit je Knotengrad 1, wobei alle adjazent zu einem gemeinsamen Knoten sind. Bezeich-
net G den Graphen, welcher aus G entsteht, wenn ¢ Kanten fiir 0 < ¢t < @ belie-
big zwischen den erwdhnten s Knoten hinzugefiigt werden und gilt Ay (G) # 1, so folgt
X (G) = X (G).

G
—0,11073

0,41333
V12 -

V22 o
0,41333

—0,11073

Abbildung 3.6: Ein Beispiel fiir Lemma 3.10 und Korollar 3.11 mit Ay (G) ~ 0,31867, zu
jedem Knoten steht der dazugehorige Eintrag eines normierten Fiedler-
Vektors. Eine der Kanten i7, v11v91, v12092, w11ws; kann via Lemma 3.10 (i)
zu GG hinzugefiigt werden, ohne A, zu verdndern, da die jeweiligen Eintrage
eines Fiedler-Vektors iibereinstimmen. Nach Korollar 3.11 darf dazu wegen
Ao (G) # 1 die Kante wyjws; hinzugefiigt werden, ohne die Eintrige eines
Fiedler-Vektors berechnen zu miissen. Fiir Lemma 3.10 (ii) ist offenbar
A (Ly (P2)) = Ao (Py) = 0,38197 # Ay (G) zu erkennen und dies ermog-
licht, beide Kanten v11v91, wy1we; oder v1ov99, wi1ws; ohne Beeinflussung
von Ao hinzuzufiigen — nicht jedoch beide Kanten v11v91, v12029.

3.3 Pfade und Kreise

Die Informationen der Abschnitte 3.1 und 3.2 schaffen hinreichende Voraussetzungen da-
fiir, Graphen einfacher Struktur auf ihre algebraische Konnektivitdt beim Hinzufiigen
einer Kante zu untersuchen. Es ist naheliegend, mit einem Pfad P, ; = (N, E) der Léange
n—1 auf n > 2 Knoten zu beginnen, vgl. Abbildung 3.7. Fiir eine Identifikation des Spek-
trums von P,_; werden die Eigenwerte und Eigenvektoren der Laplace-Matrix

1 -1 0 0
-1 2
LP,)=1| o 0 e M, ({-1,0,1,2}) (3.7)
L2 -1
0 0 -1 1

benétigt. Die Eigenwertaufgabe L (P,_1) y = Ay einer solchen Tridiagonalmatrix erfordert
das Losen einer homogenen linearen Differenzengleichung zweiter Ordnung mit konstanten
Koeffizienten, deren Losungstheorie z. B. in |3, Kapitel I| zu finden ist.

Abbildung 3.7: P,_;



22 3 Maximierung des zweitkleinsten Eigenwertes durch Hinzufiigen einer Kante

Beobachtung 3.12 (vgl. z. B. [24, Example 7.7] und |60, Theorem 5|)

Ein Pfad P, 1 = (N, E) der Lange n—1 > 1 besitzt folgende Eigenwerte und dazugehorige
Eigenvektoren:

)\k(Pn,l):2—2cosM, k=1,2,...,n,
n

(3.8)
l(k‘—l)ﬂ_(k_lwr), 1=1,2,...,n.

n 2n

y,l€ (P,—1) = cos (

Beweis:

Das Gleichungssystem L (P,_1) yx = A yx fuhrt via (3.7) auf die homogene lineare Diffe-
renzengleichung zweiter Ordnung

_yfcil + (2 - >‘k) y;c - yfjl =0Vil= 17 R yl(g = yli’ lecLJrl = y]? (39>

mit konstanten Koeffizienten. Offenbar ist i = 0 fiir alle l = 1,..., n eine triviale Losung
von (3.9). Um weitere Losungen zu erhalten, wird der Ansatz 3! = o! fiir a # 0 in (3.9)
eingesetzt, womit yi genau dann eine Losung von (3.9) darstellt, wenn « eine beliebige
Nullstelle des charakteristischen Polynoms P («) := —1+4(2—\.) a—a? bezeichnet [3, § 1.
Hierbei ist zu beachten, dass der Buchstabe [ fiir ¢, einen Index und fiir of die I-te
Potenz bedeutet. Die Nullstellen o5 := 1 — % e F % VA (A —4) von P («) liefern tiber
yt = c1 ol + ¢ oy siimtliche Losungen von (3.9), falls die Konstanten ¢, ¢; € C durch die
Randbedingungen 49 = yi bzw. ™' = y? festgelegt werden, vgl. (70) aus Abschnitt A
und [3, Sétze 1.1, 1.2]. Beim Einsetzen des behaupteten Eigenwertes A\ (P,_1) aus (3.8)

in a9 besagen (71) aus Abschnitt A und sin @ >0 fiir k=1,2,...,n gerade

k—1 k—1m\>
a1/2—cosg$\/(cos u) —1
n n

:COSWZF\/(—D sin@:cos@q:isin @

Die allgemeine Losung yt = c¢; o} + coaly ist somit komplex. Da jedoch die Nullstellen
a2 konjugiert komplex auftreten, gibt es die Moglichkeit einer reellen Formulierung der
allgemeinen Losung von (3.9) mit neuen reellen Konstanten ¢y, & [3, §1, S. 19]. Dazu sind
die Nullstellen a5 in (3.9) einzusetzen, um nach Trennung des Real- und Imaginérteils

0 = — cos (ED k=D (:_l)ﬁ 4 sin (W E=D (:_l)ﬁ +(2— M) <cos Lk=l)m (k?)w i sin HA2UT UC_I)”)

n

— cos WD k=D (:71)’7 4 sin k=D (f’l)”
(I4+1) (k—1) 7

(1-1) (k—1) coS

< Re.: 0 = — cos @—

Im.: 0=7F [— gin D E=Dr (2 — A\g) sin Wh=hm gy D k=D m (k_l)w]

+ (2 — A\g) cos

l(k—1)7 .
genau cos ——— und sin

l(k—1)7

@ als reelle Losungen von (3.9) zu erkennen. Schlieflich

ist yi = ¢ cos + ¢ sin W die allgemeine Losung von (3.9) mit noch zu er-

mittelnden reellen Konstanten ¢;, ¢o. Fiir ¢; := cos @ und ¢ := sin @ zeigt sich
yL = cos (kgi)ﬁ cos l(k;l)” + sin (kgi)ﬁ sin l(kzll)w = CoS (l(kjll)” — (k;?”) wie in (3.8)
—(k—1)7 (k—1)m

behauptet. Einerseits gilt y? = cos =%—" = cos = y;, und (72) aus Abschnitt A

2n n
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liefert andererseits

Yt = cos ((k —)r+ ““g}j”)

= coS ((k — 1)7T) cos % — sin ((k —1) 71) gip k=7

2n
=0
= coS ((k —1) 7r) cos % + sin ((k: -1) 7T) sin %

= cos ((k -1 — U‘E?“) =y,

das heifst, die Randbedingungen werden ebenfalls erfiillt. So bezeichnet (3.8) in der Tat
die allgemeine Losung von L (P, 1) yx = A yx und da (3.8) genau n verschiedene einfache
Eigenwerte angibt, ist die Eigenwertzerlegung von L (P, _1) vollstandig bestimmt. U

Nach Beobachtung 3.12 treten sdmtliche Eigenwerte eines Pfades nur einfach auf und laut
Satz 2.24 ist Ay (P,_1) minimal unter allen zusammenhéngenden Graphen auf n Kno-
ten. Wird z. B. ein Pfad auf sechs Knoten betrachtet, so gibt es genau sechs zueinander
nicht isomorphe Moglichkeiten, ihm eine Kante hinzuzufiigen. Mit (3.8) bzw. (73) aus Ab-

schnitt A folgt Hy2 (Pn,l)HQ = \/Zle cos? (%’ — %) = % 2n und Tabelle 3.1 zeigt, wie

die algebraische Konnektivitat von P5+ij mit dem Abstand der zur Kante 7j gehérenden
Eintrage eines normierten Fiedler-Vektors ansteigt.

Kante ij | Untere Schranke aus | Ao (P5 4 ij) | Obere Schranke aus (@5 -7 )2

(3.6) (3.5) (3.6) (3.4)
16 0,39625 | 0,65656 1,00000 1,28911 | 1,00000 1,24402
15 0,36417 | 0,54631 0,69722 0,98126 | 1,00000 0,93301
25 0,33671 | 0,46010 0,65708 0,74933 | 0,93462 0,66667
14 0,31952 | 0,40923 0,43845 0,61687 | 0,76795 0,50000
24 0,30002 | 0,35400 0,41309 0,47702 | 0,57895 0,31100
13 0,28514 | 0,31336 0,32487 0,37694 | 0,43462 0,16667

keine — — 0,26795 — — —

Tabelle 3.1: Schranken fiir Ay (Ps + 47)

Auf dem Weg zu einem Resultat iiber das optimale Hinzufiigen einer Kante zu P, _; ist
es sinnvoll, das Spektrum eines Kreises C), der Lange n > 3 zu kennen, da es in dhnlicher
Struktur zu jenem aus Beobachtung 3.12 auftritt und mit den bisher bekannten Aussagen
direkt zum Ziel fiihrt. Die Laplace-Matrix eines solchen Kreises

2 -1 0 ... 0 -1
1 . .00

rey=| " 0 e M, ({-1,0,1,2}) (3.10)
0 0 ~1
1 0 0 -1 2

préasentiert sich in spezieller zirkulanter Gestalt [3, §9].
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Beobachtung 3.13 (vgl. z. B. [4, Proposition 3.5] und [18, Abschnitt 4.4])

Fiir die Eigenwerte und dazugehorigen Eigenvektoren eines Kreises der Linge n > 3 gilt

( k—1
2 — 2 cos u fiir ungerades k,
M (C) = "
km .
2 —2cos — fiir gerades k,
\ n
( I(k—1
cos g fiir ungerades 1 < k < n, (3.11)
n
] . Lk )
Y (Cn) = < sin —— fiir gerades 2 < k <n —1,
n
Lk
cos =21 fiir gerades k =n
\ n
mit k=1,2,...,nsowiel =1,2,...,n.

Beweis:

Die aufwendige Darstellung (3.11) der Eigenvektoren dient der korrekten Zuordnung zu
den aufsteigend sortierten Eigenwerten unter Beriicksichtigung algebraischer Vielfachhei-
ten. Eine natiirliche Zahl p mit £ = 2p fiir gerades k bzw. k = 2p + 1 fiir ungerades k
bringt sofort Licht ins Dunkel, denn so sind alle Eigenwerte laut Behauptung von der
Form \, = 2 —2 cos 227, Im Falle o (),) = 1 liefert (3.11) den Eigenvektor y,1 zu A, mit

2lp7r

Eintrdgen yp1 = oS und gilt a (A,) = 2, so sind y,, ypg die zwei zu A, gehorenden
linear unabhéngigen Elgenvektoren wobei y,, die Eintrége yp2 = sin 2lp vorweist. In der
Tat berechnet (74) aus Abschnitt A die Orthogonalitit (y,1, yp2) = 0. Somit bleibt zu zei-
gen, dass die Eigenwerte und Eigenvektoren aus (3.11) gerade L (C),) yx = g ys erfiillen.
Dies ist wegen (3.10) dquivalent zur Losung der homogenen linearen Differenzengleichung

zweiter Ordnung
2=y, —y, =0 V=1, v =y, =y, (3.12)

mit konstanten Koeffizienten. Da (3.12) das gleiche charakteristische Polynom wie (3.9)
besitzt, ist ay/p =1 — % Ap F % VAp (A, —4) = cos 2’% +1 sin 2"% fur dessen Nullstellen

analog zum Beweis von Beobachtung 3.12 zu erkennen, wenn A\, = 2—2 cos 2” B

2p

eingesetzt
2 lp T

wird. Die allgemeine Losung von (3.12) lautet daher yé = 1 COs + ¢y sin mit
noch zu ermittelnden reellen Konstanten ¢;, ¢o. Die Wahl ¢; = 1, ¢; = 0 fithrt auf ypl und
c1 =0, co =1 zeigt y,n als Losung von (3.12). Wegen

y;gl =cos 0 =1 = cos 2]77'[' = ygla

3/;1+1 = cos (2p7r + 2"%) = COs 2p7 cos 2’% sin 2p 7 sin Qﬂ = COoS 2ﬂ —_ yp17
1 0
Yl =sin 0=0=sin 2pm =y,
ygjl = sin (2p7r—|— 2’%) =sin 2p7 cos 2’% + cos 2pm sin 2’% — sin 21’% — y;2
—— ——
werden die Randbedingungen ebenfalls erfiillt. 0

Tabelle 3.2 liefert eine anschauliche Darstellung des Spektrums eines Kreises der Léange
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n > 3 mit den entsprechenden algebraischen Vielfachheiten:

n ist ungerade n ist gerade
A(Cn) a(A(Cn)) A(Cn) a(A(Ch))
0 1 0 1
2—2cos(27/n) 2 2—2cos(27/n) 2
2—2cos(4d7/n) 2 2—2cos(47m/n) 2
2 —2cos(67/n) 2 :
: : 2—2cos((n—2)m/n) 2
2—2cos((n—1)m/n) 2 4 1

Tabelle 3.2: Das Spektrum eines Kreises

Die bisherigen Feststellungen lassen nun nachstehende Aussage zu:

Satz 3.14

Es ist optimal im Sinne der Maximierung der algebraischen Konnektivitiat, einem Pfad
P,_1 = (N, E) eine Kante derart hinzuzufiigen, dass sie dessen Anfangs- und Endknoten
verbindet, sprich

X2 (Poy +1n) > Xy (Poy +i5) Vij€ (5)\E, n>3. (3.13)

Beweis:
Aus den Beobachtungen 3.12, 3.13 sowie Satz 3.1 folgt

(3.2) 3.8 27 (3.11
N (Por+ii) < A (Poy) B8 o9 cos 2R B 0
n
und wegen P, 1 + 1n = C,, die Ungleichung (3.13). U
Satz 3.14 liefert keine strenge Ungleichung und damit keine Aussage iiber die Eindeutigkeit
einer optimalen Losung. Dieses Problem soll kurz néher beleuchtet werden: Die Schranken
(3.4), (3.5), (3.6) und Tabelle 3.1 lassen die Annahme zu, dass Ay (P,_; + ij) tendenziell
mit dp, , (i,7) ansteigt. Bei der Betrachtung der drei vermeintlich besten Kandidaten
{1,n}, {1,n — 1}, {2,n — 1} fiir eine Maximierung von s (P,_1 + ij) entsteht u.a. ein
spezieller Lollipop-Graph P,_; +{1,n — 1} = C,, ,,_1.

Definition 3.15 (Lollipop-Graph)

Gegeben sei ein Pfad P, 1 = (N, E). Jeder zu P,y + 15 fir j € N \ {1,2} isomorphe
Graph wird Lollipop-Graph genannt und mit C), ; bezeichnet.

Offenbar gilt C,, ,, = C,, und g (C,, ;) = j fiir die Taillenweite eines Lollipop-Graphen, vgl.
z. B. Abbildung 3.8:

Abbildung 3.8: Lollipop-Graph Cig 5
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Es werden Informationen benétigt, die zumindest eine teilweise Sortierung der algebrai-
schen Konnektivitaten Ay (P,_; + ij) fiir verschiedene ij ermoglichen. Abbildung 3.9 ist
zum néchsten Lemma zu vergleichen:

Lemma 3.16 (vgl. (i) [30, Th. 2.11], [14, Le. 2.8], [13, Th. 4.10] und (ii) [27, Le. 2.9])

Erfiillen zwei Knoten i # j von P, 1 = (N, E) fiir n > 5 die Bedingungen j € N\ {1, 2,3}
und 2 < i+ 1 < j < n, so gelten folgende strenge Ungleichungen:

(1) A2 (Cnyj) > X2 (Crj1);

(11) Ao (Pnfl + Zj) > g (Cn,jfiJrl)-

[
n,j—i+1 :Cn Jj—t

—_

i1 i -1 2 ’ L
? I ®----@ @ ::I—‘----:I ®----@
¢ o----o—o ; oo—I
=1 3 J44+1n-1 n I Jj+1ln—1 n . J+1ln—1 n
Abblldung 3.9: Ao (Pn—l + Zj) > Ay (Cn,j—i—l-l) > Ay (Cn,j—i) nach Lemma 3.16

Wegen Ay (Cy) =2 > 1 = Ay (Cy3) ist sicher Ay (Pn,l—i-{l,n—l}) < A9 (Pn,l—i-{l,n}) fir
n > 4. Allgemeiner kann laut Lemma 3.16 keine Kantenwahl optimal bzgl. des Hinzufiigens
zu einem Pfad sein, die genau eines der beiden Bléatter des Pfades verwendet. Tabelle 3.3
préasentiert alle auftretenden algebraischen Konnektivitdaten nicht isomorpher Varianten
fiir n = 3,4,5,6,7:

Kante ij | Ao (P2 +ij) | Ao (B3 +14j) | Ao (Pa+ij) | Ao (P54 1j) | A (B +4))
17 0,75302
26 0,62280
16 1,00000 0,58579
15 1,38197 0,69722 0,38197
25 0,65708 0,38197
35 0,30037
14 2,00000 0,82991 0,43845 0,27652
24 0,69722 0,41309 0,26795
13 3,00000 1,00000 0,51881 0,32487 0,22538

keine 1,00000 0,58579 0,38197 0,26795 0,19806

Tabelle 3.3: Nicht isomorphe Varianten Ag (P,_1 + ij) fiir n = 3,4,5,6,7

Offenbar zeigt Tabelle 3.3 die Kante 1n fiir n < 7 als einzige optimale Losung von Satz 3.14.
Trotz dass die Knoten 2 und 6 eines Pfades Py im Sinne ihres Abstandes ,besser verbun-
den® sind als 1 und 6 bzw. obwohl a3 & 0,69858 < 0,88177 ~ a?y fir n = 7 gilt, wird
A2 (Ps + 16) < Ao (Py—1 + 26) erfiillt, woraus of; > af; 7 X2 (G +1ij) > Ao (G + ki) fiir
einen beliebigen Graphen G = (N, F) folgt. Jedoch ist es aufgrund von (3.4), (3.5), (3.6)
legitim, fiir eine geniigend groke Ungleichung of; > aj; gerade Ay (G + i) > Ay (G + k)
zu schlussfolgern. Mit n > 8 treten plétzlich mehrere optimale Kanten auf. Werden aus-
schliefslich solche 75 betrachtet, fiir die P,,_1 +1; eine fest vorgegebene Taillenweite besitzt,
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so lasst Lemma 3.16 (ii) vermuten, dass die grofiten algebraischen Konnektivitdten bzgl.
dieser Taillenweite von P, 1 + {i,n — i+ 1} fiir ¢ € N mit n — 27 > 0 erzeugt werden.
Tabelle 3.4 wurde mit (75) aus Abschnitt A fiir n = 8,...,16 errechnet und bestétigt
diese Annahme:

n =38 n=29 n =10 n=11 n=12 n=13 n=14 n =15 n =16
0,58579 | 0,46791 | 0,38197 | 0,31749 | 0,26795 | 0,22909 | 0,19806 | 0,17291 | 0,15224
0,58579 | 0,46791 | 0,38197 | 0,31749 | 0,26795 | 0,22909 | 0,19806 | 0,17291 | 0,15224
0,29072 | 0,28406 | 0,27859 | 0,27342 | 0,26795 | 0,22909 | 0,19806 | 0,17291 | 0,15224
0,16576 | 0,16199 | 0,15957 | 0,15776 | 0,15627 | 0,15492 | 0,15361 | 0,15224
0,10475 | 0,10290 | 0,10174 | 0,10092 | 0,10027 | 0,09973
0,07210 | 0,07105 | 0,07041 | 0,06996
0,05262 | 0,05197

EN IS IO JUR ORI

Tabelle 3.4: Xy (Po1 + {i,n —i+1}) fir n=8,...,16

Fiir i = 1 in Tabelle 3.4 ist die optimale Losung A (Py—1 + 1n) = X5 (C),) =2 — 2 cos 2%
aus Satz 3.14 zu erkennen. Selbige wird offenbar von einer mit n > 8 steigenden Anzahl
zusatzlicher Kanten erreicht. Wie viele optimale Losungen treten in Abhéngigkeit von n
auf? Mit den Tabellen 3.3 und 3.4 erhoht sich deren Bestand um eine optimale Kante bei
Vergrofserung der Knotenanzahl des Pfades um vier Knoten. Tabelle 3.5 soll die Behaup-
tung verstarken, dieses Verhalten fiir ein beliebig grofes n erwarten zu diirfen, vgl. (75)

aus Abschnitt A:

) n=19 n =20 ) n =23 n =24 ) n =51 n=2>52
1,...,4 | 0,10837 | 0,09789 || 1,...,5 | 0,07417 | 0,06815 || 1,...,12 | 0,015159 | 0,014582
5 0,09835 | 0,09789 6 0,06834 | 0,06815 13 0,014586 | 0,014582
6 0,06911 | 0,06890 7 0,05059 | 0,05050 14 0,012590 | 0,012587
7 0,05110 | 0,05094 8 0,03890 | 0,03883 15 0,010975 | 0,010973
8 0,03939 | 0,03922 9 0,03085 | 0,03078 16 0,009651 | 0,009649
9 0,03154 | 0,03124 10 0,02512 | 0,02503 17 0,008553 | 0,008551

Tabelle 3.5: Ay (P,—1 + {i,n — i + 1}) fiir n = 19,20, 23, 24,51, 52

Obige Ergebnisse fiihren zur nachstehenden Annahme iiber die Zahl optimaler Kanten fiir
Satz 3.14:

Vermutung 3.17

Es ist optimal im Sinne der Maximierung der algebraischen Konnektivitiat, einem Pfad
P,y = (N, E) eine der Kanten {i,n — i+ 1} fir n >4 und i € {1,2,..., %]} hinzuzu-
fiigen. Alle tibrigen Kanten aus (]; ) \ £, die keiner dieser optimalen Kanten entsprechen,
erzeugen ein zur optimalen algebraischen Konnektivitat echt kleineres A\y. Damit gibt es
genau |7 | optimale Losungen, einem Pfad der Lénge n — 1 > 3 eine Kante hinzuzufiigen.

Ein Beweis von Vermutung 3.17 stellt sich als schwierig heraus. Dennoch soll eine For-
mel fiir das charakteristische Polynom von P,_; + ij hergeleitet werden, um eine erste
Einsicht in die vorherrschenden Mechanismen zu erhalten. Hierfiir sind mehrere spektrale
Zusammenhénge notwendig:

Lemma 3.18 (vgl. z. B. [28, Lemma 8§])
Fir Gl = (NlaEl)a G2 = (NQ,EQ), N1 N N2 = @, u < Nl, NS NQ, G = G1 —I— G2 + uv gllt
die Beziehung x¢ (A) = xa, (A) Xa» (A) = Xer (M) XLo(@2) () = X@a (M) XLu(en) (V-
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Im nachfolgenden Lemma 3.19 sind unter B,, und H,, die n x n-Matrizen

1 -1 0 0 2 -1 0 0
~1 2 —1
B,=1 0 0 |, Hn=1] 0 0
—1 —1
0 0 —1 2 0 0 -1 2

zu verstehen:
Lemma 3.19 (vgl. (i) bis (iv) [27, Le. 2.8], (v) [55, Le. 3.6] und (vi) [30, Le. 2.4])

Mit n > 1 seien der Endknoten u von P,, der Anfangsknoten v von P, ,, der Endknoten w
von P,.1, B, = Ly, (P,), H, = L, (Ly (Pny1)), P-1 =0, By :== L, (Fp) := 1, der isolierte
Knoten Py, die Spektren xp_, (A) =0, xp, (A) == A, x5, (A) =1, xu, (A) == 1 und via
E;; diejenige Matrix passender Dimension gegeben, deren ii-Eintrag gleich Eins ist und
deren iibrige Eintrage gleich Null sind. Es werden folgende Gleichungen erfiillt:

Zur Berechnung des charakteristischen Polynoms von P, | + ij fiir n > 5 werden aus-
schlieplich Kanten 75 mit j € N\ {1,2,3} und 2 < i+ 1 < j < n benutzt, da bekanntlich
keine Kante optimal sein kann, die genau eines der beiden Blatter des Pfades verwendet.
Offenbar ist P,y +1j = C}j—it1 + Pu—j—1 +{j,7 + 1}, vgl. Abbildung 3.10:

P,_1+1ij Cjj—iv1 = G1
i+1 ¢ i—1 2 1 i
! ‘ - ‘ j+1n—1 n
j—1 j j+1n—-1 n j
Pnfj71:3G2

Abblldung 3.10: Pn,1 —+ 7,] = Cj,j7i+1 —|— Pn,j,1 -+ {j,j + 1}
Uber Gy == Cjj—it+1 und Gg := P,_;_1 wie in Abbildung 3.10 liefert Lemma 3.18 gerade

X Pyp_1+ij ()‘) = XCj j—i+1 ()‘) XPo—j_1 (A) — XCjj—i+1 ()‘> XLjt1(Pn—j—1) (A)
— XPh_j-1 (M) XL;j(Cjj-it1) (A)-

Fiir einen Beweis von Vermutung 3.17 miisste aufgrund der Beobachtungen aus den Ta-
bellen 3.4, 3.5 gezeigt werden, dass die zweitkleinste Nullstelle dieses charakteristischen
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Polynoms fiir alle j € N\ {1,2,3},2<i+1<j <mn,j#n—1i+ 1 echt kleiner als die
zweitkleinste Nullstelle des charakteristischen Polynoms

XPp_14{i,n—i+1} ()‘> = XCn—it1,n—2it+2 (/\) XP;_s (>‘) — XCn—it1,n—2it+2 (/\) XLp—iy2(Pi—2) ()‘)
— XP_, <)‘> XLp—it1(Cn—it1,n—2i+2) <)‘>

von P,y +{i,n—i+1} fiiri € {1,2,...,| %]} ist. Zudem sollen die maximalen algebrai-

schen Konnektivitdten gerade Ay (Pn_l +{i,n—i+ 1}) =X (C) fiir i € {1, 2,..., L%J}

erfiillen. Eine Methode zur Losung dieser Aufgaben wire es, die Differenzen der Polynome
X (A) = XPo_1+{in—it1} (A) bzw. Xp,_ +fim—it1} (A) —XP,_1+4j (A) oder Variationen davon
derart zu vereinfachen, dass Aussagen iiber deren Nullstellen moglich sind. Einige Bewei-
se aus Abschnitt 3.4 unterliegen einer solchen Verfahrensweise. Die komplizierte Gestalt
VOI X p,_,+{in—i+1} (A) vereinfacht sich schlagartig, wenn ein konkreter Knoten ¢ von P,_;
vorgegeben wird. Fiir beispielsweise ¢ = 2 ist xp, ,4{2,n—1} (A) liber Lemma 3.19 zu er-
mitteln, wobei abkiirzend nur (i) statt Lemma 3.19 (i) usw. geschrieben werden soll. Es gilt
= = XBo ()‘) =1
—— —_———
XPoo1+{2n-1} (A) =XCrmz (A) Xpo (A) = XCuormnms (A) XLa(r) (A)

- XPO ()\) XLn—l(Cn—l,n—Q) ()\)
H/—/ N /

-

=A = XBn—2+E2 (/\)

SN = 1) v () = MmN = (A= 1) xeus (V)

+ XPr_3 (/\) — A XB,,_2+F2 (A)
—_——

O s () = (A= 1) xat,s )

= (>‘ - 1>2X0n72 (A) - ()‘ - 1) XP,_3 (A)
- )‘[ - ()‘ - 1) XHp—4 (A) +XB7172 (A) }
—_—

LUE SRR S PURINC\RE SVSINGY

— (A= 12 xe, 0 (V) = Xpns (V) = Axms )+ (A= 1) xps (V)
57—/
W (3~ 2) yp s () = X V)
=(A =1 xc (V) = 2(A = 1) xp, s (N) + Axp,y (V)

~—

und daher gibt es einen Zusammenhang zwischen den Spektren der Graphen C,, s, P, 3,
P,y bzw. P,_1 + {2,n — 1}. Alternativ lésst sich x¢, , (A) via

) 1 )= xm () 2(—1)

—
XPn_1+{2,n—1} ()‘) = ()‘ - 1)2 XCh_o ()‘) -2 ()‘ - 1) XP,_3 ()‘) + >\XP77.—4 ()‘)
B =2y ) = xps
o ——

= @ XPn—Q ()\) - 2 <)\ - 1) XPn—S ()\) _'_ 2)\T—1 XPn—4 ()\)
+ 2 ()\ o 1)2 (_1)n+1

= PR g () = 2y ()
+2(A—1)* (=1t

(3.14)

eliminieren. Um nun z. B. X (C,,) = Aa (Pt 4+ {2,n — 1}) fiir n > 8 zu zeigen, miisste
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A2 (Cy) zumindest als Nullstelle von xp, | 4{2,n—1} (A) erkannt werden. Mit den Gleichun-
gen (3.8), (3.11), (3.14) und (76) aus Abschnitt A ist dies dquivalent zu

|
0 =xXp,_1+{2n-1} (A2 (Cr))

(3.14) X2 (Cn)=1] [A2 (Cn)2—5 A2 (C)+2 A2 (Cn)2=4 22 (Cn
) e O o Oy O () — 2Lt (3, (C)

+2 [N (C) = 1] (~1)"!

[A2 (Cn)—1] [A2 (Cn)2—=5 A2 (Cn)+2]
= 3 (Cr) H (A2 (Cr) = Mg, (Po—s)]
k=1
n—3
A2 (Cr)2—4Xo (Cn 2 n
_ Aol )AQ (cf)( )+2 H (A2 (Cr) = A (Proa)] +2 [Aa (Cn) — 1] (=1)™*!
k=1
27 3 2T n—2
(38) 2n—2 2+4 (cos 7) ;icos Y [COS (kr:j%ﬂ ~ cos 27”]
(3.11) —14cos T~ Pt
272 n—3
4 2n73 —rz (con 5) 1 H [cos G=D7 _ cos 2—”] + 8 (cos 2—”)2 (—1)"*,
—14-cos Tﬂ Pt n—3 n n

Es erweist sich als sichtbar schwierig, bereits diese Beziehung fiir einen Anfang des Be-
weises von Vermutung 3.17 einzusehen.

Im Anschluss an die Erkenntnis aus Satz 3.14 stellt sich sofort die Frage nach der optimalen
Kante, welche einem Kreis hinzugefiigt werden soll. Mit den bisherigen Aussagen ist auch
diese zu beantworten:

Satz 3.20
Das Hinzufiigen einer beliebigen Kante zu einem Kreis C,, = (N, E) der Lénge n > 4

lasst dessen algebraische Konnektivitdt unberiihrt, das heifst, jede Kante ij € (];) \ E ist
optimal im Sinne der Maximierung von Xy (C,, +14j) = 2 — 2 cos 2Z.

Beweis:

Dies folgt entweder sofort aus Korollar 3.2 und (3.11) oder nach Beobachtung 3.13 und
Satz 3.1 Uber 2 — 2 cos 27” =X (Ch) < X (Cp+1ij) < A3(Cp) = 2—2cos 27”, womit
X2 (Cy, +1i5) =2 — 2 cos 2= fiir alle ij € (§) \ E gilt. O

Bemerkung 3.21

Die Ungleichung (3.13) ergibt sich alternativ aus Satz 3.20 und (3.2), denn fiir ij # ki,
bildung 3.11.

C, C, +ij C, +ij — kl

e I —

Abbildung 3.11: Zusammenhang zwischen Satz 3.14 und Satz 3.20

Pn—l + lj Pn—l
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Bisher wurden mit P,_; und C,, ausschlieflich zusammenhéngende Graphen betrachtet.
Im unzusammenhéngenden Fall besteht G = (N, E) sinnvollerweise aus zwei Zusammen-
hangskomponenten und es gilt As (G) = 0 laut Beobachtung 2.23. Ist kl € () \ E eine
Kante, die diese Zusammenhangskomponenten beim Hinzufiigen zu G nicht verbindet, so
folgt Ao (G + kl) = 0, fiir alle verbindenden Kanten ij € (];[) \ £ jedoch X\ (G +1ij) > 0,
vgl. Abschnitt 2.4. Somit sind nur verbindende Kanten von Interesse.

Die Frage nach einer optimalen Verbindung zweier disjunkter Kreise ist ohne Belang, da
alle auftretenden Varianten isomorph sind. Es bleiben diejenigen Situationen iibrig, in
denen G = (N, F) aus zwei disjunkten Pfaden oder aus der disjunkten Vereinigung eines
Pfades mit einem Kreis entsteht.

Zunichst sei G = P,_; + P,_,_; fir n > 5und s = 2,3,...,n — 2, denn es lisst sich un-
schwer iiberlegen, dass die Losungen fiir n < 5 allesamt trivial sind. Die Knotenmenge

von P ;1 sei {1,...,s} und jene von P,_, ;| gerade {s+ 1,...,n}.

Satz 3.22

Bei der Betrachtung zweier disjunkter Pfade P, ; auf den Knoten {1,...,s} und P, 4 {
mit der Knotenmenge {s + 1,...,n} ist es optimal im Sinne der Maximierung der alge-

braischen Konnektivitéit, dem Graphen P, + P, s 1 = (N, E) eine Kante derart hinzu-
zufiigen, dass sie die mittig platzierten Knoten beider Pfade verbindet, das heifst

)\2<Ps 1+ P + 5 Hn+§+1J) :)\2<Ps 1+ Py + [
= A2 (Ps 1+ Pooso1 + (%1 LnHHJ)
=\ (P 1+ Posr 4 [5] (”*S“})
> X (Pocy + Poeso1 + i)

EJ (n+s+1")

(3.15)

furallezge( )\E n>5,
s 1
[

,n > =2,3,...,n—2. Gleichheit gilt in (3.15) genau dann, wenn
ij € {515 E ] 15 11 +

stL] | mbstl | fsfl] kst L st, vgl. Abbildung 3.13.

2 2

Beweis:

Mit pg € {| =] [ 2|, [ o5 | [t ], ety 2ttt | [55] [ 25541 } sind alle Graphen der
Form P,_; + P,_s_1 + pq isomorph und haben gleiche Spektren. Offenbar konnen diese
Graphen P,_; + P,_,_1 + pq dank ihrer Gestalt als Gy aus Lemma 3.3 (iii) mit Knoten
m € {| 5], [, | mbetd | [t aufgefasst werden. Fiir ij € (§) \ E, ij # pg sind
samtliche Varianten P,_; + P,_,_; + 17 durch Modifikation von P,_; + P,_,_; + pq gemaf
Lemma 3.3 (iii) zu erhalten und daher ist Ay (Ps_1+ Pn_s_1+pq) > Ao (Ps 1+ Po_s_1+1j)
erfiillt, womit (3.15) gezeigt wurde. Laut Lemma 3.3 (iii) gilt die strikte Ungleichung, wenn

o fiir m e {[ =], [#31]} entweder y3 (G) # 0 oder 5 (Gy)) # 0 ist,
e mit m e {25 |, [25H] ] entweder y3t! (GF) # 0 oder y5 (Gy,) # 0 folgt.

Da beide Fille analog zu behandeln sind, sei m € {| % |, [#£1]} ohne Einschréinkung der
Allgemeinheit. Nun werde L (Ps_1 + P,_s_1 + pq) yo = )\2 1o betrachtet. Angenommen, es
gilt ys = y5 = 0, dann liefert die spezielle Gestalt der Laplace-Matrix —y2 = Ao ys = 0
bzw. —y5 ' = Xys = 0, vgl. dazu L (P,_, + P,_,_1 + pq) fiir beispielsweise n > 10 und
s=3,4,...,n— 3 via
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1 -1 0 0\ 1

-1 2

0

: 2

3 -1 L= v
2
2 -1
-1 1 0 s
0o 1 -1 S s+
-1 2
2
-1 AR B N N
2
' 0
2 -1
0 0o -1 1/n
. . 1 . RE===1 [otetl) . .

Sukzessive ist y, = ... = y5 = 0 sowie entweder y, > ~ =0odery, > =0 liber die
Struktur von L (Ps_1+ P,_s1 +pq) flir n > 5, s =2,3,...,n—2 zu schlussfolgern. Ohne
Beschrankung der Allgemeinheit sei yQLHgHJ = 0, der Fall fiir yg%ﬁw = ( folgt analog.

Wiire nun y5 = 0 fiir einen beliebigen Knoten r € {s+1,...,n} auf P,_,_, r # 254,

so wiirde wegen der speziellen Gestalt von L (Ps_1 4+ P,_s_1 + pq) und Satz 3.4 (i) gerade
ystt = ... = yB = 0 gelten, das heifit y2 = ... = 3 = 0 und y, wire kein Eigenvektor zu
Az. Dieser Widerspruch wiirde y3 # 0 oder y5 # 0 und mit Lemma 3.3 (iii) die Behauptung
zeigen. Es sei daher y # 0 fiir alle Knoten 7 € {s+1,...,n} auf Py, r # |25t ] In
diesem Fall ist P,_; + P,_,_1 + pg ein Baum vom Typ I mit charakteristischem Knoten

L%‘S’HJ, vgl. Abbildung 3.12 und Definition 3.5.

s+1 L%S'HJ -1 Ln+;+1J Ln+;+1J +1 n Knoten i
@ ----------oo- @ -----om-mooes
#0 0 0 ™. 0 £0 Yl

S S T S S

...................................

....... O 0 ; O O 0'~.,. y;
~——@------------- L EEEEEEEEREERE ————eo
........ 1 2 m s—1 S e Knoten ¢

passive Komponente

Abbildung 3.12: Mittige Verbindung zweier Pfade P,_; und P,_,_; als Baum vom Typ I

Mittels wiederholter Anwendung von Lemma 3.8 beginnend bei P,_; + P,_,_; + pq aus
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Abbildung 3.12 ergibt sich die Gleichung
)\2 (Psfl —I_ Pnfsfl + pQ) = /\2 (Pnfsfl>- (316>

Da jedoch Ao (Ps—y 4 Py—s—1 +pq) < A3 (Ps_y + Po_s_1) = min {)\2 (Ps1), Ao (Pnfsfl)}
aufgrund von (3.2) und Beobachtung 2.23 gilt, kann (3.16) nur fir Ay (Ps—1) > Ao (Pr—s-1)
erfiillt sein, das heift wegen (3.8) fiir n—s > s < n > 2s. Es darf somit n > max {2s,5}
angenommen werden. In diesem Fall lasst sich P,_+ P,_,_;+17 fiir alle 15 € (];[ ) \ £ durch
jeweilige Anwendung der Operation von Lemma 3.7 aus P,_; + P,_s_1 + pq konstruieren.
Lemma 3.7 besagt schlieklich Ay (Ps_1 4+ P,_s_1 +pq) > Ao (Ps_1 4+ P,_s_1 +1ij), wobei m
dem v und |2F* | dem i aus Lemma 3.7 entspricht. O

Bemerkung 3.23

Laut Satz 3.22 gibt es fiir ein gerades s bei geradem n genau vier optimale Kanten
|sE [t ] | o5 | [odetd] ) [ebl ndstd | [etl] [2E5E ] fiir ein ungerades s bei ungera-
dem n genau zwei optimale Kanten % L%‘SHJ, % [25EL] fiir ein gerades s bei ungera-
dem n genau zwei optimale Kanten || ”*5“, [%1 %‘9“ und fiir ein ungerades s bei
geradem n genau eine optimale Kante {%, ”*;“ }, zwei disjunkte Pfade P,_1 + P,_,_4
mit dem Ziel der Maximierung von Ay (Ps_1 + P, 1 +1ij) fiir ij € (];) \ E zu verbinden,
vgl. Abbildung 3.13.

n und s sind gerade: n ist ungerade und s ist gerade:
S-'-l n+s+1 n+s+1 n 8+1 n+s+1 n
° L 2 J [ 2 —I ® Pn—s—l ° 2
- Ps—l
U R
n und s sind ungerade: n ist gerade und s ist ungerade:
s+1 L%SHJ [%SH} n P s+1 n+§+1 n
® 4 ] n—s—1 @@ °
'1 Py @------------ I ------------ ®
s+ s+1
1 = s 1 e s

Abbildung 3.13: Optimale Verbindung zweier Pfade P, ; und P, s

Sind beispielsweise fiir n = 12 und s = 6 zwei disjunkte Pfade Ps+P5 gegeben, so existieren
genau sechs zueinander nicht isomorphe Moglichkeiten, ihnen eine verbindende Kante hin-
zuzufiigen. Tabelle 3.6 zeigt die dabei auftretenden algebraischen Konnektivitéiten:

Kanteij /\2<P5+P5+Zj) P5—i-P5
39,310, 49, 410 0.14196

29,210, 38, 311, 48, 411, 59, 510 0,11286 7 08 9 10 11 12
28,211, 58, 511 0,09679 R A
19,110, 37, 312, 47, 412, 69, 610 0,08920 S
18,111, 27,212, 57, 512, 68, 611 0,07978 -~ o 6 o o o
17,112, 67, 612 0,06815 1 2 3 4 5 6
keine 0,00000

Tabelle 3.6: Ay (Ps + Ps +ij)
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Zum Ende dieses Abschnittes soll noch die disjunkte Vereinigung eines Pfades mit einem
Kreis C,,_s+P,_; fiirn > 5und s = 2,3, ..., n—3 betrachtet werden. Hierbei besitzt P,_;
die Knotenmenge {1,..., s} und C,_ die Knotenmenge {s+1,...,n}. Wiederum erhoht
nur eine den Kreis und den Pfad verbindende Kante die algebraische Konnektivitéat, wobei
ein beliebiger Knoten des Kreises zum Verbinden gewéhlt werden darf.

Satz 3.24

Gegeben seien ein Pfad P;_; auf den Knoten {1,..., s} und ein Kreis C},_; mit der Kno-
tenmenge {s + 1,...,n}. Es ist optimal im Sinne der Maximierung der algebraischen
Konnektivitéit, dem Graphen C,_s+ P,_; = (N, F) eine Kante derart hinzuzufiigen, dass
sie einen mittig platzierten Knoten des Pfades P,_; mit einem beliebigen Knoten des
Kreises C,_, verbindet, das heifst

A2 (Ches + Poci + a[252]) = Ao (Cres + Poct + a [252])

. 3.17

2 )\2 (Cnfs + Psfl + Zj) ( )
fiir alleij € (3)\E,n>5,s=2,3,...,n—3,a € {s+1,...,n}. Gleichheit gilt in (3.17)
genau dann, wenn ij € {a L%J,a (%}} ist, vgl. Abbildung 3.14.

Beweis:

Die Graphen C,_,+ P,_; +a L%J bzw. C,_s +P,_1 +a [%1 sind fir a € {s+1,...,n}
isomorph und haben das gleiche Spektrum. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit werde
G=C, ,+P,_1+a L%j mit a := s + 1 betrachtet. Analog zum Beweis von Satz 3.22

lasst sich G als der Graph G,E;%IJ aus Lemma 3.3 (iii) auffassen. Bezeichnet 7, = 7, (G)
einen normierten Fiedler-Vektor von G, so liefert Lemma 3.3 (iii) die Behauptung, falls
entweder ¥y # 0 oder 75 # 0 ist. Angenommen, es gilt 7} =75 = 0. Aus L (G) ¥y = A2 7
und der speziellen Gestalt der Laplace-Matrix

1 -1 0 0 1
-1 2
0
: 2
3 -1 Bl
2
2 -1 )
-1 1 0 0 s
—1 .0 3 -1 - -1 |s+1
-1 2 0
0
—1
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von Gisty) =95 = ...

=5 = ?72S+1

= 0 festzustellen. Die nachfolgenden Ausfiihrungen

sind an den Beweis von |25, Theorem 5] angelehnt: Es darf sicher 75 # 0 fiir einen Knoten

re{s+2,.

,n} angenommen werden, da sonst 7, = 0 keinen Eigenvektor bezeichnen
wiirde. Mit G’ =G —{s+1,[=] }—l—{
T

S“J} wird ein zu G isomorpher Graph G’

betrachtet. Fir z = (21,...,2,) —(yQ,...,y2,y2 ,...,y2)T
——
s-mal
(L(@)22) = (=) + ) (=) + (2 —23)°
ij €EE (Cpns) ij € E(Ps—1)
=N @-7)+Y -+ @ -n)
ij € E (Cps) ij € E (Ps-1) \—/—-’1 1\ 2 (3.18)
h ., =0= (3" -7, °
=0=% (3 -7)’ e
ij € E (Ps—1)
= (L(G) Y2 72) = X2 (G)
und (z,1) = (Y5, 1) + sy5 = s75. Uber z := z — £ 1 mit
$:(1’1,...,In)—r: (Sl-%)y;,,(l )y%"?y;—&-l_%y;’ Jy;_%yg)—r
S-Eal
(L(G"x,x) = Z(m zj)2 +Z(ml - xj)2 + (2, — mL%Jf
ij € E(Cn—s) ij € E(Ps-1)
=Y @-27 -7 +27) +Z (=275 —(1-2)7)°
ij € E(Cn—s) ij€ B (Ps—1)
+ @5’—%@ (1—%5)2 (3.19)
=S "G -+ @)+ @ -7)
ij € B (Cn—s) ij € E(Ps—1)
, 3.18) o
= (L(G") z,2) == (L(G) Y2, ¥a) = X2 (G).
Wegen 1 < s <nist s — % > 0 und mit (5)2 > 0 ergibt sich
(vo)=s(@ - 275) + > - 27)
p=s+1
—s(1=2)" @)+ Y |@) - 22w + 5 @)’
p=s+1
n n (3.20)
=s(1-2)" @)+ (-9 @)+ @) -225 > 7
p=s+1 p=s+1
= 7203 =1 = (7,1) =0
D @
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das heifst 29)
29) (L(G 3.19) Ao (G) (320
)\Q(G/) < < ( )l’,l‘> ( ) 2( ) ( < ))\Q(G),
(z,z) (z,)
was einen Widerspruch zu G’ = G erzeugt. Schlieflich muss entweder 73 # 0 oder 5 # 0
gelten. U
s ist gerade: s ist ungerade: 1

EEEEEEEY
—_

,_
W
2o+
AN
| I—

Cnfs Psfl Cnfs psfl
Abbildung 3.14: Optimale Verbindung eines Kreises C,,_¢ mit einem Pfad P, 4

Wird beispielsweise fiir n = 12 und s = 7 ein Kreis C5 mit einem Pfad Py verbunden, so
existieren dafiir genau vier zueinander nicht isomorphe Moglichkeiten. Tabelle 3.7 zeigt
die hierbei auftretenden algebraischen Konnektivitéten:

Kante 775 Ao (Cs5 + Ps + 1)) Cs+ P
48 bis 412 0,16100
38 bis 312, 58 bis 512 0,12751
28 bis 212, 68 bis 612 0,09902
18 bis 112, 78 bis 712 0,08047
keine 0,00000

Tabelle 3.7: \y (C5 + Ps + i)

3.4 Sternahnliche Baume

Es sei T = (N, E) ein Baum auf n Knoten. Nach Beobachtung 2.12 (vi) wird T + ij
fiir 15 € (];[ ) \ E genau einen Kreis enthalten. Fiir einen beliebigen Baum erweist sich
das Auffinden verntinftiger Aussagen iiber die Maximierung von Ay (T + ij) als dufserst
schwierig. Daher werden im Folgenden spezielle Baume von einfacher Struktur untersucht.

Zu Beginn soll fir n > 3 mit dem vollstandig bipartiten Graphen K, 1 = (N, E) ein
Stern auf n Knoten betrachtet werden. Der Knoten z € N mit d, ,_, (2) = n—1 bezeich-
net das Zentrum des Sterns, vgl. Abbildung 3.15:

Abbildung 3.15: Stern K ,_4
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Beobachtung 3.25 (vgl. z. B. [49, Ex. 1, Co. 1, Co. 2] und Korollar 3.42)

Ein Stern ist ein Baum vom Typ I mit seinem Zentrum z als charakteristischen Knoten.
Fiir n > 3 lautet sein Spektrum sp (Ky,-1) = {0,1,...,1,n}, wobei a (1) = n — 2 gilt.
Weiterhin existiert kein zu K, isospektraler Graph und jeder Baum 7" 22 K ,,_; erfiillt
Ao (T) < A (Kl,n—l) =1.

Einzig ein Stern erreicht daher die maximal mogliche algebraische Konnektivitdt unter
allen Baumen. Das nachfolgende Lemma verallgemeinert diese Situation:

Lemma 3.26 (vgl. z. B. [40, Corollary 2.1])

Besitzt ein zusammenhédngender Graph G einen Knoten v mit Ay (G — v) = 0, so gilt
A2 (G) < 1 und Gleichheit genau dann, wenn der Knoten v adjazent zu jedem anderen
Knoten von G ist.

Fiir n = 3 liefert Satz 3.14 wegen Ko = P, die zu K 5 optimal hinzuzufiigende Kante.
Wie lauten die Umsténde fiir n > 47

Satz 3.27 (vgl. alternativ Korollar 3.46)

Das Hinzufligen einer beliebigen Kante zu einem Stern K ,_1 = (N, E) auf n > 4 Knoten
lasst dessen algebraische Konnektivitat unberiihrt, das heifst, jede Kante 5 € (];[) \ £ ist
optimal im Sinne der Maximierung von Ay (K ,,—1 +ij) = 1.

Beweis:

Dies folgt entweder aus Lemma 3.26 mit G := K ,_; + ij fir eine Kante ij € (];[) \ E
und v := z, wobei der Knoten z das Zentrum von K ,,_; bezeichnet, oder aus Korollar 3.2
und a (A2 (K1 ,-1)) =n — 2 > 1 nach Beobachtung 3.25. O

In der Hoffnung, die einfache Struktur des Spektrums eines Sterns ausnutzen zu kénnen,
sollen nachfolgend Baume untersucht werden, deren Erscheinungsbilder dem eines Sterns
fiir eine geniigend grofe Knotenanzahl stark &hneln. Mit anderen Worten, von Interesse
sind Baume, welche einen hohen ,Sterngrad* aufweisen. Faria liefert in [16, Abschnitt 2|
eine Definition des Sterngrades und zeigt, dass die algebraische Vielfachheit von Eins als
Eigenwert eines Graphen mindestens so grofs ist wie ebendieser Sterngrad des Graphen
[16, Theorem 2.1|.

Das Ziel ist es, den Baumen aus den Abbildungen 3.19, 3.21, 3.23, 3.25 in optimaler Weise
eine Kante hinzuzufiigen. Dazu werden Informationen iiber die zweitkleinsten Eigenwerte
von Graphen benétigt, welche entstehen, wenn einem dieser ,sterndhnlichen” Baume eine
Kante hinzugefiigt wird, vgl. Abbildungen 3.16, 3.17. Zur genauen Literaturangabe der
charakteristischen Polynome der Graphen G; aus den Abbildungen 3.16, 3.17 in Beobach-
tung 3.29 ist Bemerkung 3.28 zu beachten:

Bemerkung 3.28 (Literaturnachweis fiir Beobachtung 3.29)

Im Beweis zu |32, Lemma 2.6] befinden sich die charakteristischen Polynome der Graphen
G, firi € {3,5,6,9,11,12,13,14, 15, 16, 18, 19}. Liu, Shao, Yuan zeigen x¢,, (A) =Xy, (A)
in [45, Proposition 3.1]. Die Polynome der Graphen G; werden fiir i € {2,4,10} von Guo
in [31, S.133] und fiir ¢ € {7,8} von Ying Liu, Yue Liu in [46, S. 843| genannt. Das Poly-
nom xq, (A) ergibt sich z. B. aus [1, Corollary 15] mit Beobachtung 3.25 und x¢, (A) ist
alternativ ein Spezialfall von [61, Lemma 2.1] fiir dortiges m =n = 2.

Die Laplace-Matrizen der Graphen G; aus den Abbildungen 3.16, 3.17 weisen jeweils eine
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einfache Gestalt auf, sodass nachstehende Beobachtung Resultate aus elementaren Deter-
minantenberechnungen beschreibt:

Beobachtung 3.29 (vgl. [32, Lemma 2.6], [45, Proposition 3.1],[31, S. 133], [46, S. 843])

Firn > 8 und i € {1,2,...,

G; = (N, E;) aus den Abbildungen 3.16, 3.17 gerade

Xo: AN =r(A-1)"?

Xa: (A) =A(A-1)""°

Xas (A) =A(A—1)"""
Xas (A) =A(A—1)"7°
Xas (A) =A(A—1)"7"
Xos (N =A(A-1)""°
Xo: (AN =A(A-1)""°
Xas (A) =A(A—1)""°
Xao (A) =A(A=1)"7°

mit
2N =X —(n+3)A
fa(A) =X —(n+2)\°
faN) =X = (n+5)\°
5N =X —n+8)N
fo(AN) =X —(n+4)\°
=X —(n+1)A
foA) =X —(n+5)A
fioN) =2 = (n+2)A
fii(A) =X —(n+5)
fiz ) =X —(n+7)A
fiaA) =X —(n+5)A
fis(A) =X —(n4+4)X
fie(N) =X —(n+2)A
fis(A) =X = (n46) X
fioA) =X —(n+3)A
Gy
Gs

A=3)(A—n), XG1o (A) = A( )
(A=2)f (A), Xa (A) = A( )
A=22(W=4X+2) f5(N),  xee N =AA-1)""f
fa(N), XGrs (A) = A( )
(A=2)fs (N), X6 (A) =A(A—1)
(A =627 +9X—=3) fo (N), XG5 (A) = A(A=1)""
(N =5X+3) fr (V) Xais (A) =A(A—1)
(A =51 +5) fr (V) XG1s (A) =A(A—1)
fo (N), XGio (A) = A( )

dn —2)\ —2n,

dn —6)\ —2n,

6n+3) —(9n—-5)A+3n,

10n 4 15) A" — (350 — 16) A +

6n—3)A —(9n —13) A+ 3n,

3n—5)\—n,

7n—1)A° — (13n —19) A + 4n,

)
Tn+1)X° — (150 —17)X* + (10n — 8) A — 2n,

9n +10) \* — (28n — 18) A® +

RN e o B RS
3
|
>
>
I
S

7n73)/\2 (11n —17) A+ 3n,
6n—4) N> — (8n—12) A+ 2n,
dn—"T)\ —n,
8n+4) N> — (20m —22) N> + (17n — 26) A\ — 3 n,
5n—4) A% — (6n — 10) A + n.
G2 G?;
G6 G?

Abbildung 3.16: Die Graphen G; bis Gy

+ (51n —53) A% — (30n — 22) A+ 6n,

(36n —42) > — (18 n — 14) A + 3n,

Gy

G

19} lauten die charakteristischen Polynome der Graphen

(3.22)
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Gy Gio Gn G2
G13 G14 G15 G16
G17 Glg G19

Abbildung 3.17: Die Graphen Gg bis G1g

Beobachtung 3.30

Die zweitkleinsten Eigenwerte der Graphen G; = (N, E;) aus den Abbildungen 3.16, 3.17
erfiillen fiir n > 10 die Beziehungen

L=X(G1) > X (Ga) > X (Gs) =X (Cs) > A (Gy)
> Ao (G5) > A2 (Go) > A2 (Gro) > A2 (Gh1) > Ao (Gha)
> X2 (G13) = X2 (Cro) > X2 (Gig) = X2 (G17) > X2 (Gs)
> X (G, (3.23)
Mo (Ga) > Mo (G7) = Xa (Gg) > Ao (Go) > Ao (Gra) > Ao (Giis)
> Ao (Gg),
Ao (G5) > Ao (Gg) = Ao (Co) > Ao (Gho)

L=X(G1) > X (Ga) > X (G3) =X (Cs) > A (Gy) > A2 (Gs)
> A (Gg) = X2 (Cy) >N (Gr) = X (Gg) > Ao (Gg) > Aoy (Gho) (3.24)
> X (G11) > X2 (Grz) > A2 (Gs) = A2 (Cro) > A2 (Ga) > A2 (Gs)
> X (Gi6) = A2 (Gri7) > A2 (Gig) > A2 (Gh)

Beweis:

Viele der Ungleichungen aus (3.23) bzw. (3.24) gelten sogar fiir n > 8, weshalb n an einigen
Stellen des Beweises verschieden eingeschrankt wird. Zu Beginn sei n > 8. Lemma 3.26
liefert 1 = A\ (G1) > Ay (G;) fiir ¢ € {2,3,...,19} und zusammen mit Beobachtung 3.29
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ist Ao (G;) fiir i € {2,4,5,6,9,10, 11,12, 14, 15,16, 18,19} als kleinste Nullstelle von f; (A)
zu erkennen. Weiterhin besagt (3.21) gerade Ay (G1g) = A2 (G17) und dass Mg (G;) nicht
notwendigerweise als kleinste Nullstelle von f; (A) fiir i € {3,6,7,8,13} zu bezeichnen ist.
Daher sollen zunéchst fiir ¢ € {3,6, 13} die algebraischen Konnektivitdten der Graphen
G, berechnet und Ay (G7) = A2 (Gs) gezeigt werden. Es wird stets als bekannt vorausge-
setzt, dass ein Polynom mit hochster Potenz k > 1 und reellen Koeffizienten maximal k
reelle Nullstellen besitzt [20, Kapitel 1.3, Theorem auf S. 69]. Die Moglichkeit, ein solches
Polynom als stetige Funktion aufzufassen, erlaubt es, den Nullstellensatz von Bolzano
heranzuziehen, um offene Intervalle zu bestimmen, in denen die Nullstellen des Polynoms
liegen [35, Satz 35.5|. Gilt z.B. f; (&) < 0 bzw. f; (&) > 0 fiir reelle Zahlen & < &, so
besitzt f; (A\) mindestens eine Nullstelle £ mit & < £ < &.

A2 (G3) = X2 (Cg): Es sei n > 8. Laut (3.11) gilt Ay (Cs) = 2 — 2 cos § und Ay (Cy) ist
als kleinste Nullstelle des Polynoms A2 — 4 X\ 4+ 2 zu erkennen, vgl.
(3) aus Abschnitt A. Folglich lasst (3.11) wiederum A, (Cy) als einen
Eigenwert von (3 feststellen und es bleibt zu zeigen, dass die kleinste
Nullstelle von f3 (A) echt grofer als Ay (Cg) ist. Das Polynom f3 ()
besitzt wegen

f3 (A2 (Cs)) = —4 <0,
fs()=n—-T >0,
fs(4)=8-2n <0,
fs(n)=2n(n—4)>0

genau drei verschiedene reelle Nullstellen und je eine davon in den
offenen Intervallen (A2 (Cs), 1), (1,4), (4,n), vgl. (4) aus Abschnitt A.
Somit sind alle Nullstellen von f5(\) echt grofer als Ao (Cs) und
)\2 (Gg) — )\2 (Cg)

A2 (Gg)=X2 (Cy): Es wird n > 8 vorausgesetzt und Ay (Cy) = 2 — 2 cos Z* aus (3.11)
erkannt. Das Polynom A3 — 6 A2 + 9\ — 3 hat mit & < & < & drei
verschiedene reelle Nullstellen

51:2—2005%“:)\2(09),
& =2—2cos 4977,

53:2—2005%“,

vgl. (5) aus Abschnitt A. Somit bezeichnet Ay (Cy) laut (3.21) einen
Eigenwert von Gg. Es bleibt zu zeigen, dass die kleinste Nullstelle von
fo (A) echt grofer als Ao (Cy) ist. Das Polynom fg (A) besitzt wegen

Fo (s (Co)) = 5,06418 >0,
fo(1)=T7-n <0,
fe(2)=n—2 >0,
fo(4)=4—n <0,
fe(n)=2n(n—-2)(n—4)>0

genau vier verschiedene reelle Nullstellen und je eine davon in den
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offenen Intervallen (A\; (Cy), 1), (1,2), (2,4), (4,n), vgl. (6) aus Ab-
schnitt A. Daher sind alle Nullstellen von fg (A) echt grofer als Ag (Cy)
und )\2 (G6) = )\2 (Cg)

A2 (G13) =2 (Cho): Aufs Neue sei n > 8. Mit (3.11) gilt sicher Ay (Cp) =2—2 cos § und
A2 (C1o) bezeichnet die kleinste Nullstelle des Polynoms A\? — 3 A + 1,
vgl. (7) aus Abschnitt A. Laut (3.21) stellt Ay (Chp) einen Eigenwert
von (13 dar und es bleibt zu zeigen, dass die kleinste Nullstelle von
f7 (X\) echt grofer als Ao (Chp) ist. Das Polynom f7 (A) hat wegen

fr (X2 (Cro)) = —2 <0,
f)=n-5 >0,
@) =3-n <0, (8:25)
fr(n)=2n(n—-3)>0

genau drei verschiedene reelle Nullstellen und je eine davon in den of-
fenen Intervallen (As (Cho), 1), (1,3), (3,n), vgl. (8) aus Abschnitt A.
Daher sind alle Nullstellen von f; (A) echt grofer als Ay (Chg) und
A2 (G1z) = A2 (Cho).

Ao (G7) =2 (Gg): Ausgehend von n > 8 folgt Ay (C5) = 2 — 2 cos 2?” via (3.11) und
A2 (C5) ist als kleinste Nullstelle von A? — 5\ + 5 ein Eigenwert von
Gs, vgl. (3.21) sowie (9) aus Abschnitt A. Des Weiteren bezeichnet
g — % 13 als kleinste Nullstelle des Polynoms A\?> — 5\ + 3 einen
Eigenwert von G, vgl. wiederum (3.21) sowie (9) aus Abschnitt A.
Laut (3.21) bleibt zu zeigen, dass die kleinste Nullstelle von f7 ()
echt kleiner als As (Cs) und g - % 13 ist, um Mg (G7) = A2 (Gg) zu
schlussfolgern. Stellt £ die kleinste Nullstelle von f7 (\) dar, so besagt

(3.25) gerade f7 (\) <0 fiir A < & Mit (10) aus Abschnitt A ist

f7()\2(05))=(\/5—1)n—5\/5+5
> (VI3 -3)n - 6V13+18 = f; (3 — 1 V13) > 0,

und daher s (C5) > 2 — L /13 > € = X\ (Gr) = X2 (Gs), vgl. (3.21).

Die weiteren Ausfiihrungen setzen stets voraus, dass den Anfangsbemerkungen entspre-
chend fiir i € {2,4,5,6,9,10,11,12,14, 15,16, 18,19} gerade \; (G;) als kleinste Nullstelle
von f; (A) zu erkennen ist.

A2 (G2) > Xy (G3): Es sei n > 8. Das Polynom f; () besitzt laut

fa (A2 (Cy)) = —2 <0,
f2(1):n—4 >O,
fo(4) =28 —5n <0,
fa(n)=n(n—-4)>0

genau drei verschiedene reelle Nullstellen und je eine davon in den of-
fenen Intervallen (A2 (Cs), 1), (1,4), (4,n), vgl. (11) aus Abschnitt A.
Somit sind alle Nullstellen von f5(\) echt grofer als Ao (Cs) und
Ao (Gg) > Ay (Cg) = )\ (Gg)
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)\2 (Gg) > )\2 (G4)Z

Ay (G5) > Ao (Gg):

)\2 (G5) > )\2 (Gg)i

Wird n > 8 vorausgesetzt, so lasst fy (A) wegen

f1(0) =3n >0,
f4()\2(08)):(1—\/§)n+5\/_—4<0,

f1(2) =n—2 > 0, (3.26)

fa(d)=4-n <0,

fan)=n(n—2)(n—4) >0

genau vier verschiedene reelle Nullstellen erkennen, je eine davon
in den offenen Intervallen (0, A2 (Cs)), (A2 (Cs),2), (2,4), (4,n), vgl.
(12) aus Abschnitt A. Daher ist die kleinste Nullstelle von fy (\) echt
kleiner als Ag (Cs) und Ay (G3) = A2 (Cs) > Ay (Gy).

Fiir n > 8 hat das Polynom f5 (\) aufgrund von

f5 (A2 (Cy)) =~ 0,87939 > 0,
f5(0,53) ~ 0,02551 — 0,03757 n <0,
fs(1)=n—17 >0,
f5(2)=8—-2n <0,
f5(3,7) =~ 1,05643 n — 4,27065 > 0,
fs(4)=8—-2n <0,
fsn)=nn—-—4)2n* =120 +19n—-7) > 0

genau sechs verschiedene reelle Nullstellen, je eine davon in den offe-
nen Intervallen (\y (Cy);0,53), (0,53;1), (1,2), (2;3,7), (3,7;4), (4,n),
vgl. (13) aus Abschnitt A. Dabei ist f5 (n) > 0 einzuschen, weil 4 die
grofte Nullstelle von n (n—4) (2n3—12n?+19n—7) —— oo bezeich-

n—oo
net, vgl. (14) aus Abschnitt A. Somit sind alle Nullstellen des Poly-
noms f5 (A) echt grofer als Ay (Co) und Ay (G5) > A2 (Cy) = Ao (Gg).

Nun sei n > 13. Das Polynom fy (\) besitzt wegen

fo(0) =4n >0,

fo (A2 (Cy)) = 8,20708 — 0,65270n < 0,
fo(1)=14—3n <0, (3.27)
fo(3)=n—6 >0,
fo(5)=70—11n <0,
fo(n)=n(2n*—14n+23) >0

genau vier verschiedene reelle Nullstellen, je eine davon in den of-
fenen Intervallen (0, Ay (Cy)), (A2 (Cy),3), (3,5), (5,n), vgl. (15) aus
Abschnitt A. Hierbei ist fo (n) > 0 einzusehen, wenn =~ 4,36603 als
grofte Nullstelle von n (2n? — 14n + 23) — oo erkannt wird, vgl.

n—oo

(16) aus Abschnitt A. Daher ist die kleinste Nullstelle von fq (A) echt
kleiner als Ay (Cg) und Ay (G5) > Ay (GG) =X\ (Cg) > Ay (Gg) Eine
Rechnung ergibt Ay (G5) > Ay (Gy) fiir n = 10, 11,12 und somit die
Ungleichung fiir n > 10, vgl. (17) aus Abschnitt A.
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A2 (Gg) > Ao (Gyp): Es wird abermals n > 8 vorausgesetzt und eingesehen, dass das Po-
lynom fio () via

f10(0) = <0,

fi0 (A2 (Cy)) =~ 0,18479n — 1,27126 > 0,
fio (3) = <0, (3.28)
fi0(n) = ( 3) >0

genau drei verschiedene reelle Nullstellen besitzt, je eine davon in
den offenen Intervallen (0, A2 (Cy)), (A2 (Cy),3), (3,n), vgl. (18) aus
Abschnitt A. Somit ist die kleinste Nullstelle von fio (A) echt kleiner
als Ay (Cg) und Ag (GG) = As (Cg) > Ay (Glo).

Ao (Gg) > Ay (Gyp): Es sei n > 8. Die Berechnungen (19) aus Abschnitt A liefern gerade
fo(A) =(A=3) fiu(\) = (n=5)X = (3n—13) A+ n = f(}) und
f(A\) >0 fiir A < &, wobei & := 27— 13”271"21058”“6 die kleinste Null-
stelle von f () bezeichnet. Aus (3.27) ldsst sich sofort fo (A) > 0 fiir

A < Ag (Gl) schlussfolgern. Uber

hi(n) ==2n*—23n% 4 64n + 13,
hy (n) :=5n? — 58 n + 169

hat hy (n) —— oo mit &~ —0,18995 nur eine reelle Nullstelle, das

n—00

Polynom hs (n) —— oo besitzt gar keine reelle Nullstelle und es

n—o0

gilt hy (n) > 0 bzw. hy (n) > 0, vgl. (20) aus Abschnitt A. Damit ist

>0 >0 >0 >0
—e N~ A —_—~
(2n —11) hy (n)+ [h1 (n) + 4n — 24] /ho (n)
fo (&) =— 4 <0,
(n —5)
——
>0

vgl. (21) aus Abschnitt A, und es wurde Ay (Gg) < & gezeigt. Dies
liefert sicher f (Ag (Gg)) > 0 sowie (Ag (Gg)—3) fi0 (A2 (Gg)) < 0. Aus
(3.28) ist fio (A) < 0 fiir A < Ay (Gro) und somit (A — 3) fio (A) >0
fir A < Ay (Gyg) zu erkennen. Daraus folgt Ao (Gg) > A2 (Gho)-

)\2 <G12> > )\2 (Glg)I Mit n > 8 hat das Polynom f12 ()\) wegen

fi2 (A2 (Cho)) = A2 (Cho) >0,

f12(0,42) =~ 0,02996 — 0,01708 nn <0,

fiz(1)=n—6 >0,
f2(2)=4-n <0, (3.29)

f12(3) =3n—12 > 0,

fro(4) =24 —5n <0,

fio(n) =n(2n*—18n*+54n*—60n-+17) > 0

genau sechs verschiedene reelle Nullstellen und je eine davon in den
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)\2 (Glg) > /\2 (Gm)ﬁ

/\2 (Glg) > /\2 (Glg)i

>\2 (Gﬁ) > )\2 (G7)Z

)\2 (G4) > )\2 (G7)Z

offenen Intervallen (\; (Cy); 0,42), (0,42; 1), (1,2), (2,3), (3,4), (4,n),
vgl. (22) aus Abschnitt A. Dabei ist fi5 (n) > 0 insofern einzusehen,
dass ~ 3,94569 die bzgl. n (2n* —18n® +54n* —60n +17) —— o

n—00

grofte Nullstelle bezeichnet, vgl. (23) aus Abschnitt A. Demzufolge
sind alle Nullstellen von fi5 (\) echt grofer als Ay (Cp) und daher
A2 (G12) > A2 (Cro) = A2 (Gas).

Wiederum wird n > 8 vorausgesetzt und erkannt, dass fis (\) iiber

fi6(0) = <0,
fi6 (A J(il;)); sn—g+2V5 z 8 (3.30)
fi6 (n) = n( —4) >0

genau drei verschiedene reelle Nullstellen besitzt, je eine davon in
den offenen Intervallen (0, A2 (Cho)), (A2 (Cho),4), (4,n), vgl. (24) aus
Abschnitt A. Daher ist die kleinste Nullstelle von fi5 (\) echt kleiner
als )\2 (Cm) und )\2 (Glg) = )\2 (010) > )\2 (G16)'

Fiir n > 8 besitzt das Polynom fi9 (A) vermittels

f19(0) =n >0,
fio(l)=4—n <0,
fio(2)=n—4 >0, (3.31)
fio (4) = 40 — 7n <0,
fio(n) =n(2n®>—10n+11) > 0

genau vier verschiedene reelle Nullstellen und je eine davon in den of-
fenen Intervallen (0, 1), (1,2), (2,4), (4,n), vgl. (25) aus Abschnitt A.
Hierbei gilt fi9 (n) > 0, da =~ 3,36603 die grofste Nullstelle des Po-
lynoms n (2n% — 10n + 11) —— ist, vgl. (26) aus Abschnitt A.

Mit (3 31) folgt f19( ) > 0 fU.l" )\ < )\2 (Glg) bzw. ()\ — 3) f19 ()\) S 0
fir A < Ay (Gyg). Die Berechnungen (27) aus Abschnitt A liefern
wegen 0 < A (Glg) < 2 muss (/\2 (Glg) — 3) flg ()\2 (Glg)) >0 gelten,
das heifst /\2 (Glg) > /\2 (Glg).

Es sei n > 14. Via (3.25) ist bereits bekannt, dass die kleinste Null-
stelle des Polynoms f7 (\) im offenen Intervall (Ay (C1g), 1) liegt und
dass fr (A2 (Cho)) = —2 < 0 gilt. Da Ay (C1o) < A2 (Cy) < 1 und
fr (A2 (Cy)) = 0,18479n — 2,45605 > 0 erfiillt wird, vgl. (28) aus Ab-
schnitt A, liegt die kleinste Nullstelle von f7 (A\) im offenen Intervall
()\2 (Clo), )\2 (Cg)), das heifst )\2 (GG) = )\2 (Cg) > >\2 (G7) fir n Z 14.

Wieder sei n > 14, womit bereits Ay (Gg) > Ao (G7) bekannt ist. Uber
(3.26) lésst sich feststellen, dass die kleinste Nullstelle von fy (A) im
offenen Intervall (0, A2 (Cs)) liegt und dass f,(0) = 3n > 0 gilt.
Wegen 0 < Az (Cy) < Az (Cs) und f4 (A2 (Cy)) =2 cos 2 41> 0,
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)\2 (G4) > )\2 (Gg,)i

)\2 (G7) > )\2 (Gg)l

)\2 <G10> > )\2 (Gll):

)\2 (GH) > )\2 (Glg)l

)\2 (Glg) > /\2 (G14)2

vgl. (29) aus Abschnitt A, liegt die kleinste Nullstelle von f; (\) sogar
in ()\2 (Cg), Ao (Cg)), das heifst Ag (G4) > Ay (Cg) = A\a (Gﬁ) > Ay (G7)
fiir n > 14. Eine Rechnung ergibt Ay (G4) > Ao (G7) flirn =8,...,13,
vgl. (30) aus Abschnitt A.

Fiir n > 8 werden die untere Reihe in Abbildung 3.18 betrachtet und
Knoten i, j, k, z wie abgebildet gewéhlt. Korollar 3.11 sowie (3.2) lie-
fern )\2 (G4> = )\2 (G4—|—’lj+jk') Z /\2 <G4+Zj+j]€—j2> = )\2 (G5) und
es verbleibt Ay (G4) # A2 (G5) zu zeigen. Aus der linearen Algebra
ist bekannt, dass zwei Polynome mit komplexen Koeffizienten genau
dann eine gemeinsame Nullstelle haben, wenn ihre Resultante, welche
iiber die Determinante der Sylvester-Matrix beider Polynome zu be-
rechnen ist, zu Null wird, vgl. [20, Aufgaben zu 3.1, 6., S. 185]. Fiir die
Sylvester-Matrix S von fy (A) und f5 (A) gilt det (S) = 9n (n—4) # 0,
vgl. (31) aus Abschnitt A. Folglich besitzen die Polynome f; (A) und
f5 (M) keine gemeinsamen Nullstellen und Ay (G4) > A\s (G5).

Es sei n > 8. Die Beziehung (A — 4) f7 (\) — fo (A) = A > 0 gilt fir
A >0, vgl. (32) aus Abschnitt A. Dies liefert fo (A2 (G7)) < 0 wegen
X (Gr) > 0. Aus (3.27) folgt schlieRlich fo (\) > 0 fiir A < Ag (Go)
und damit ist Ay (G7) > A\ (Gy).

Fir n > 8 werden die obere Reihe in Abbildung 3.18 betrachtet
und Knoten i, j, k, z wie abgebildet gewéhlt. Korollar 3.11 sowie (3.2)
liefern die Beziehungen

A2 (Th) = Mo (T +145) = A2 (Gro) = X2 (Gio + k)
> A2 (Gro + jk — jz) = A2 (G11)

und es verbleibt Ay (G19) # A2 (G11) zu zeigen. Ist S die Sylvester-
Matrix von fig (A) und fi; (A), so gilt det (S) = n(5n —24) # 0,
vgl. (33) aus Abschnitt A. Folglich besitzen fig(\) und fi; (A) keine
gemeinsamen Nullstellen, was Ay (G19) > A2 (G11) bedeutet.

Ein weiteres Mal sei n > 8. Aus (3.28) folgt fiir A < Ay (G1p) gerade
fio (A) < 0, woraus (A — 1) fio(A) > 0 und damit die Ungleichung
A=2) fir(A) = fia(A\) = (A =1) fio (A\) > 0 geschlussfolgert wird,
vgl. (33) aus Abschnitt A. Da bereits Ag (G10) > A2 (G11) bekannt
iSt, gllt ()\2 (Gll) — 1) flO ()\2 (Gll)) > O, das heifst f12 ()\2 (Gll)) < 0.
Mit (3.25) wird jedoch fi5(X\) > 0 fiir A < Ay (G12) und schliefslich
Ay (G11) > A\a (G12) einzusehen sein.

Nun sei n > 25. Das Polynom fi4 (\) besitzt wegen

f14(0) =3n > 0,
fia X2 (Cio)) = (2 - \/g)n—i— SVvh -2 <o,
f1a(2) =n -2 >0,
Fa(5)=10—2n <0,
fis(n) =2n(n—2)(n—>5) >0

genau vier verschiedene reelle Nullstellen und je eine davon in den
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)\2 (Gg) > )\2 (014)2

)\2 <G14) > )\2 (015)2

)\2 <G15) > )\2 (G16):

)\2 (Glﬁ) > /\2 (Glg)I

offenen Intervallen (0, A2 (Cho)), (A2 (Cho),2), (2,5), (5,n), vgl. (35)
aus Abschnitt A. Somit ist die kleinste Nullstelle von fi4 (\) echt
kleiner als )\2 (Clo> und es wird )\2 (Glg) = )\2 (Cw) > )\2 (G14) erfillt.

Wiederum sei n > 25. Mit (3.27) ist bereits bekannt, dass die kleinste
Nullstelle von fy (A) im offenen Intervall (0, Ay (Cy)) liegt und dass
sicher fy (0) = 4n > 0 gilt. Wegen 0 < A2 (Cho) < A2 (Cy) und weiter-
hin fo (A2 (Cho)) = 2+ 2v/5 > 0, vgl. (36) aus Abschnitt A, liegt die
kleinste Nullstelle von fq (\) sogar im Intervall (A (Chp), A2 (C)) und
es folgt Ao (Gg) > Ao (CID) = A (Glg) > Ao (G14) fir n > 25. Eine
Rechnung ergibt Ay (Gg) > Ao (Gh4) fiir n = 8,...,24, vgl. (37) aus
Abschnitt A.

Mit n > 8 ist bereits Ay (G7) > A2 (Gg) > A2 (G14) bekannt. Aus (3.25)
folgt fr (A\) < 0 fiilr A < Ay (Gy), das heibt f7 (s (G1a)) < 0. Wegen
fia (N) = fi5 (A) — f7 (N), vgl. (38) aus Abschnitt A, gilt die Unglei-
chung fi5 (A2 (G14)) < 0. Das Polynom fi5 (A) hat aufgrund von

fi5(0) =2n > 0,
fis(1)=5—-n <0,
fi5(2)=2n-38 >0,
f15(5) = 85— 13n <0,
fis(n)=2nn*>—6n+7) >0

genau vier verschiedene reelle Nullstellen und je eine davon in den of-
fenen Intervallen (0, 1), (1,2), (2,5), (5,n), vgl. (39) aus Abschnitt A.
Dabei ist fi5 (n) > 0 einzusehen, wenn ~ 4,41421 als grofte Nullstel-
le des Polynoms 2n (n*—6n+7) —— oo erkannt wird, vgl. (40) aus

n—oo

Abschnitt A. Es gilt daher fi5(A) > 0 fir A < Ay (Gy5) und somit
A2 (Gia) > A2 (Ghs).

Wird erneut n > 8 vorausgesetzt, so ist Ay (G7) > A2 (Gh4) > Ao (Gi5)
bereits bekannt. Mit (3.25) gilt f7 () < 0 fiir A < A2 (G7), das heifit
fr (A2 (G15)) < 0. Wegen fi5(A) = (A = 1) fis (A) = f7 (A), vgl. (41)
aus Abschnitt A, folgt (A (G15) —1) fi6 (X2 (G15)) < 0. Aus (3.30) ist
f16 ()\) S 0 fir A S )\2 (G16) bzw. ()\ — 1) f16 ()\) Z 0 fir A S )\2 (Gl@)
und daher Ay (G15) > A2 (Gi6) zu erkennen.

Ein letztes Mal sei n > 8 und fig () besitzt laut

fi15(0) ==3n <0,
fis(1)=n—5 >0,
fis(2)=4-n <0,
fis(3)=3n—15 >0,
fis (5) = 295 — 43n <0,
fis(n) =2n(n*—6n+7) >0

genau fiinf verschiedene reelle Nullstellen, je eine davon in den offenen
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Intervallen (0, 1), (1,2), (2,3), (3,5), (5,n), vgl. (42) aus Abschnitt A.
Hierbei ist fis (n) > 0 einzusehen, weil ~ 4,41421 die grofte Null-
stelle des Polynoms 2n (n? — 6n 4+ 7) —— oo bezeichnet, vgl. (43)

n—o0

aus Abschnitt A. Es gilt somit fig (A) < 0 fiir A < Ay (G13). Wegen
(A=1) (A=3) fis (A)—fis(A\) = =(n—=5) A < 0 fiir A > 0, vgl. (44) aus
Abschnitt A, fOlgt flg ()\2 (Gm)) > (0 und daher A, (016) > g (Glg).

Schlussendlich wurden (3.23) und (3.24) gezeigt. O

T Ty +ij = G Gio + jk G+ jk —jz =2 Gn

Gy +ij+ ik Gy+ij+ gk —jz=Gs

Abbildung 3.18: Zum Beweis von Beobachtung 3.30

Nun soll dem Baum 7} = Ky ,_2 + v +iv = (N, E) aus Abbildung 3.19 mit einem zu
K1,5—» disjunkten Knoten v und i € N\ {2} fiir n > 5 eine Kante rs € (%) \ E hinzugefiigt
werden. Dabei wird unweigerlich einer der Graphen G4, G5, G4, G entstehen. Die Aussage
des nachfolgenden Satzes folgt somit direkt aus Beobachtung 3.30 fiir n > 10. Dennoch
wird ein alternativer Beweis angegeben, welcher die aufwendige Beobachtung 3.30 nicht
benotigt. Dies ist bei spéter betrachteten Béumen nicht mehr méglich. Der Eigenwert
Ao (1) wird als kleinste Nullstelle von fio (A) aus (3.21) erkannt, da Korollar 3.11 gerade
die Beziehung Ay (T7) = Ay (G1g) liefert.

Abbildung 3.19: T}
Satz 3.31

Es ist optimal im Sinne der Maximierung der algebraischen Konnektivitit, dem Baum
Ty = (N, E) aus Abbildung 3.19 die Kante vz hinzuzufiigen, das heifst

1= )\2 (T1 + ’UZ) > )\2 (Tl -+ 7"5) Vrs e (g) \E, n > 5. (332)

Gleichheit gilt in (3.32) genau dann, wenn rs = vz erfiillt wird.
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Beweis:

Mit j, k € N\{i,v, 2z}, j # k werden genau vier zueinander nicht isomorphe Moglichkeiten
ik, jk, kv, vz erkannt, dem Baum 7} eine Kante hinzuzufiigen, vgl. Abbildung 3.20. Offen-
bar ist 17 + vz — v = K ,,—1 und Satz 3.27 bestétigt Ao (71 +vz) = 1. Nach Lemma 3.26
gilt nun Ay (T} + ik) < Ag (T1 + vz) und sukzessive Anwendung von Lemma 3.3 (i) liefert
Ao (Ty + kv) < XAy (Cs4) = 0,82991 < 1. Laut Beobachtung 3.25 und Korollar 3.11 folgt
)\2 (Tl + jk’) = /\2 (Tl) < /\2 (Kl,n—l) = 1. Damit wurde )\2 (Tl -+ UZ) > )\2 (T1 + T'S) fir
rs € {ik, jk, kv} gezeigt und es gibt keine Kantenwahl rs € (g) \ E, rs # vz, fiir welche
Ty +rs =11 4+ vz ist. O

L ]
(XS

Abbildung 3.20: Vier nicht isomorphe Varianten beim Hinzufiigen einer Kante zu T}

Anschliefsend sollen fiir n > 6 die Auswirkungen des Hinzufiigens einer Kante zum Baum
Ty =T — jz + jv = (N, E) aus Abbildung 3.21 untersucht werden. Laut Korollar 3.11
ist Ao (T3) = A2 (G1g) und A, (Ty) bezeichnet die kleinste Nullstelle von fi9 (M) via (3.21).

Satz 3.32 Abbildung 3.21: Ts

Es ist optimal im Sinne der Maximierung der algebraischen Konnektivitit, dem Baum
Ty, = (N, E) aus Abbildung 3.21 die Kante jz hinzuzufiigen, das heifst

Ao (To+j2) > M (T +1s) Yrse (§)\ E, n>6. (3.33)
Gleichheit gilt in (3.33) genau dann, wenn rs = jz erfiillt wird.

Beweis:

Mit k,1 € N\ {i,j,v,2}, k # [ sind genau sieben zueinander nicht isomorphe Mdoglich-
keiten ij,1k, jk, jz, kl, kv, vz zu erkennen, dem Baum 75, eine Kante hinzuzufiigen, vgl.
Abbildung 3.22. Tabelle 3.8 zeigt jz als optimale Kante fiir n = 6,7,8,9. Falls n > 10
gilt, so liefert (3.23) iiber Ts + jz = Go, Ty + vz = Gy, Ty + jk = Gg, T + kv = G35,
Ty +1j = Gip, Ty + ik = Ghig und Ty + kl = G119 die Behauptung, da es offenbar keine

Kantenwahl rs € (];) \ E, rs # jz gibt, fiir welche Ty +rs = Ty + jz ist. O
v -]
® ® —®

Abbildung 3.22: Sieben nicht isomorphe Varianten beim Hinzufiigen einer Kante zu 75
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n )\2(T2+]Z> )\2(T2+UZ) )\2(T2+]k) )\2(TQ‘|‘]€’U) )\2(T2+Zj) )\Q(T2+Zk5) )\2(T2+k7l)
6| 0,76393 0,63135 0,69722 0,58579 | 0,43845 | 0,41309 | 0,32487
71 0,72693 0,59615 0,60862 0,51396 | 0,39832 | 0,36791 | 0,29553
8| 0,70293 | 057377 | 0,56069 | 0,47457 | 0,37380 | 0,34167 | 0,27741
91| 0,68602 | 0,55818 | 0,53001 0,44918 | 0,35716 | 0,32432 | 0,26503

Tabelle 3.8: Satz 3.32 fiir n = 6,7, 8,9 Knoten

Nun werde fiir n > 6 der Baum T3 := Ty — ju+ij = (N, E) aus Abbildung 3.23 hinsichtlich
Ao (T5 + 7s) mit rs € (g) \ E betrachtet. Es gilt Ay (T5) = A2 (G6) geméf Korollar 3.11
und damit lésst sich Ay (73) als kleinste Nullstelle von fi6 (A) aus (3.21) berechnen.

Satz 3.33 Abbildung 3.23: Ty

Es ist optimal im Sinne der Maximierung der algebraischen Konnektivitit, dem Baum
T3 = (N, E) aus Abbildung 3.23 fiir n = 6 eine der Kanten jk, jl,lv, kv und fir n > 7
eine der Kanten jz oder vz hinzuzufiigen, das heifst

Ao (T +j2) = o (Ts +vz) > Xy (T3 +78) Vrs € (5)\E, n>T. (3.34)

Gleichheit gilt in (3.34) genau dann, wenn rs € {jz,vz} erfiillt wird.

Beweis:

Esseien k,l € N\{4,j,v, 2z}, k # l. Firn = 6 gilt T3+ jk = T5+jl = Ts+1v = T5+kv und
fiir n > 6 offenbar T3+ jz = T3 +vz. Ferner werden mit n > 7 genau fiinf zueinander nicht
isomorphe Moglichkeiten ik, jv, jz, ki, kv erkannt, dem Baum T3 eine Kante hinzuzufiigen,
vgl. Abbildung 3.24. Tabelle 3.9 wirft ein Licht auf die optimalen Kanten kv fiir n = 6
und jz fiir n = 7,8,9. Falls n > 10 gilt, so liefert (3.23) iiber T3 + jz = Gy, T3 + kv = G,
Ts+1k =2 Gy, T3+ kl = G1g sowie T3+ jv = 17 die Behauptung, da es keine Kantenwahl
rs € (g) \ E, rs # jz, rs # vz gibt, fir welche Ty + rs = Ty + jz ist. O

Abbildung 3.24: Fiinf nicht isomorphe Varianten beim Hinzufiigen einer Kante zu T3

n | X (T +72) | Xa (T + ko) | Aa (T5 + ik) | Xa (T + k) | Ao (T3 + jv)
6| 0,63135 0,65708 0,63135 0,43845 0,43845
7| 059615 0,58579 0,55051 0,39832 0,39832
8| 057377 0,54487 0,50694 0,37380 0,37380
9| 055818 0,51796 0,47907 0,35716 0,35716

Tabelle 3.9: Satz 3.33 fiir n = 6,7, 8,9 Knoten
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Nachfolgend sei Ty := T3 — iv + kv = (N, E) fiir n > 7 der Baum aus Abbildung 3.25.
Gemal Korollar 311, (323) und (311) gllt )\2 (T4) = )\2 (G13> = )\2 (010) =2—2cos %

Abbildung 3.25: T}

Satz 3.34

Es ist optimal im Sinne der Maximierung der algebraischen Konnektivitit, dem Baum
T, = (N, E) aus Abbildung 3.25 eine der Kanten ik oder jv hinzuzufiigen, das heifst

Ao (Ty+ik) = Ao (Ty + jv) > Ao (Ty+7s) Vrs € (5)\E, n>7 (3.35)
Gleichheit gilt in (3.35) genau dann, wenn rs € {ik, jv} erfiillt wird.

Beweis:

Mit I,m € N\ {i,7,k,v,z}, | # m sind genau sieben zueinander nicht isomorphe Mog-
lichkeiten ik, iv, jv, kl,Im, v, vz zu erkennen, dem Baum 7T} eine Kante hinzuzufiigen, vgl.
Abbildung 3.26. Tabelle 3.10 zeigt ik und jv als optimale Kanten fiir n = 7,8,9. Falls
n > 10 gilt, so liefert (3.23) iiber Ty +ik = G7, Ty+jv = Gg, Ty +iv = Gg, Ty +vz = Gy,
Ty+1lv =Gy, Ty +kl = Gho, T+ 1m = Gz und A2 (G7) = A2 (Gs) die Behauptung, da es
offenbar keine Kantenwahl rs € (];[) \E,rs # ik, rs # jv gibt, fiir welche Ty+rs = Ty+ik
oder Ty +rs = T, + juv ist. O

Abbildung 3.26: Sieben nicht isomorphe Varianten beim Hinzufiigen einer Kante zu T}

)\2(T4+Zk?) )\2(T4+j1}) /\2(T4+ZU) /\2(T4+UZ) )\2(T4+ZU) )\2(T4+kl) )\2(T4+lm)
0,60862 | 0,60862 | 0,58579 | 0,46593 | 0,43305 | 0,41164 | 0,38197
0,56069 | 0,56069 | 0,04487 | 0,45249 | 0,42843 | 0,41026 0,38197
0,53001 | 0,53001 | 0,01796 | 0,44280 | 0,42448 | 0,40896 0,38197

© oo |3

Tabelle 3.10: Satz 3.34 fiir n = 7,8,9 Knoten

Die Satze 3.31, 3.32, 3.33, 3.34 bilden einen Anfang, Baume bzgl. des Hinzufiigens einer
Kante zu untersuchen, deren Gestalt nur minimal von einem Stern abweicht und es ist
allzu natiirlich, diese Aussagen verallgemeinern zu wollen bzw. mit Baumen fortzufahren,
die sich Schritt fiir Schritt immer mehr vom Erscheinungsbild eines Sterns unterscheiden.
Die Umsetzung dieses Willens in brauchbare Ergebnisse erweist sich als dufserst schwierig.
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Offenbar lassen die Sétze 3.31, 3.32 vermuten, einem Baum, der entsteht, wenn das Zen-
trum z eines Sterns mit dem Anfangsknoten eines Pfades verbunden wird, in optimaler
Weise eine Kante hinzuzufiigen, indem diese gerade z und den Endknoten des Pfades
verbindet. Dies ist im Allgemeinen nicht der Fall, wie schon das folgende Beispiel zeigt:
Bezeichnet T' den Baum aus Abbildung 3.27 auf n = 10 Knoten mit a, b, ¢, d, z wie ab-
gebildet, so gilt Ay (T + dz) ~ 0,36761 < 0,43665 =~ Ay (T'+ cz) und cz ist die eindeutig
optimale Kante zur Maximierung der algebraischen Konnektivitét.

—0,33311
—0,33311\ = —0,14630 b  0,18224 0,42950 d
° . . ® ® ® °
—729487 a  0,01906 0,32450 ¢ 0,48520

—0,33311

Abbildung 3.27: Beispiel einer Verallgemeinerung der Satze 3.31, 3.32, zu jedem Knoten
steht der dazugehorige Eintrag eines normierten Fiedler-Vektors.

Eine solche Veranderung der Position der optimalen Kante lasst sich wie folgt begriinden:
Die Béaume T; aus Abbildung 3.19, T, aus Abbildung 3.21 und 7" aus Abbildung 3.27 sind
alle vom Typ II, wobei die charakteristische Kante bei T}, T, als ¢z und bei T" als ab auftritt.
Wird Baumen dieser ,Stern-Pfad-Struktur eine feste Anzahl von Blattern vorgegeben und
deren Knotenanzahl sukzessive durch Verlingerung des ,Pfadanteils erhcht, so wandert
die charakteristische Kante immer weiter weg vom Zentrum z des ,Sternanteils”, vgl. z. B.
den Beweis von [13, Lemma 3.5] fiir dortiges [ = 1.

1 2 3
GINI Gpvq Gnq

Abbildung 3.28: Die Graphen G* , G?

p,q’ D,q’

3 . 1 2 73

G, , und Baume T . T7 T,

Um im Folgenden Satz 3.33 zu verallgemeinern, werden die Graphen aus Abbildung 3.28
auf je n Knoten betrachtet, fiir welche gerade Gy = G, _, |, G1a = G),_5,, G2 = G7_,,
Gy = Gh 51, Gir =Gy, G1 =Gy, Gio = G}, _5 sowie Gig = G5, _¢ zu erkennen
ist. Nachstehende Beobachtung lasst sich unschwer berechnen:
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Beobachtung 3.35 (vgl. z. B. |25, Proposition 1|)
Die charakteristischen Polynome der Graphen aus Abbildung 3.28 lauten

Xay, (A =X\ = 1P f (N,

Xaz, (A) = XA = 1PFE 2 (),

Xaz, (A) = AN =P (A =3) £, (V) (3.36)

Xz, (A) = A= 1DPF2 £ (),

xrz, (A) = XA = P2 f2 (),

xrz, (A) = XA =1)PFI7L 0 ()

mit

o) =X —(p+q+8) N+ (5p+5q+pqg+22)\
—(Tp+T7q¢+2pqg+24)X+3p+3q+09,

2 (N =X = (p+q+9) N+ (6p+6q+pg+28) N
—(10p+10¢g+3pq+36)\+4p+4q+ 16,

S =X =g+ N+ (Ap+2q+pg+NA—p—g—4, (3.37)

FogQ) =X —=(p+q+4HN +2p+2¢+pg+5)A—p—q—2,

SN =X = (pHgH6) N+ (Ap+dgtpg+12) N
—(Ap+4q+2pg+10)N+p+q+3,

S =XN—(prq+T)N +(Bp+5q+pg+16)\°
—(6p+6g+3pg+14)A+p+q+4,

wobei p,q > 1 fiir G | T} Tp%qundp,qZO,erquﬁier G3 T;qgelte.

p,q> TP’ p,q’ p,q’

Teilbeweis:

Es werden ausschlieflich die charakteristischen Polynome der Béume T}, 7,2, 7,7, her-
geleitet. Die Behauptungen fiir G}, G3 ., G5  sind in analoger Vorgehensweise mit Hilfe
von Beobachtung 3.29 und Lemma 3.18 etwas aufwendiger zu zeigen. Bezeichnen z; das
Zentrum von K, und z; das Zentrum von K 4, so gilt offenbar Tp{q = Ky, + Ky g+ 2120

Uber G = Ki,, Gy = K 4, u = 21, v = 2 besagt Lemma 3.18 gerade

XT;},Q (A) = XKi,p ()‘) XKi,q ()‘) — XKip ()‘) XLZQ (K1,q) ()‘) — XKi,q ()‘) XLzl (K1,p) (A)

Beobachtung 3.25 liefert x, , (A) = A(A—1)P"1 (A —p —1) und es ist

p —1 -1 ... —1
-1 1 o ... 0

L(Kipy)=| -1 0 " o i | €My ({-1,0,1,p})
: |
-1 0 ... 0 1

= Ly (Kip) =1 € M, ({0,1}) = X1, 561,y (A) = (A = 1)"

bzw. X1,k ) (A) = (A = 1)7 festzustellen,
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das heifst
XT,},q (A) =XK1, (A) XKi,q ( ) XKip >‘) XLz2 Ki,q) ()‘) — XKi,q ()‘) XL, (K1,p) ()\)

=A(A—

P A—p—1)A
A1 (A —p—1 (

()\
“A(\—

q—1)
DT A —g—1)(A—1)

=X A=) (A —p - 1) (A —q—l) AA=DPF (A =p—1)
SA =D (A =g - 1)
=AA-DPEAA—p-D)(A-g-1) - (A=A -p-1)

—(A=1) A —gq-1)]

A\ —
— =M\ —

Beschreibt w ein beliebiges Blatt von K 41, so gilt Tp% g
= w, v = 2o folgt aus Lemma 3.18 gerade

Gl = K17p+1, G2 = Kl,Q’ u

X132, (A)

1)p+q72 [()\

= XKi,pt+1 (A) XKi4 ()‘) -

¢—1) (N~
)p+q 2f4

p.q

Zur Berechnung von xr,(k, ,,,) (A) wird

(P+2)A+1)— N+

XKl,p+1 ()\) XLZQ (Kl,q) ()\) -

p+2)N—p— 1}
= Ky p1+ K1 g +wze. Vermittels

XKi,q ()‘) XLuw (K1 py1) ()‘)

p+1 —1 —1 1
-1 1 0 0
L(Kip) = -1 0 : € My ({~1,0,1,p+1}),
: : .0
-1 0 ... 0 1
p+1 -1 -1 ... —1
-1 1 0 0
Lw (K17p+1> = —1 0 S Mp+1 ({—1,0, 1,p+ 1}),
. S 0
-1 0 0 1
XK1,p+1 ()‘) det (L (Kl,p+1) A [)
) (s (1 - Ay
g 1 -1 1\
1—-X 0 0
() (—1)P** det 0 1-2A
0 .0 1=X 0
+ (1 — )\) det (Lw (K17p+1) — )\I)

-~

= XLuw(K1,pt+1) (A\)

erkannt, wobei in (x) nach der letzten Zeile und in (%) nach der letzten Spalte zu entwi-
ckeln ist, vgl. z. B. [20, S. 203, Entwicklungssatz von Laplace].
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Damit muss

Xiw(Krper) A) = (1= N7 [k pen (A) = (1P F7PH12 (1 = 7]
=A=DT AN = 1P (A —p—2) + (=1)FFTPH2 ()P (X — 1)7]

=1

= A=) A—p-2)+(A—-1)P"!
=A== (p+2A+1)
=M= N —(p+2)A+1) (wegen gleicher Spektren erlaubt)

erfiillt sein, das heifst

X1z, (A) =XK1, () XK1y (N) = XK1 () XLy (510) (A) = XKy (A) XL (K1 ) (V)
=AA-1DPA=p—2)AXA -1 T A—qg—1)
“AA=1PA—p—2)(A— 1)1
“AA=DTT A =g =)A= (A= (p+ 2 A+ 1)
=NMA-DPT A =p=2)(A=g—1) = AA =1 (A —p—-2)
“SAA =P —g =) (A = (p+2) A+ 1)
=AA=1PF2DA-D)A=p-2)A=g-1)-(A=1)*(A=p—2)
~A=g=1) N\ = (p+2)A+1)]
:/\(A—l)p+q‘2[(A—q—1)(/\3—(p+4)/\2+(2p+4)>\—1)
—)\3+(p+4)>\2 2p+5)A+p+2]
== A=D1 O,

Fiir ein beliebiges Blatt s von K 4.1 ist Tziq = Kipi1 + Ky 441 + ws. Lemma 3.18 zeigt
mit Gy == K py1, Go == Ky 441, u = w, v := s sicher

XTS’)q <)‘> = XK1 pi1 ()‘) XK1,q41 ()‘) — XKipt1 ()‘) XLs(K1,g+1) ()‘)
— XKi1,q41 ()\) XLuw(K1,p+1) (A)

=AA-1DPA=p=2)AA-1)"(A—-q—2)

“AA=1PA=p=2) A=D1 (N = (¢+2)A+1)
—AA=1D)TA=qg=2) A =1 (NP =(p+2)A+1)
=XNA=1)PA=—p—2)(A—q—2)

—AA=1)PM A =p—=2) (N = (¢ +2) A+ 1)

—A(A - )p+q1()\—q—2)(/\ —(p+2)A+1)
=AA=1D)PF P IANA=-1)(A=p—2)(A—q¢—2)

—(A=p—2)(N\ (q+2)k+1) A=qg=2)(N = (p+2)A+1)]

AA=DPF (N =p=2) (N = (¢+4) N+ (2¢+4) A —1)

)
N+ p+qg+4N —2p+2¢+pg+5)A+q+2]
A= 1P f8 (3)

und daher die Behauptung fir T, 7>, T . O
Nun soll dem Baum T}, := K ,+ Ky o +212; = (N, E) aus Abbildung 3.28 fiir n = p+¢+2,
p,q > 2 eine Kante hinzugefiigt werden. Dabei sind unter z; € Ny, 29 € Ny die Zentren
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der Sterne K, = (Ny, Ey), K14 = (N3, E») mit Ny U Ny = N, Ey U Ey = E zu verstehen
und i,7 € Ny \ {z1}, i # j baw. k,l € Ny \ {22}, k # | wie in Abbildung 3.29 zu wihlen:

( 3\

P < S

Abbildung 3.29: Nicht isomorphe Varianten beim Hinzufiigen einer Kante zu Tp{q

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei p > ¢ > 2. Satz 3.33 liefert das gewiinschte
Resultat fiir ¢ = 2. Im Fall p = ¢ = 3 sind laut Abbildung 3.29 genau drei zueinander nicht
isomorphe Moglichkeiten 27, jk, jz9 zu erkennen, dem Baum T3173 eine Kante hinzuzufiigen.
Séamtliche Kanten jk mit j € Ny \ {21} und k£ € Ny \ {22} werden iiber

Ao (T5g+ij) < Ao (Tys 4 jz2) < Ao (Ty 5+ jk)
2 Q Q
0,35425 < 0,50694 < 0,51071

als optimal bzgl. des Problems HE%))( A2 (T35 + rs) errechnet.
rs€ (5 )\E

Satz 3.36

Gegeben seien zwei disjunkte Sterne K, = (Ny, Ey) mit Zentrum z; bzaw. Ky, = (Na, E»)
mit Zentrum zo, NyUNy = N, EyUE; = E, n=p+ q+ 2. Werden Knoten j € Ny \ {2z}
und k£ € Ny \ {22} gewidhlt, so ist es optimal im Sinne der Maximierung der algebraischen
Konnektivitiat, dem Baum Tpl’q = K1, + K14+ 2122 = (N, E) aus Abbildung 3.29 fiir
p > q > 3 eine der Kanten kz; sowie fiir p = ¢ > 4 eine der Kanten jzo, kz; hinzuzufiigen,
das heifst

Mo (T 4 kz1) > Mo (T, +78) Vrs € (];[) \E, p>q¢>3, (3.38)
Mo (T), +j22) =X (T, +kz) > M (T, +71s) Vrs € )\E, p=qg>4. (3.39)

Gleichheit gilt in (3.38) bzw. (3.39) genau dann, wenn rs = kz; bzw. rs € {jzo, kz1}
erfillt wird.

Beweis:

Zu Beginn sei p > ¢ + 1 > 4 vorausgesetzt. Es werden genau fiinf zueinander nicht iso-
morphe Moglichkeiten 7, jk, jzo, ki, kz; erkannt, dem Baum Tpl,q eine Kante hinzuzufiigen,
vgl. Abbildung 3.29. Wegen T, , + k21 =G, _\, T} 42 =Gy, T, +jk =Gy, 4,
Tplyq + kl = Ggﬁq_z, Tplﬁq +1j = Gg’p_Q, vgl. Abbildung 3.28, bleibt

Ao (Ghyr) > Mo (Gy ) > X (G o) = Mo (Gyyon) = Mo (T,),

p,q—1 p—1,q
(3.40)
)\2 (Ggly7q—1) > )\2 (ny—l,q—l) > )\2 (G;Q_Q)

zu zeigen, um (3.38) zu schlussfolgern. Nach Lemma 3.26 und (3.36) bezeichnet A, (G},
fiir m € {1,2,3} die kleinste Nullstelle von £ (X) und A, (7}),) die kleinste Nullstelle von
1 (), vgl. (3.37). Analog zum Beweis von Beobachtung 3.30 wird stets als bekannt

p.q
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vorausgesetzt, dass ein Polynom mit hochster Potenz k£ > 1 und reellen Koeffizienten ma-
ximal k reelle Nullstellen besitzt. Die Moglichkeit, ein solches Polynom als stetige Funktion
aufzufassen, erlaubt es, den Nullstellensatz von Bolzano heranzuziehen, um offene Inter-
valle zu bestimmen, in denen die Nullstellen des Polynoms liegen. Einen ersten Schritt
in Richtung (3.40) liefert die Ungleichung Ay (G}, 1) > A2 (G}, ), welche sich einerseits
aus [56, Lemma 2.16] fiir dortiges g = 3, n; = p, ny = ¢ ergibt oder es ist andererseits

a1 N = fo1,(A) = =A(A=2)(p—¢q) >0 fiir 0 < X\ <2 wegen p— ¢ > 0 laut Vor-
aussetzung zu iiberlegen, vgl. (46) aus Abschnitt A. Dies liefert f, ; (A2 (G}, 1)) <0,

da offenbar 0 < Xy (G} ,_;) < 2 gilt. Das Polynom f}_, , (\) besitzt aufgrund von

plq(O)—3p+3q+6 > 0,
p 1 () =—=(p—1)q <0,

- 1(1(2) p+q >0, (3.41)
foigp+2)==(—-1)q <0,
foorg@+a+2)=qlp—1)(p+q) (p+q+2)>0

genau vier verschiedene reelle Nullstellen, je eine davon in den offenen Intervallen (0, 1),
(1,2), (2,p+2), (p+2,p+q+2), vgl. (47) aus Abschnitt A. Somit wird f, ; , (A) > 0 fiir
A< X (G, ,) und daher Xy (G}, ;) > A2 (G}, ,) gelten. Ferner ist iiber die Bezichung
S (N = g’p 2 (N) = frg (V) gerade A (Gf)q 2) = )\2 (G2, 5) = A2 (T,,) einzusehen,
vgl. (48) aus Abschnitt A. "Mittels foo1qgW) = (N=3)f3, 5 ()\) = q)\ (p+2—X) >0 fiir
0 <A<p+2, vgl (49) aus Abschnitt A, folgt [Ao (Gh_1,) — 3] 2,5 (A2 (GL_y,)) <O
wegen 0 < Ay (G ) < p+ 2. Das Polynom f7 ,(A) hat nach

p—1q
pq 2() _p_q_2 <07
pq 2(1):pq >07 (342)
pq 2(p+2) —q <07 .
veo(P+a+2)=pqlp+q+2)>0

genau drei verschiedene reelle Nullstellen, je eine davon in den offenen Intervallen (0, 1),
(1,p+2) sowie (p+ 2,p+q+2) vgl. (50) aus Abschnitt A. Hiermit gilt f2 _, (A) <0 fiir
A< X (G, o) baw. (A=3) f3, 5 (A) >0 fiir A < X (G, ) und daher wie gewiinscht
X (G)_1,) > X (GS, 5). Die Bezichung f2 | 1 (\)—(A— 3) g2 ()\) p+q+2-2X>0
fiir A < 14252, vgl. (51) aus Abschnitt A, zeigt [Ao (G2 ,_1)—=3] fo,_o (M2 (G2, 1)) <O
wegen Ay (Gp 1ge1) < 1+ B2 Aus (3.42) folgt f2. 5 (A) < 0 fiir A < X (G2 _,) baw.
(A=3)f, 2 (A ) >0 fiir A < Ay (G} ,_5) und somit Xy (G5, 1) > X (G3 ). Ferner gilt
pa-1(A) = 5 Lo~ LN ==pXN+2p+pg+2)A—p—q—2="h(N) >0 firn <\ <n,
wobei 1y /5 = ( Pq+2p+2F /P2 +4p2q+ 4) die Nullstellen von h (A) bezeichnen,

vgl. (52) aus Abschnltt A. Wegen

0= _pq+2p+2—\/(pq4r2p+2)2}
<3 :pq+2p+2—\/(pQ+2p+2)2—4p(p+q+2)]
:2%)_pq+2p+2—\/p2q2+4p2q+4}:771 (3.43)
< 5 _pq+2p+2—\/p2q2+4pq+4]
=35 :pq+2p+2— (pq+2)2] =1
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gilt 0 <7 <1 <y und p statt p—1 bzw. ¢ — 1 statt ¢ in (3.41) liefert die Ungleichungen
0< A (Ghyy) <1 <mpmit f) (1) <0.Da f) () >0firp>qg+1>4erfillt ist,

vgl. (53) aus Abschnitt A mit Abbildung 3.30, folgt m < X (G, 1) <1<, und schlief-
lich muss f2_; .1 (A2 (G} ,_1)) < 0 gelten. Das Polynom f2 | . (\) besitzt aufgrund von

plql(o) dp+4q+8 > 0,
p1q 1 (2)==2(p—-1)(¢—1) <0,

2 a3 =ptqg—4 >0, (3.44)
figap+2)=02-pg—2-p <0,
fogaipta+2)=(@+q+2) (pglp+qg—1)—1)>0

genau vier verschiedene reelle Nullstellen, je eine davon in den offenen Intervallen (0, 2),
(2,3), (3,p+2), (p+2,p+q+2), vgl. (56) aus Abschnitt A. Somit ist 7, ; (\) > 0 fiir
A< XN (Gr_y, 1) zu erkennen, das heifit \; (G,

p,g—1

) > /\2 (G2

p—1l,g-1

). Damit wurde (3.40)
gezeigt.

Abbildung 3.30: Links ist f), 1 (m) > 0 fiir 101 > p > g+1 > 4 zu sehen und rechts wird
a1 (m) < 0 grau dargestellt, vgl. (54), (55) aus Abschnitt A.

Nun sei p = ¢ > 4. Es sind genau drei zueinander nicht isomorphe Moglichkeiten ij, 7k, j 2o
festzustellen, dem Baum T, ! , €ine Kante hinzuzufiigen, vgl. Abbildung 3.29. Aufgrund von

le —I—kzleTl’ +jz = Gll,p L —|—]k;NG12) 1Lp— 1,T —|—Z]—G§;p 5 bleibt
(G;p 1) > )\2 (Gp 1,p— 1) > >\2 (Gpp 2) (345>

zu zeigen, um (3.39) zu schlussfolgern. Aus f7 ;| (A\)—(A=3) f2, 5 (A) = 2(p+1-X) >0
fiir A < p+1folgt [A2 (GZ_, 1) =3] f2, 5 (X (Gp 1)) < Owegen A (G2_, 1) < p+1,
vgl. (57) aus Abschnitt A. Jedoch besagt p = q in (3.42) die Ungleichung f37 LN <0
fiir X < Xy (G5 ,_5) bzw. gerade (A—3) f3, , (A) > 0 fiir A < Xy (G5, _,), das heifét, es gilt

p:p—2
M (G2_y, 1) > A (G2 ,_,). Dariiber hinaus wird mit (58) aus Abschnitt A die Beziehung

p,p—2

o1 N = f, (N = —p X+ 2p+pP+2)A—2p—-2=1g(A) >0 fiir & < A < &
erfiillt, wobei &; o == ﬁ (p2+2p+2q: VvVt +4pP+ 4) die Nullstellen von g (A) bezeichnen.
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Mit p statt p — 1 bzw. p — 1 statt ¢ in (3.41) ist f,, ;1 (0) > 0 bzw. f} (1) < 0 und
0 <X (G, 1) <1< & zu erkennen. Ferner liefert p = ¢ in (3.43) gerade 0 < & < 1.
Angenommen es wiirde f) 1 (&) > 0 gelten, dann wire & < X2 (G, ;) <1 < & und

2 o1 (X (G, <O. Vlap = qin (3.44) ist f2, 1 (A\) >0 fir A < X (G2y, 1)
festzustellen und schlielich wiirde Ay (G, 1) > Ao (G}% 1p—1) erfiillt sein. Es bleibt daher
fpp 1 (&) > 0 fiir p > 4 zu zeigen. Wegen

!
Fhpr (€)= 555 (0= 1) [0~ 4p+8) VT + 497 + 4= p*+2p" ~ 105 +8p—16] > 0

laut (59) aus Abschnitt A gilt f} 5 (£1) ~ 0,79732 baw. f3, (&) ~ 2,22678 fiir p = 4,5, vgl.
(60) aus Abschnitt A. Weiterhin ist f) ; (§1) > 0 fiir p > 6 folgendermaken einzusehen:
Die Rechnung (61) aus Abschnitt A besagt p*> —4p + 8 > 0 und somit

pp 1(51)>O
>0 >4/pt +4p2+4
——N— 7
o gp4+8p—|—(p3—4p+8) \Vpt+4p3 +4>p +10p® + 16.
>2pt 4+ 8p+ (pP —4p+8)/(p? +2)2

Diese Ungleichung wird sicher fiir alle p > 6 mit

!
2pt 4+ 8p+ (p* —4p+8) (p* +2) > p° +10p* + 16

!

& 2p* +8p% > 1297
!

& 2p% +8 > 12p
!

& p?—6p+4>0

erfiillt, das heifst fiir p € ( 0,3 —/5) U ) (3 + /5, ) vgl. (62) aus Abschnitt A. Damit
wurde f) (&1) > 0 fiir p > 4 gezeigt, woraus Ay (G, 1) > X2 (G3_; ;) gemiR obiger
Uberlegungen folgt, was letztendlich (3.45) liefert. O
Ist z. B. den Baumen T3 5, T}y, T3 50, T50 50: To1.49: To7 5 €ine Kante hinzuzufiigen, so zeigt
Tabelle 3.11 die dabei auftretenden algebraischen Konnektivitdten aller nicht isomorphen
Varianten:

rs | Mo(Ty347s) [ Aa(T)4+78) [ Ma(T51 50 +78) [ M2 (Too 50 +78) Mo (T 49 +75) | Ao (Tygr 3 175)
kz 0,45955 0,42759 0,05563 0,05614 0,05618 0,35275
VB2 0,42759 0,42759 0,05561 0,05614 0,05614 0,28548
71k 0,43845 0,42198 0,05011 0,05058 0,05060 0,30021
kl 0,30873 0,29532 0,03741 0,03776 0,03778 0,21535
ij | 030873 | 020532 | 0,03741 0,03776 0,03778 0,21535
— 0,30873 0,29532 0,03741 0,03776 0,03778 0,21535

Tabelle 3.11: Beispiele fiir Satz 3.36, vgl. Abbildung 3.29

Anschliefend werden die mit Beobachtung 3.35 bekannten Spektren der Baume 7)1 , T2

P9’ T p,q’°
T;’, , aus Abbildung 3.28 genutzt, um zwei disjunkte Sterne optimal durch eine neue Kante

zu verbinden:
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Satz 3.37

Gegeben seien zwei disjunkte Sterne K , = (Ny, Ey) mit Zentrum z; bzaw. Ky, = (Na, E»)
mit Zentrum zo sowie i € Ny \ {z1}, j € No \ {22}, vgl. Abbildung 3.31. Fiir p,q > 2,
n=p+q+2 NNUNy =N, FyUF, = F ist es optimal im Sinne der Maximierung
der algebraischen Konnektivitit, dem Wald F,, = K, + K;, = (N, E) die Kante 229
hinzuzufiigen, das heifst

Xy (Fpg+ 2122) > Ao (Fpg+78) Vrs € (5)\E, n>6. (3.46)

Gleichheit gilt in (3.46) genau dann, wenn rs = z; 2, erfillt wird.

Beweis:

Es sei p > ¢ > 2. Fiir p > ¢ sind genau vier zueinander nicht isomorphe Moglichkeiten
iJ,1%9, J21, 2172 und fiir p = q wegen F), , + 129 = T, , + jz; genau drei solche 17,129, 2129
zu erkennen, dem Wald £}, , eine Kante hinzuzufiigen, vgl. Abbildung 3.31. Aufgrund von

Fogtam=T)  Fpt+jun =T, | Fpgt+ing=T, , Fo+ij =T}, vgl. Abbil-
dung 3.28, bleibt fiir p > ¢ gerade
()
Mo (Thg) > Mo (T 1) = Mo (T ) > Ao (T 4o1) (3.47)

zu zeigen, um (3.46) zu schlussfolgern. Gleichheit soll in (%) genau dann erfiillt werden,
wenn p = ¢ ist. Nach Lemma 3.26 und (3.36) bezeichnet der zweitkleinste Eigenwert

Ao (T7) fiir m € {1,2,3} die kleinste Nullstelle des Polynoms f7-*% (), vgl. (3.37). Es
gilt A—=1) f), (AN) = f2, 1 (AN) =A(g—=1)(p+1—-X) > 0fiir 0 <A <p+1, vgl (62) aus

p,g—1

Abschnitt A. Daraus folgt wegen 0 < Xy (T,,) < p+ 1 gerade f (A2 (T,,)) < 0. Das
Polynom f; , (A) besitzt mittels

v (0)=p+q+2 >0,
ve1 (1) =—p(g—1) <0,
S (2)=ptqg—2 >0, (3.48)
1 (p+2)=q—p—2 <0,
fogr(0+a+2)=@+q+2) (glp+1)(p+q¢) —1)>0

genau vier verschiedene reelle Nullstellen und je eine davon in den offenen Intervallen
(0,1), (1, 2) (2,p+2), (p+2, p+q—|—2) vgl. (64) aus Abschnitt A. Somit ist f;,; (A) > 0 fiir
A< X (T7,-1), was gerade Ay (T,),) > Ao (T)7,_,) bedeutet. Weiterhin gilt nach (65) aus
Abschnitt A die Beziehung f) ( )= [P, (N ==AA=2)(p—q) = g(\). Falls p=¢q
ist, folgt g (\) = 0 fiir alle \ € R das heibt Ay (T2, 1) = X2 (T, ). Wird hingegen p > ¢
) <0,

vorausgesetzt, so ergibt sich g (/\) > 0 fiir 0 < A < 2. Dies liefert 2, (X2 (T,

da 0 < Ay (qu 1) < 2 gilt. Jedoch besagt p — 1 statt p bzw. ¢ statt ¢ — 1 in (3.48) gerade
o 1qg(A) =0 fiir A < Ay (T2, ) und daher Ay (T7,_1) > X2 (T2 ,). Uber die Gleichung

DN = f Lo~ L) = A(q—l)(p—i—l—)\) >0 fir 0 < A< p+1, vgl. (66) aus Ab-
schnitt A, ist f2, (A2 (T71,)) < 0 wegen 0 < A (T2, ,) < p+ 1 zu erkennen. Das
Polynom f7 , ., (A) hat fiir p >q>2 aufgrund von

p1q 1 (0)=p+q+2 > 0,

plq (1) =p+q—2pgq <0,
g1+ 1) =p— > 0, (3.49)

glq 1(p+1)=q—p <0,

forgap+q+2)=p+q+2) g+ (p+q)+¢*—-2)>0
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genau vier verschiedene reelle Nullstellen, je eine davon in den offenen Intervallen (0, 1),
(L,g+1), (¢g+1,p+1), (p+1,p+q+2), vgl. (67) aus Abschnitt A. Fiir p = ¢ > 2 besitzt

5714171 (\) Wegen
p 1g— 1(0)=2p+2 > 0,
p 11 (1)=2p ( p) <0, (3.50)
p 1,q— 1(3):2 > 0,
p61q 1( ) =0

genau vier reelle Nullstellen & € (0,1), & € (1,3), & =p+ 1, & > p, vgl. (68) aus Ab-
schnitt A. Dabei ist £, > p wie folgt einzusehen: Nach (3.37) und [20, Kapitel 4.2, S. 229
gilt fiir den Koeffizienten —(2 (p — 1) + 7) vor der zweithéchsten Potenz von f9 ;1 (A)
gerade Y7 & =2(p—1)+7. Mit (3.50) wird 2(p—1)+7—& =30 & < 1434+p+1
abgeschitzt, das heibt & > p. GeméaR (69) aus Abschnitt A besitzt 7, (A) die vier reellen
Nullstellen { ~0,26795; 2; 3; ~3,73205}, wobei f7, (0) > 0 ist. Diese Feststellung liefert
im Zusammenspiel mit (3.49), (3.50) gerade f7 . ,(A) > 0 fir X < N (77, ), das
heiflt Ay (177, ,) > Ao (T3, ) flir p > g > 2 und (3.47) wurde gezeigt. O

Abbildung 3.31: Nicht isomorphe Varianten beim Hinzufiigen einer Kante zu K , + K,

Firp=qg=5p=7>3=¢qund p =44 > 33 = ¢ lasst Tabelle 3.12 die beim Verbinden
zweier disjunkter Sterne K ,, K , auftretenden algebraischen Konnektivitaten aller nicht
isomorphen Méglichkeiten erkennen:

rs | A (Kis+ Kis+71s) | A (Ki7+ Kiz+71s) | Ao (Kiaa + Ky 33+ 75)
2129 0,25834 0,28510 0,04916

2 0,15878 0,19148 0,02560

129 0,15878 0,16827 0,02542

17 0,11798 0,13466 0,01732

— 0,00000 0,00000 0,00000

Tabelle 3.12: Beispiele fiir Satz 3.37, vgl. Abbildung 3.31

Der nédchste Abschnitt 3.5 beschéftigt sich mit Graphen, die im Gegensatz zu allen bisher
betrachteten Féllen mehr als einen Kreis enthalten diirfen. Zuvor sei noch vermerkt, dass
Lemma 3.26 bereits ein Resultat fiir solche Graphen als Verallgemeinerung von Satz 3.31
liefert, vgl. dazu Abbildung 3.32:

Abbildung 3.32: Beispiele optimaler Kanten fiir Satz 3.38
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Satz 3.38

Existiert in einem zusammenhéngenden Graphen G = (N, F) fir n > 5 ein Knoten v
mit Ay (G —v) = 0 und dg (v) = n — 2, so ist es optimal im Sinne der Maximierung
der algebraischen Konnektivitéit, den Knoten v mit dem einzig verbliebenen zu v nicht
adjazenten Knoten w € N \ {v} zu verbinden, das heifst

1= X (G +vw) >\ (G+1ij) Vije (5)\ B, n>5. (3.51)

Gleichheit gilt in (3.51) genau dann, wenn ij = vw erfiillt wird.

3.5 Vollstandig multipartite Graphen und ganzzahlige Spektren

Einige Graphen haben die besondere Eigenschaft, ausschliefslich ganzzahlige Eigenwerte
tiber ihre Laplace-Matrix zu erzeugen. Nun ist es fiir die Maximierung des Ay (G +1j) von
Interesse, wann mit G = (N, E') und ij € (];]) \ FE auch G + ij ein ganzzahliges Spektrum
besitzt. Die Untersuchungen aus Abschnitt 3.1 besagen Y, [\ (G +ij) — A\ (G)] =2
sowie A\, (G +ij) > A, (G) und daher kénnen nur zwei Situationen auftreten, welche die
Ganzzahligkeit von sp (G + ij) garantieren:

(a) Die Spektren von G bzw. G+ ij stimmen in n — 1 Eigenwerten iiberein. Bezeichnet
Ak (G) den einzigen Eigenwert von G, der kein Eigenwert von G + ij ist, so stellt
Ak (G) 4+ 2 einen Eigenwert von G + ij dar.

(b) Es gilt |sp(G) Nsp (G +ij)| = n— 2. Sind A (G) bzw. A, (G) fiir k # [ die beiden
Eigenwerte von G, die nicht zu sp (G + ij) gehoren, so beschreiben Ay (G) + 1 und
A (G) + 1 zwei Eigenwerte von G + ij.

Fan deckt in |15, Lemma 9, Theorem 5, S. 141] Bedingungen auf, die Fall (b) erzielen. In
diesem Abschnitt soll dagegen der vollstdndig multipartite Graph K, », . n. = (N, E) als
ein Beispiel fiir Situation (a) erkannt werden. Dazu seien r > 2 disjunkte Knotenmengen
Ny, Na, ..., N, € N mit J;_, N; = N und |N;| = n; gegeben, welche ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit vermittels 1 < ny < ny < ... < n, sortiert werden. Abbildung 3.33
zeigt drei Beispiele vollstandig multipartiter Graphen auf je acht Knoten:

Ki293

Abbildung 3.33: Vollstéindig multipartite Graphen

Zur Identifikation aller Eigenwerte von K, ,, . ». ist es hilfreich zu wissen, wie das Spek-
trum eines Graphen mit den Eigenwerten seines Komplements zusammenhéngt:
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Lemma 3.39 (vgl. z. B. [51, Theorem 3.6] und |23, Lemma 13.1.3|)

Das Spektrum des Komplements G eines Graphen G = (N, E) auf n > 2 Knoten erfiillt
)\1 (G) = (0 und )\k+1 (G) =n — )\nfk+1 (G) fir k£ = 1,2,...,77,— 1.

Beweis:

Die Definitionen 2.4, 2.21, 2.22 liefern zunéchst

dg (i) wenn i = j,
L(G)= (lij)zjzl mit [; = ¢ —1 wenn i # j, ij € F,
0 wenn i # j, ij ¢ F,
de (1) wenn i = j,
L(G)= ()}, mit ly=¢-1  wenni#j, ij € E(G),
[ 0 wenn i # j, 1j ¢ E(G),

n—1—dg(i)=n—1—1; wenni=j,

= -1 wenn i # j, ij € (3) \E < ij ¢ E,
0 Wennz%j,zggé()\E@zyEE
das heift
LG)Y+L(G)=nl—-11" = L(K,). (3.52)

Aus Abschnitt 2.3 ist bekannt, dass jede Laplace-Matrix die Null als Eigenwert mit Eigen-
vektor 1 besitzt. Folglich gilt A\, (G) = A\; (G) = 0. Wegen \; (G) < X (G) < ... <\, (G)
bleibt zu zeigen, dass n — A genau dann einen Eigenwert von G bezeichnet, wenn A\ # 0
einen Eigenwert von GG darstellt. Da jede Laplace-Matrix positiv semidefinit ist, sind die
Eigenvektoren von G orthogonal nach Satz 2.17. Es sei somit y # 1 ein Eigenvektor zum
Eigenwert A # 0 von G, der (y,1) = 0 bzw. 117y = 0 erfiillt. Die Gleichung (3.52) besagt
inder Tat L(G)y=[nI—11T - L(G)]y=ny—0—-Ay=(n—A)y. O

Korollar 3.40 (vgl. z. B. [23, S. 281])

Fiir den vollstandigen Graphen auf n > 2 Knoten gilt sp (K,) = {0,n,...,n} mit alge-
braischer Vielfachheit « (n) =n — 1.

Beweis:
Da L(K,) = 0 die Nullmatrix ist bzw sp( n) = {0,...,0} mit o (0) = n gilt, liefert
Lemma 3.39 gerade sp (K,,) = {0,n — on—0}={0,n,...,n} mit «(n) =n—1. O

Korollar 3.41

Gegeben sei ein Vollstandlg multipartiter Graph K, ,,
1<n; <ny <...<n, und r > 2, dann gilt

= (N,E) mit n =Y ;_, n,

,,,,,

Sp (Knl,nz,...,nr) - {07 n—"ng,...,n—"ny,

n—ng,...,N — Ny,
n—nmi,...,n—nmny,
n,...,n},

wobei a(n) =r—1lund a(n —n;) =n; — 1 firi =1,2,...,r ist.
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Beweis:
Eine Anwendung von Beobachtung 2.23 und Korollar 3.40 erzeugt

r

X Koy + oy oKy (A) = H XK, ( H A —n)h = A" H()\ — )

i=1 =1 1=1

bzw. sp (K, + Kn, + ...+ K,,,) = {0,...,0,n1,...,n1,09, ..., N9, ..., Ny ..., Ny} it
a(0)=rund a(n;) =n;—1firi=1,2,...,r. Via K, n, . %Knl—i—Km—l— A+ K,

liefert Lemma 3.39 die gewiinschte Aussage. D

Anschliefsend werden noch die Spezialfille der Eigenwerte eines vollstandig bipartiten
Graphen K, , fir 1 < p < ¢ und eines vollstdndig multipartiten Graphen K mit r > 2
disjunkten Knotenmengen gleicher Kardinalitdt s > 1 notiert:

Korollar 3.42 (vgl. z. B. [23, S. 281])

Fir1<p<g,r>2unds>1ist

Sp( ) {0,p,...,0,q,..., 4,0+ q},
:{0, —1)3,...,(7’—1)3,7"5,...,7"5}

mit a(p) =q—1,a(q)=p—1,a((r—1)s)=r(s—1), a(rs)=r—1.
Beweis:

Die Behauptung folgt sofort aus Korollar 3.41 iiber n = p 4 ¢ bzw. n = rs. OJ
Als Beispiele obiger Erkenntnisse dienen die Spektren der Graphen aus Abbildung 3.33:

Sp (K172,273) = {0, 5, 5, 6, 6, 8, 8, 8},
sp (K35) = {0,3,3,3,3,5,5,8},
sp (K2) = {0,6,6,6,6,8,8, 8}

Bisher wurde eingesehen, dass ein vollsténdig multipartiter Graph K,,, ,, .. = (N, E) ein
ganzzahliges Spektrum vorweist. Was geschieht beim Hinzufiigen einer Kante 1] € (]; ) \E?
Wasin So beweist ein Kriterium, welches dquivalent dazu ist, dass sich die Spektren sp (G)
und sp (G + ij) fir einen beliebigen Graphen G auf n Knoten in genau einem Eigenwert
unterscheiden und in n — 1 Eigenwerten iiberschneiden:

Lemma 3.43 (vgl. z. B. [57, Theorem 2.2|)

Gegeben seien ein Graph G = (N, F) und zwei nicht adjazente Knoten i # j aus N.
Die Menge aller zu ¢ adjazenten Knoten aus N entspricht genau dann der Menge aller
zu j adjazenten Knoten aus N, wenn sp (G) und sp (G + ij) in exakt n — 1 Eigenwerten
iibereinstimmen.

Werden zwei nicht adjazente Knoten i # j von Ky, ny. n, = (N, E) gewidhlt, so liegen
diese offenbar in der gleichen Knotenmenge N fiir ein s € {1,2,...,7} und haben die
gleiche Menge adjazenter Knoten N \ N,. Daher besagt Lemma 3.43, dass das Hinzufiigen
i n, ZUr obigen Situation (a ) gehort D1e Spektren von K,

1,M25000

.....

und Ky ...,
einzigen Eigenwert, der kein Eigenwert von K, ,. . n. +1j ist, so stellt A, (Kn1 o) T2
einen Eigenwert von K, 5, ., + % dar.

.....

-----
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Nun ist bekannt, dass beim Hinzufiigen einer Kante ij € (];[ ) \ F zu einem vollstéandig mul-
tipartiten Graphen K, n, .. = (N, E) genau ein Eigenwert um 2 erhtht wird und alle
anderen unverandert bleiben. Dartiber hinaus hat auch K,,, ,, . .. +j ein ganzzahliges
Spektrum. Fiir die Maximierung der algebraischen Konnektivitit stellt sich die Frage,
wann diese Erhohung um 2 gerade den zweitkleinsten Eigenwert Ay (K, n,,..n,) trifft.

-----

Hierzu liefern Barik und Pati ein hilfreiches Resultat:

Lemma 3.44 (vgl. z. B. [1, Theorem 12|)

Es seien G = (N, E) ein zusammenhéngender Graph mit a (A2 (G)) = 1 und i # j zwei
nicht adjazente Knoten aus N, dann gilt

$p (G +ij) = [ (O\ De (O} U R (6) +2} & =K, —ij.

erfiillt wird und somit das Hinzufiigen einer beliebigen Kante zum vollstéandig multiparti-
ten Graphen K, ,, ., fiir n, > 3 dessen algebraische Konnektivitdt unberiihrt lasst. Es
verbleiben die Félle n, = 1 und n, = 2. Fiir n, =1 muss n,_; = ... = ny = 1 gelten und
dies fiihrt zum vollstdndig r-partiten Graphen K; ; = K| = K; + ...+ K; = K,. Das
Hinzufiigen einer Kante zu diesem vollstdndigen Graphen verindert offenbar weder den
Graphen selbst noch sein Spektrum. Interessant ist einzig der Fall n, = 2: Korollar 3.41
liefert v (Mg (Kpy...m,._12)) = 2—1 = 1. Sollte es mindestens ein 1 < ¢ < r mit n; = n, = 2
geben, so existieren mindestens zwei Eigenwerte Ay (K,

-----
-----

..........

,,,,, 12 auf n = r + 1 Knoten. Dessen Spektrum wird via
sp(K1,..12) =4{0,7—=1,r+1,...,r+1} mit a(r +1) = r — 1 erkannt, vgl. abermals Ko-
rollar 3.41. Ohne Beschréankung der Allgemeinheit sei N, = {i,j} fiir K 1, dann folgt
77777 12 =K+ ...+ K+ Ky 2 K,y —ij, vgl. beispielsweise r = 3 in Abbildung 3.34.
Letztlich ist sp (Ki, 12+ 4j) =sp (K1) = {0, 7+ 1,...,r + 1} mit a(r + 1) = r bzw.
Ao (Ky 12+17) = Ao (K1, 12) + 2 geméf Lemma 3.44 und Korollar 3.40 festzustellen.

Es wurde folgender Satz bewiesen:

Satz 3.45
Gegeben seien r > 2 disjunkte Knotenmengen Ny, No, ..., N, € N mit | J;_, N; = N und
|N;|] = m; > 1. Das Hinzufiigen einer beliebigen Kante zum vollstdndig multipartiten

Graphen K, p,. .pn, = (N, E) mit K, n, o Z K, — kl fiir eine Kante kl € E (K,,) lasst
dessen algebraische Konnektivitat unberiihrt, das heifst, eine beliebige Kante 15 € (g) \F
ist optimal im Sinne der Maximierung von Ao (K, ny.. n, + 1) = n — n,.. Sollte hingegen
K mg,...ne = K, — kl erfiillt werden, so ist dies dquivalent zu K, n,  n, = K
es gilt Ao (K 10+ kl) =X (K 12)+2=r—1+2=r+1=n.

,,,,,

-----

.....
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F112 K112
[ ]
lo— o
([ ]
K+ K, + Ky Ky—1j

Abbildung 3.34: Es ist K112 = K7 + Ky + Ky = K, —ij mit sp (KLLQ) ={0,2,4,4} und
sp (K1) = {0, 4, 4,4},

Ein vollstdndig bipartiter Graph K, , = (N, E) mit 1 < p < g bezeichnet einen Spezialfall
von Satz 3.45. Fir r = 2, p =1, ¢ = n — 1 fiihrt diese Situation auf einen Stern K ,_;
und Ag (K ,—1+1i7) wird von Satz 3.27 behandelt. Vermittels r» = 2 bzw. 2 < p < ¢ ergibt
sich aus Satz 3.45 die nachstehende Aussage:

Korollar 3.46

Das Hinzufiigen einer beliebigen Kante zum vollsténdig bipartiten Graphen K, , = (N, E)
mit 2 < p < ¢ lasst dessen algebraische Konnektivitdt unberiihrt, das heifst, jede Kante
1] € (JZV) \ E ist optimal im Sinne der Maximierung von Xy (K, ,+1j) =p

Beweis:

Fir p=q=2ist Ky5 = C, und Satz 3.20 liefert die Behauptung. Alle anderen Fille er-
zeugen o (A2 (Kp4)) = ¢ — 1 > 1 laut Korollar 3.42 und aus Korollar 3.2 folgt das ge-
wiinschte Resultat. O

Zum Abschluss dieses Abschnittes sei vermerkt, dass die Baume K, 1,77, T%,T5, Ty aus
den Abbildungen 3.15, 3.19, 3.21, 3.23, 3.25 und die Graphen G, Gy, G13, G16, G17, G19
aus den Abbildungen 3.16, 3.17 des Abschnittes 3.4 Beispiele auf n > 8 Knoten fiir Lem-
ma 3.43 bereitstellen, in denen die Erhohung eines einzigen Eigenwertes um 2 beim Hinzu-
fiigen einer Kante keinesfalls die algebraische Konnektivitat betrifft. Dazu werden die cha-
rakteristischen Polynome der Baume K ,,_1, 11, 15, T3, T angegeben, wobei xx, ,_, (A) aus
Beobachtung 3.25 und x7, (A\) aus Lemma 3.18 resultieren, indem G := Ty, G5 := ({v},0)
in Lemma 3.18 gesetzt werden und dortiges u eines der zum Zentrum von 7 adjazenten
Blatter beschreibt. Eine solche Berechnung von xr, (\) ist elementar, aber langlich und
wird deshalb an dieser Stelle nicht vollzogen:

XKin-1 ()‘> =\ <)‘ - 1>n_2 (/\ - n)

) ==, ) EZ - ) e
0 W= A= g ) B 1 ) (359)
) D =0 — L, 0 B2 - e ()

A
A

Xr, () =AA=1" (N =31 +1) fr (M)

Ein Vergleich der charakteristischen Polynome aus (3.53) und (3.21) zeigt in der Tat sechs
Beispiele fiir Lemma 3.43 via Abbildung 3.35:
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Kl,n—l
° + 15 °
sp(G1) = [sp (K1n1) \ {1}] U {3}
Go
° ° +ij N ° °
sp (Gho) = [sp (T1) \ {1}] U {3}
Gy
° + 17 Py
sp (Go) = [sp (T2) \ {1}] U {3}
+17
sp (Gis) = [sp (T3) \ {1}] U {3}
T3 . Gl?
1 (3
® + 17 , ®
sp (Gir) = [sp (T3) \ {1}] U {3}
J J

- +ij
sp (G1s) = [sp(T) \ {1}] U {3}

Abbildung 3.35: Beispiele fiir Lemma 3.43 auf n > 8 Knoten
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4 Maximierung des zweitkleinsten Eigenwertes durch
Hinzufligen mehrerer Kanten

Gegeben sei ein zusammenhéngender Graph G = (N, F). Es ist allzu natiirlich, die Frage
aus Abschnitt 3 nach der optimalen Kante ij € (}) \ E, welche \; (G + ij) maximiert,
auf mehrere Kanten auszuweiten. Was passiert mit der algebraischen Konnektivitat, wenn
dem Graphen G eine Menge von Kanten F C ( ) \ E hinzugefiigt wird? Wie zeichnet

sich eine Ay (G + E) maximierende Wahl von E unter zu formulierenden Restriktionen
ab? Die nachfolgenden Ausfiihrungen setzen sich zum Ziel, einen kurzen Einstieg in diese
Problemstellungen zu vollziehen, um erste Mechanismen zu erkennen und ein Gefiihl fiir
die Schwierigkeiten beim Auffinden von Losungen zu erhalten. So werden zwei ausgewéhlte
Optimierungsprobleme in Abschnitt 4.1 mathematisch erfasst und Abschnitt 4.2 zeigt,
dass diese Probleme schon fiir die einfache Graphenklasse der Sterne nicht mit Angabe
einer analytischen Formel l6sbar sind.

4.1 Formulierungen des Optimierungsproblems

Aus Abschnitt 2.3 ist L (G +ij) = L(G) + E;; mit E;; = L(G — E + ij) bekannt, das
heift L(G+ E) = L (G) + >_,; < 5 Eij und tiber (2.9) ergibt sich die Optimierungsaufgabe

max s (G + E) = max min (L (G + E)z, )
E E =ll2=1

(z,1)=0
=max min |(L(G)z,z)+ Ei; x,
E lalla=1 _< (@), ) <Z~ ]xx>]
(,1)=0 iyekE
=max min |[(L(G)z,z)+ E;; 4.1
o i |(L(6) ) + Y (i .0) (@)
(,1)=0 yekE
=max min |(L(G)z,z)+ Ti— T, 2}
o min (L (G)z.a) + 3 (o - )

(z,1)=0 ijeE
s. t. Restriktionen an E C (1;7) \ E bzw. X (G + E)

als NP-schwere Verallgemeinerung des Problems (3.1) [53]. Fiir Ay (G+ E) sind im Gegen-
satz zu Satz 3.1 und Ay (G+1j) keine guten Schranken in Abhéngigkeit der Eigenwerte von
G zu erwarten, denn gilt 1g (3, . 5 Eij) = r, so liefert Korollar 2.20 die Ungleichungen
Mo (G) € Moy (GHE) < Apyar (G) fiir k = ;n—2r. Wegenk+r=2<k=r=1
ergibt dies keine Aussage zu Ay (G + E) im Fall r>1<& |E | > 1. Weiterhin zeigt Korol-
lar 2.20 genau dann keine Ungleichungen fiir einen beliebigen Eigenwert von G + E wenn

n—2r<ler> ”“ ist, was im Allgemeinen vermittels 1 < r < n — 1 auftreten wird.
Via Korollar 2.19 und Korollar 3.40 ist lediglich

M(G)<M(G+E)<n, k=1,2,...n

festzustellen. Nun sind unterschiedliche, das Problem (4.1) prézisierende Formulierungen
denkbar. Hierbei soll der Fokus auf zwei Fragestellungen (a) aus [53] und (b) aus [22]
gelegt werden:
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(a) Wie lautet die minimale Kardinalitéit m = |E| einer Kantenmenge E C )\ E, so
dass Ay (G + E) > a fiir den Graphen G = (N, E) und ein reelles a > Ay (G) gilt?

(b) Essei E C (3) \ E eine Menge von Kantenkandidaten mit |E| = m > 1. An welchen
Stellen sollen dem Graphen G = (N, E) genau 1 < b < m verschiedene Kanten aus
E hinzugefiigt werden, um die algebraische Konnektivitit zu maximieren?

Die Frage (b) bezeichnet fiir E = (];/ )\ E und b = 1 das bisher in dieser Arbeit behandelte
Problem aus Abschnitt 3. Thre weniger interessanten Grenzfille fithren iiber E= (];[ ) \E
udb=maf G+ E2K,undviab=m—1z2uG+E XK, — 17 mit einer beliebigen
Kante ij € (g) Korollar 3.40 besagt A2 (K,,) = n und iber K, —ij = K, ;o liefert
Korollar 3.41 gerade \g (K, —ij) =n—2 Vij € (];7) Somit ist eine spezifische Kantenwahl

fiir b = m bzw. b = m — 1 ohne Belang.

Analog zu den Untersuchungen von Ghosh und Boyd in [22, Gleichung (3)] l4sst sich (b)

mit einer Teilmenge E C Evonb gewahlten Kantenkandidaten aus einer fest vorgegebenen
Menge £ C (g) \ E und einem charakteristischen Vektor z = (zij)ijeg € Ml,m({O, 1}),

1 wennij € E,
Zij =
Y 0 sonst,

.....

als ein bindres kombinatorisches Optimierungsproblem darstellen:

max min {(L (G)x,x) + Z (25 — xj)Z} < max Ay (L (G) + Z 2 Ez>

E z€ERn ol ‘.
ij€E ijeE
s. t. x|z =1, s.t. 1Tz=0b,
1"z =0, z€{0,1}™ (4.2)
|E| =0,
ECE

Eine néherungsweise Losung von (4.2) erfordert im schlechtesten Fall hohen Rechenauf-
wand. Zur Erleichterung wird die teure Restriktion z € {0, 1}™ zu z € [0, 1]™ aufgelockert
und die zuldssige Menge vergrofert. Das Ergebnis ist eine konvexe Relaxierung des Pro-
blems (4.2), welche dquivalent in ein semidefinites Programm umformuliert werden kann:

Beobachtung 4.1 (vgl. z. B. [22, Gleichungen (5) und (6)])
Fir G = (N, E) mit E - (];[) \E, A {O, 1]”, L(Z) = L(G) + Zijeﬁzij Ez'j gllt

max A\ (L(z)) < max s

s.t. 1Tz =0, s.t. L(z)—s(I—111")€e S, (4.3)
z €[0,1]" 172 =10,
z € [0,1]"

und (4.3) zeigt sowohl eine konvexe als auch eine semidefinite Relaxierung von (4.2).

Beweis:
Die Zielfunktion des Problems auf der linken Seite von (4.3) ist konkav, denn (2.9) besagt

XA (L(2):R" =R, z+— xnelhgl{@ (z)z,z) : ||zl =1, (z,1) =0}
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und damit tritt Ay (L (2)) als punktweises Minimum einer Familie affiner Funktionen auf.
Das linke Problem (4.3) besitzt ausschlieflich lineare Nebenbedingungen und offenbar ist
ein fur (4.2) zuléssiger Punkt ebenso zuléssig fiir die linke Aufgabe (4.3), womit diese ei-
ne konvexe Relaxierung von (4.2) beschreibt. Zur Einsicht der Aquivalenz in (4.3) verbleibt

max A (L (z)) < max{s:L(z)—s(I—111")e S}
zu verifizieren. Da 1 ein Eigenvektor zu Ay (L (z)) = 0 bzw. L (z) 1 = 0 ist, gilt

(L(z)—sI+2117)1=0-5I14+211"1=-s1+s1=0.
Es sei y # 1 ein Eigenvektor zum Eigenwert A # 0 von L (z) mit (y,1) = 0, dann folgt

L(z)—sI+211Te St & 0<y'(L(z)—sI+211")y
=y L(z)y—sy Ty+0=y'(A—s)y
S N> s
& 0=XM(L(2), s<MA(L(2)) Yke N\ {1},

das heiRt, der Optimalwert des Problems max {s: L (z) —s(I—1117) € S} ist gerade
s* = X2 (L (2)). O
Die Relaxierungen (4.3) liefern obere Schranken fiir den Optimalwert von (4.2). Diese
Schranken lassen sich im Vergleich zu einer direkten Losung des Problems (4.2) mit be-
deutend weniger Rechenaufwand erhalten. Konvexe Relaxierungen kénnen beispielsweise
mit bekannten Subgradienten-Verfahren bearbeitet werden [22, IV. Examples|. Fiir semi-
definite Relaxierungen sind Innere-Punkte-Verfahren oder alternative Lésungsalgorithmen
sinnvoll, vgl. z. B. [34].

Falls o (A2 (G)) = p > 1 gilt, so bewirkt das Hinzufiigen einer einzigen Kante zu G nach
Korollar 3.2 keine Vergroferung der algebraische Konnektivitit. Was passiert in dieser
Situation, wenn mehr als eine Kante zu G hinzugefiigt wird? Eine Verallgemeinerung von
Korollar 3.2 ist von grofem Interesse, denn damit konnte das Problem (a) fir a = A\ (G)
und «a (A2 (G)) = p > 1 gelost werden. Zu diesem Zweck ist eine Hilfsaussage notwendig:

Lemma 4.2 (Householder-Transformation, vgl. z. B. [48, Theorem 11.23])

Fiir zwei Vektoren x,y € R" mit ||z|l2 = [|y]l2 # 0 und u = Ty, eXistiert eine orthogo-
nale Matrix H:=1—2uu' €5, die Hr=y erfiillt und Householder-Matrix genannt wird.

In der Tat gilt

H =(I-2uu") =T-2wu")" =I-2uu" =H,
HH=HH=HH" = -2uu")(I—-2uu') =1—4uu' +4uu'uu’
=] —4duu' +4uu' =1

und damit H? = I bzw. H~! = H fiir jede Householder-Matrix. Nun kann Korollar 3.2
auf das Hinzufiigen von mehr als einer Kante erweitert werden:
Korollar 4.3 (vgl. z. B. |7, 2. Deflation]|)
Gegeben sei ein zusammenhéngender Graph G = (N, E) mit n > 4, a (A2 (G)) = p > 1
und ‘ (];7 \E ‘ > p. Es existiert eine Menge £ C (];[ J\E, |E| = p von genau p verschiedenen
Kanten, so dass Ag (G + E) > Ay (G) gilt. Dariiber hinaus ldsst das Hinzufiigen von belie-
bigen p—1 oder weniger Kanten aus (]2V ) \E zu G die algebraische Konnektivitéat unberiihrt.
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Beweis:

Sind A; < Ay < ... < )\, die Eigenwerte von G mit a (Ay) = p > 1undX1 < 5\/2 <...< Xn
die Eigenwerte von G + ij fiir eine Kante ij € () \ E, so ist (A1) = o (0) = 1 und aus
Satz 3.1 folgt

/\2:)‘2:)‘3:)‘3:“':/\p:/\p+1<)‘p+2 S)\p+2
~ ~
< )‘p+1 > )‘p+1
P wenn Ay = Apii,

= X = 3 « X = Py
2 2 (A2) {p—l wenn Api1 < Api,

das heift, das (p — 1)-malige Hinzufiigen einer stets anderen Kante aus () \ E resultiert
in einem Graphen, dessen algebraische Konnektivitdt genau Ay mit «(Ay) > 1 betrégt.
Offenbar ist dies auch fiir das Hinzufligen von weniger als p — 1 Kanten der Fall. Daher
bleibt zu zeigen, dass es eine Kantenmenge £ C () \ B, |E| = p mit Az (G + E) > X\ (G)
gibt. Die nachfolgenden Ausfiihrungen wurden aus |7, 2. Deflation| entlehnt:

Fir E;; = L (G—E+ij) wie in Abschnitt 2.3 ist E;; = e;; e/, wobei e;; € M,1({-1,0,1})
den Vektor beschreibt, dessen i-ter Eintrag gleich Eins, j-ter Eintrag gleich minus Eins
und alle restlichen Eintrdge gleich Null sind. Satz 2.15 liefert eine orthogonale Matrix
Ve M,R)mit L(G)=VAVT A= (\d;)",_;, deren Spalten gerade die Eigenvektoren

i.j=1>
Y1,Y2, - - -, Yn zu den Eigenwerten i, Ao, ..., A, von G bezeichnen, das heifst

L(G+ij)=L(G)+Ejj=L(G)+eje; =VAV +eje],
=VAVI+VVTe; (VViey)'"
=W — vl us =13y — ) =iy = (b, b, bE)T
=V (A+b;b )V

iJ

Wegen A+b;; b, € S, existiert erneut nach Satz 2.15 eine orthogonale Matrix V € M, (R)

)

mit A+ 0;;b), = VAV, A= (X dy)f;_, und L (G +1ij) = VVA(VV)T. Da die Matrix

~ 7y ~ ~ ~ s ~ L
VVvia(VV)(VW)T=VV VIV =T =VVIVV = (VV)(VV) orthogonal ist,
SRS By T
]
dar. Falls nun b?j = y4 — 5 = 0 gilt, so besagt Lemma 3.10 (i), dass die algebraischen

stellen die Eigenwerte A1, Ao, ..., A, von A+0b;; ;. gleichfalls die Eigenwerte von L (G +1ij)

Konnektivitdten Ay = Ay von G und G + 75 iibereinstimmen. Alternativ ist dies mittels
es = (0,1,0,...,0)" € M,1({0,1}) sowie

b?j =0 = (A + bij b;;) €9 = A€2 + bij b;l; €9 = )\2 €2 + bij b?j = )\2 €9 (44)
einzusehen. Es seien o (A\2) = p > 1, V; € M,, ,(R) die Matrix, deren Spalten ya, ys, . . ., Yp+1
den Eigenunterraum U, aufspannen und V3 € M, ,,_,(R) die Matrix mit den iibrigen Spal-
ten y1, Yp+2, - - - , Yn. Nach Permutation der Spalten von V' zu ya, ys, . . ., Yp+1, Y1, Yp+2, - - - s Un
darf V' = (V4, V,) geschrieben werden und eine geeignete Umsortierung der Eigenwerte Ay
auf der Hauptdiagonalen von A fiihrt zu L(G) = VAV = (V, Vo) A (V1,Va) " bzw.

Te..
biy=V'ey=(Vi,Va) ey = e (4.5)
Vy eij
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Anschliefend soll V; durch eine Matrix V; € M, ,(R) ersetzt . werden. Die einzigen Forde-
rungen an V; sind VlTV1 =1, VlTVQ = (0 und ebendiese muss V; erfiillen. Laut Lemma 4.2
existiert eine orthogonale Householder-Matrix H € S, mit H (V;"e;;) = =V, e;;l2 €1 und
er = (1,0,...,0)" € M,:({0,1}). Fiir V; == V; H" gilt tatséichlich
ViVi=VH)ViH =HV,ViH =HH' =1,
ViVi=(ViH) Vo= HV Vo =0,

so dass V; durch V ersetzt werden kann. Dies resultiert aufgrund von

—T
Viey=ViH) eiy=HV ey = —|[Vi eyl en
und (4.5) in
—HVlTeing } 1 Eintrag
0
—T
bij = ( VlTeij ) = : — 1 Eintrage .
Vy ey 0
Vy' e } n — p Eintrége

Es darf nun —|[V;"e;j[l2 < 0 bzw. ViTey; = (v — y2,y3 v, b1 — ng)T ungleich
zum Nullvektor angenommen werden, denn z. B. 3 — y2 =0 Vi,j € N wire dquivalent
zu Yy = ¢ 1 mit einer Konstanten ¢ € R\ {0} bzw. (y2,y1) = c(1,1) =cn #0. 4

Somit wurden p—1 Nullen in b;; erzeugt und (4.4) lésst A, als den zweitkleinsten Eigenwert
von G+ij mit o (A\y) = p—1 erkennen. Es existiert daher eine dem Graphen G hinzuzufii-
gende Kante ij, welche die algebraische Vielfachheit p > 1 von A (G)) um Eins verringert
und Ay (G+ij5) = Ay (G) mit a (Ao (G+1ij)) = p— 1 bewirkt. Eine p-malige Wiederholung
dieser Householder-Prozedur liefert eine Menge E von p verschiedenen Kanten, die nach
dem Hinzufiigen zu G einen Graphen G + E mit Ay (G + E) > Ay (G) konstruieren. [

4.2 Sterne

Im vorangegangenen Abschnitt 4.1 wurden die Fragestellungen (a) und (b) betrachtet
und Optimierungsprobleme formuliert. Nachfolgend sollen diese Probleme fiir einen Stern
Ki,-1 = (N, E) auf n Knoten mit Zentrum z untersucht werden, vgl. Abbildung 3.15.
Zur Bestimmung von Ay (K4, —i—E) fiir spezielle Kantenmengen EC (]; ) \ E ist folgende
Aussage hilfreich:

Lemma 4.4 (vgl. z.B. [50, Theorem 2.1|)

Fiir zwei Graphen G; = (Ny, E1), Go = (Na, E3) mit Ny N Ny = 0, |[Ny| = r, |No| = s,
r>1,s>1seien \; < Ay < ... < )\, die Eigenwerte von G; und py < ps < ... < pg die

Eigenwerte von G5. Bezeichnet G := G, + G5 jenen Graphen, der auf den r+s Knoten aus
N; U N, entsteht, wenn dem Graphen G; + G5 derart neue Kanten hinzugefiigt werden,
dass jeder Knoten von (G; adjazent zu jedem Knoten von G ist, so gilt

sp(G) ={0, Mo+ s, A3+ S,...., A+, o+ 7,3 +7,..., s+ 7,7+ S}
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Beweis:

Lemma 3.39 besagt

Sp(@l) ={0,7r — Ao, — A3, ..., 7 — A}, SP(EQ) ={0,8— po, S — 3, ..., S — s}
und Beobachtung 2.23 liefert

sp (G1 4+ G3) = sp (G1) Usp (Gy)
:{0,07T—)\2,7"—)\3,...,7’—)\T,S—MQ,S—,LLg,...,S—,us},

das heifst

sp (G1 4+ Gy) ={0,7+ s —0,
r+s—(r—>X),r+s—(r—»A),...,r+s—(r—2»x),
r+s—(s—p2),r+s—(s—p3),....,T+s—(s—ps)}

={0, Ao+ 8, 3+ 8,..., N+ S, o +r,u3+7r, ... s+ 1,7+ 8}

erneut nach Lemma 3.39. O

Jeder Stern lasst sich durch die Operation aus Lemma 4.4 konstruieren: Zur Vereinfachung
der Notation sei O,,_; := (N \ {z},0) die disjunkte Vereinigung von genau n — 1 isolierten
Knoten. Wird nun Gy := O,,_; bzw. Gy = ({2}, 0) fiir das Zentrum z des Sterns gesetzt,

so ist Op_1 4+ 2 = 0,1 —i—?l ~ K,1+ K, & K, 1. Einem Stern kénnen hochstens

1

1(n—1) (n — 2) verschiedene Kanten aus (1) \ £ hinzugefiigt werden, denn

)\ E| = |E(K)| = |E(Kin)| =% —(n—1) =L (n—1)(n-2)
= ‘E(anl)‘ = ’E<6n71)‘

und jede dieser Kanten wird zwei Knoten von O,,_; verbinden, vgl. Abbildung 4.1:

On—l
Kin - % ~
z
[
(g)\E:E(On—l)
[ ] . [ ]
‘o

Abbildung 4.1: Das Hinzufiigen einer Kante aus (];) \ E zu K;,-1 = (N, E) verbindet
zweil Knoten von O,,_;.

Daraus folgt K ,-1 + E = K, 1+ K+ E = K, | — E i K, 20,1+ E + 7 und Lem-
ma 4.4 verifiziert via G1 == O,,_1 + F bzw. Gy = ({z},0) gerade

Sp (Kl,n—l + E) = {O, )\2 (On—l + E) + 1, . 7)\n—1 (On—l + E) + 1, TL}
= XN (Kipi+E) =20, +E)+1, EC () \E. (4.6)

Die Beziehung (4.6) zieht nun einige Feststellungen iiber das Hinzufiigen mehrerer Kanten
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zu einem Stern nach sich. Eine denkbar schlechteste Methode lautet:
Beobachtung 4.5

Es existieren maximal § (n — 2) (n — 3) verschiedene Kanten aus (];[) \ E, die einem Stern
Ki,-1 = (N,E) auf n > 4 Knoten hinzugefiigt werden kénnen, ohne dessen algebraische
Konnektivitat zu erhohen.
Beweis:
Vermittels Beobachtung 3.25 gilt Ag (K7,-1) = 1 und (4.6) sowie die Ausfithrungen aus
Abschnitt 2.4 zeigen

Ao (K1 + E) =X (Kino1) © A (Op1+ E) =0

& O+ E st unzusammenhéngend.

Ein unzusammenhéngender Graph maximaler Kantenanzahl auf n — 1 Knoten muss iso-
morph zu K,,_5 4 v mit einem isolierten Knoten v sein, das heifst, diejenige Kantenmenge
Frnax maximaler Kardinalitat, welche O,_1 + Enax unzusammenhéngend ldsst, bewirkt
On-1+ Ernax = K,,_5 + v und somit iiber

| Bl = |E (Ot + Bwas)| = |E (K s +0)| = [E (Kns)| = 3 (n = 2) (n —3)

die Behauptung. O

Abbildung 4.2 présentiert eine maximale Wahl von zehn Kanten, die dem K ¢ hinzugefiigt
werden konnen und dessen algebraische Konnektivitat unberiihrt lassen:

B Og + Emax ist unzusammenhéangend
Kl,ﬁ + Emax - % ~

Abblldung 4.2: )\2 (KI,G + Emax) = )\2 (K176) = 1 mit |Emax| =10

Von grofserem Interesse sind jedoch Kantenmengen E , diein Ay (K -1 —|—E) > Ao (K1)
resultieren. Nach Beobachtung 3.25 gilt « (A2 (K1,-1)) = n — 2 und die nachstehende
Aussage ist eine direkte Konsequenz von Korollar 4.3:

Beobachtung 4.6

Gegeben sei ein Stern Ky,_1 = (N, £) auf n > 4 Knoten, dann fiihrt eine beliebige Wahl
von n — 3 oder weniger Kanten E C (g) \Ezul (K1 +E)= X (Ki,-1) =1

Alternativ folgt Beobachtung 4.6 aus der Tatsache, dass ein Graph O, _; niemals zu-
sammenhingend sein kann, wenn ihm n— 3 beliebige Kanten hinzugefiigt werden, vgl. Be-
obachtung 2.12 (iii) < (v). Laut Korollar 4.3 und « (A3 (K1 ,-1)) = n— 2 muss es mindes-
tens n — 2 verschiedene Kanten E aus (g) \ £ geben, die Ay (K -1 +E) > Ao (K1 1) ver-
ursachen. Der néchste Satz 16st die Optimierungsprobleme (4.4) fiir dortiges G = K -1,
a= X (Ki,-1)=1und (4.2) fir dortiges G = K ,,_1, E= (1;7) \E,b=n—2:
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Satz 4.7

Es bezeichne K, ,_1 = (N, E) einen Stern auf n > 3 Knoten, dann existiert eine Menge
E.i, C ( ) \E von n—2 Kanten, die gerade Ay (Kl n1 +Emm) > Ny (Kl n—1) bewirkt und
Ao (K1 + Emm) > Ao (K1 + E) fiir alle £ C ( ) \ E mit ]E] < \Emm| erfiillt. Jede
Kantenwahl E*. C ( ) \ E, | mln| =n—2,diein Ky ,_1+ PO = K1 -2 resultiert, ist

min min
optimal im Sinne der Maximierung der algebraischen Konnektivitit, das heifst

2= >\2 (Kl n—1 1 Emm) > )\2 (Kl,n—l + Emin) > I E:;nna Emin g (1;7) \E7
| mln‘ = ’Emin’ =n- 27
Kipno1+ E;m = Kiin-2,

Kip1+ Emin 2 Kiin2.
Beweis:

Der erste Teil der Aussage folgt direkt aus Beobachtung 4.6 und (4.6), indem O,,_; genau
n — 2 Kanten E,,;, derart hinzugefiigt werden, dass O,,_1 + Eu;, einen Baum darstellt,
vgl. Beobachtung 2.12 (i) < (iii), denn in diesem Fall ist

2 (K1 + Emin) = X2 (On 1+ Bin) +1 > 1= X (Kip 1+ E) VE:[E|<n-—2.

>0

Beim Hinzufiigen einer Menge Emin von n — 2 Kanten zu K, ,_; kann O,,_; + Emin ZU-
sammenhédngend sein oder nicht. Ist O, _; + Emm unzusammenhéngend, so fiihrt dies zu
keiner Verénderung der algebraischen Konnektivitat und solche Kantenwahlen fallen auf
der Suche nach E . heraus. Optimal unter allen Kantenmengen der Kardinalitat n — 2
ist somit eine Kantenmenge, die Ay (O,_1 + Emin) fiir alle Baume O,,_; + Emin maxi-
miert. Laut Beobachtung 3.25 erfiillt jeder Baum O,,_; + Emm ;7_5 K —o die Ungleichung
Ao (Op_1 + Emm) < A (K4—2) = 1, das heift, es muss O,_; + E*.

i = K ,_o geschluss-
folgert werden. Damit gilt

K1n1+E* ~0, , + E*. + K, 2Ky 0t K YK, o K FK, ¥ K1,

min min

) =M (Onr+ Ery )+ 1= Xy (Kypos) +1 =2 gemih (46). O

Satz 4.7 besagt, dass die einzig optimale Strategie, einem Stern auf n > 3 Knoten ge-
nau n — 2 Kanten hinzuzufiigen und die algebraische Konnektivitat zu maximieren, darin
besteht, ein beliebiges Blatt des Sterns auszuwéhlen und dieses mit den n—2 tibrigen Blat-
tern durch Kanten zu verbinden. Der so entstandene Graph K 1n-1+ E*. st isomorph

min

zum vollstandig 3- partlten Graphen K 1,9 mit Ao (K1 + Emm) =X (Ki11n2) =2
und a (Ag (K- +E ) = a (A (K1 1n-2)) = n—23 via Korollar 3.41, vgl. Abbildung 4.3

min
fiir beispielsweise n = 9:

und Ay (K41 + E*

min

_ Os + By 2 Ko 7
Kig+ En & Kiar - S

)\(K18+E 2

mln)

Abbildung 4.3: Optimale Wahl von sieben Kanten beim Hinzufiigen zum K g
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Wurden nun n — 2 Kanten einem Stern K ,_; in optimaler Weise mit Hilfe von Satz 4.7
hinzugefiigt und damit ein zum K ; ,_9 isomorpher Graph konstruiert, so sind vermittels
Korollar 4.3 mindestens n — 3 weitere Kanten notwendig, um die algebraische Konnekti-
vitéit ein zweites Mal zu erhchen. Analog zur Beweismethode von Satz 4.7 ist es optimal,
diese zusétzlichen n — 3 Kanten derart hinzuzufiigen, dass ein zum K ;1,3 isomorpher
Graph mit Ay = 3 nach Korollar 3.41 entsteht. Diesem Graphen miissen wiederum mindes-
tens n — 4 Kanten zur Erhchung des zweitkleinsten Eigenwertes hinzugefiigt werden — im
Idealfall auf Ay = 4 usw. Eine solche Fortfiithrung der Strategie aus Satz 4.7 kann intuitiv
nicht optimal fiir das Hinzufiigen von mehr als n —2 Kanten zum K ,,_; sein, da in jedem
Schritt sehr viele Kanten benétigt werden, um die algebraische Konnektivitdt weiter zu
erh6hen. Welche Methode schlégt diese Strategie, wenn einem Stern auf n Knoten eine fest
vorgegebene Anzahl von mehr als n — 2 Kanten hinzuzufiigen ist? Zur Erleichterung der
nachfolgenden Ausfiihrungen erhélt die eben beschriebene Vorgehensweise eine explizite
Definition:

Definition 4.8 (Sternstrategie)

Gegeben seien ein Stern K;,1 = (N, E) auf n > 3 Knoten und eine natiirliche Zahl
1<b<i(n—1)(n—2)= } J\E | Das nachstehende Verfahren heifit Sternstrategie
und die damlt gewahlte Menge von genau b Kanten, welche einem Stern hinzugefiigt
werden soll, ist mit £} zu bezeichnen:

d=1;

WHILE b>0 DO
Wiéhle i € N mit dg, ,_, (i) = d;
k = Anzahl nicht adjazenter Knoten von i aus N,
IF k<b THEN

Verbinde ¢ mit allen nicht adjazenten Knoten aus V;

b:=0—1,
d=d+ 1,
ELSE
Verbinde ¢ mit b nicht adjazenten Knoten aus N;
b:=0;
END IF

END DO

Die Sternstrategie bewirkt nach Korollar 3.41 in Verbindung mit Korollar 4.3 gerade

€ [l,n— 3 = N (K + Ep) =1,
be[n—Q 2n — 6] = >\2(K1,n—1+E{:):27
€ 2n—5,3n—10] = A (Kin + E) =3,
be[3n—9 4n —15] = Ao (Kyuo1 + Ej) =4,

(4.7)
be[fn+1)(n—4),i(n+1)(n—4)+1] = X (Kini1+E;)=n-3,
b:%n(n—B) = M(Kin1+E)=n-2
b=1(n—1)(n—2) = Ao (K + Ef) =n



76 4 Maximierung des zweitkleinsten Eigenwertes durch Hinzufiigen mehrerer Kanten

und soll nun fiir das Hinzufiigen von mehr als n — 2 Kanten verbessert werden, da diese
Strategie laut Satz 4.7 fiir n — 1 und weniger Kanten die algebraische Konnektivitét eines
Sterns maximiert. Zunéchst sei |[E| =n —1 bzw. b =n — 1 in (4.2) vorgegeben. Wie sind
einem Stern auf n Knoten in optimaler Weise genau n — 1 Kanten hinzuzufiigen?

Definition 4.9 (Rad)

Fiir n > 4 bezeichnet W,, .= K; + C,,_; ein Rad, vgl. dazu Abbildung 4.4.

Abbildung 4.4: Das Rad Wy

Das Spektrum eines Rades ergibt sich iiber Lemma 4.4 aus G = K; und G5 = C,,_1:

Sp (Wn) = {07 )\2 (Cnfl) + 17 )\3 (Cnfl) + 17 R )\nfl (Cnfl) + 17 n}
3.11 2
= /\2 (Wn> = )\2 (Cn—l) +1 g 3 — 2 cos m . (48)

n—1

Satz 4.10

Die Sternstrategie aus Definition 4.8 ist bis auf Isomorphie optimal fiir b = n — 1 und
einen Stern Ki,1 = (N, E) auf n > 8 Knoten, das heift, mit £ _; aus Definition 4.8 ist

2= M (Kip 1+ E )> MK, +E)>1 VECY)\E,
|E|=n—1,
Kip1+ E 2 Kip1+ E:Lfl'

Falls 4 < n = b+1 < 7 gilt, so gibt es eine optimale Kantenwahl E € (J;) \ E, |E\ =n—1
mit Ky, + £ =W, und Ay (K11 + E) > Ao (K11 + E_). Letztere Ungleichung
wird ausschliefslich fiir n = 4 oder n = 7 mit Gleichheit erfiillt.

Beweis:

Es sei |E| = n — 1 und wegen (4.6) muss der Graph O,,_; + E betrachtet werden: Damit
O,_1 + E iiberhaupt zusammenhingend ist, verlangt Beobachtung 2.12 (ii) < (iii) < (v),
den Graphen O,,_; mit n — 2 Kanten zu einem Baum zu formen. Demzufolge liefert (4.6)
genau dann Ay (K5 ,—1+ E) > 1, wenn O,,_1 + E exakt einen Kreis enthilt. Nur zwei Fille
konnen auftreten, die den Zusammenhang von O,,_; + E garantieren:

(1) Es gilt Oy 4+ E = Cp_y:
(2) Der Graph On_l—i—E besitzt mindestens einen Knoten v mit Ay (O,,_1 +E—v) =0.

Im Fall (2) besagt Lemma 3.26, dass Ay (K7,-1 + E) < 1 gilt. Gleichheit tritt in dieser
Ungleichung genau dann auf, wenn v adjazent zu jedem anderen Knoten von O,,_; + F ist,
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was wiederum eine Aquivalenz zu O,,_; + E~K 1n—2+1] = Opq1+ E;‘;_l nach sich zieht.
Hierbei bezeichnet ij diejenige Kante aus E, die ibrig bleibt, wenn alle anderen n — 2
Kanten nach dem Hinzufiigen zu O,,_; einen K ,_, bilden. Folglich ist die Sternstrategie
optimal fiir Fall (2) und eine bessere Vorgehensweise muss Fall (1) bedeuten. Aufgrund
von O,_1 + E = Cha1 & Kot + E W, kann nur noch das erzeugen eines Rades

eine grofere algebraische Konnektivitit als die Sternstrategie bewirken. Mittels (4.7) und
(4.8) ist

=4: A (Wy)=3—-2cos 2F =4 =\ (K43 + E3),
n=5: X(Ws)=3—2cos 2T =3 > 2=\ (Ki4+ E),
n=6: X (We)=3—2cos & ~ 238197 > 2 = o (K5 + E}), (4.9)
n="7: X (W7)=3—2cos 2 =2 = X (K16 + Ef),
n>8: A (W,) <3—2cos 28~ 1,75302 < 2 = Ay (K1, 1 + EX_),

und damit die Behauptung bewiesen. 0

Die offenkundig nicht fiir beliebige b optimale Sternstrategie kann laut Satz 4.10 zumindest
fiir b = n—1 und n > 8 nicht verbessert werden. Fraglich ist, wie einem Stern auf n Knoten
in optimaler Weise genau n Kanten hinzuzufiigen sind. Eine Antwort auf dieses Problem
konnte in einer Strategie miinden, die beim Hinzufiigen von Kanten zur Sternstrategie
nicht isomorphe Graphen erzeugt und in gréfseren algebraischen Konnektivitéaten fiir b = n
bzw. n < b < 1 (n—1)(n—2) sowie fiir eine geniigend groke Knotenanzahl n resultiert.
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5 Fazit und Ausblick

Die nachfolgenden Ausfithrungen erfassen alle zentralen Resultate dieser Arbeit, ziehen
daraus Schlussfolgerungen und benennen noch offene Probleme:

Aus den Angaben der Abschnitte 3.1 und 3.2 folgt, dass die Zuordnung der Eintrége eines
Fiedler-Vektors zu jedem Knoten eine Charakterisierung der Position des jeweiligen Kno-
tens im Graphen liefert. Werden zwei verschiedene Knoten ausgewéhlt, so richtet sich der
Betrag der Differenz der beiden dazugehorigen Eintrage eines Fiedler-Vektors tendenziell
nach der Lénge eines kiirzesten Pfades, welcher beide Knoten verbindet. Die Schranken
(3.4), (3.5), (3.6) aus Abschnitt 3.1 suggerieren, dass es fiir die Maximierung der algebrai-
schen Konnektivitat von Vorteil ist, zwei Knoten zu verbinden, die einen grofsen Abstand
im Graphen aufweisen. Weiterhin ist es moglich, via Lemma 3.10 oder (4.6) spezielle
Stellen in einem Graphen fiir ein sinnvolles Hinzufiigen neuer Kanten auszuschlieften. Die
Rede ist hierbei von Knoten, deren Eintrége eines Fiedler-Vektors gleiche Werte aufweisen.
Fiir die in Abschnitt 1 erwdhnten abstrahierten Netzwerke bedeutet dies, ein Netzwerk
mit dem Ziel optimaler Kommunikation, Zeit-, Kosten-, Energieeffizienz etc. derart auszu-
bauen, dass bei einer neuen Verbindung zwei sehr schlecht miteinander verbundene bzw.
kommunizierende Staaten, Stéddte, Einheiten, Knotenpunkte etc. zu bevorzugen sind — ein
plausibles Ergebnis.

Zur Auflistung der wichtigsten Erkenntnisse aus Abschnitt 3:
e Die Sétze 3.14, 3.22 und die Vermutung 3.17 fiir Pfade;

e Die Satze 3.20, 3.24 fiir Kreise;
e Die Séitze 3.27, 3.31 bis 3.34, 3.36 bis 3.38 fiir Sterne und sternédhnliche Baume;

e Der Satz 3.45 fiir vollstéandig multipartite Graphen.
Diese Liste wird nachstehend kurz ausformuliert und zusammengefasst:

Es ist (nicht eindeutig) optimal fiir die Maximierung von A (P,_1 + ij), wenn ¢ und j
die Bléatter des Pfades P,_; bezeichnen und eine Antwort auf die Frage nach der exakten
Anzahl optimaler Kanten, die einem Pfad hinzuzufiigen sind, bleibt offen. Eine Verifi-
zierung oder Falsifizierung von Vermutung 3.17 iiber genau [%] optimale Losungen ist
wiinschenswert. Fiir zwei disjunkte Pfade maximiert eine die mittig platzierten Knoten
beider Pfade verbindende Kante die algebraische Konnektivitéit und einem Kreis kann ei-
ne beliebige Kante hinzugefiigt werden, ohne den zweitkleinsten Eigenwert zu verédndern.
Ein Pfad und ein Kreis sind idealerweise durch eine Kante zu verbinden, die sich einem
beliebigen Knoten des Kreises und einem mittig platzierten Knoten des Pfades bedient.

Fiir eine Maximierung des zweitkleinsten Eigenwertes zweier disjunkter Sterne ist eine
Kante hinzuzufiigen, welche beide Zentren der Sterne verbindet. Die algebraische Konnek-
tivitdt von Sternen und allgemeiner von vollstéandig multipartiten Graphen, die nicht zum
K, —ij fiir eine beliebige Kante ij € E (K,) isomorph sind, wird sich beim Hinzufiigen
einer beliebigen Kante nicht erhéhen. Prinzipiell gilt die Beziehung Ay (G) = Ay (G + ij)
aufgrund von Korollar 3.2 fiir einen beliebigen Graphen G mit algebraischer Vielfachheit
a (A2 (G)) > 1. Einzig der Fall G = K,, —ij fiir ij € F (K,,) erzeugt nach Lemma 3.44
den maximal moglichen Zuwachs Ay (G +ij) = A2 (G) + 2.

Die Sétze 3.31, 3.32 fiir die Badume 77,75 aus den Abbildungen 3.19, 3.21 erwecken den
Eindruck, dass es optimal im Sinne der Maximierung der algebraischen Konnektivitéat ist,
einem Baum, der entsteht, wenn das Zentrum z eines Sterns mit dem Anfangsknoten
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eines Pfades verbunden wird, eine Kante hinzuzufiigen, die z und den Endknoten des
Pfades verbindet. Jedoch wird dieser Anschein von den anschliefenden Untersuchungen
in Abschnitt 3.4 widerlegt. Wie verhélt es sich mit einer optimalen Kante fiir solche
Baume? Dartiber hinaus sind Aussagen zur Maximierung des zweitkleinsten Eigenwertes

fiir Graphen von Interesse, welche die Baume T}, T5, T3, Ty, Tpl’ o Tp% o Tzi , der Abbildungen

3.19, 3.21, 3.23, 3.25, 3.28 als induzierte Untergraphen enthalten.

All diese Resultate iiber das Hinzufiigen von genau einer Kante zu einem Graphen werfen
folgende Problematik auf: Nicht immer ist diejenige Kante fiir eine Maximierung der al-
gebraischen Konnektivitat optimal, welche die zwei zuvor ,,am schlechtesten verbundenen
Knoten“ im Sinne ihres Abstandes verbindet. Sie stellt lediglich nicht die ungiinstigste
Wahl unter allen Kantenkandidaten dar. Immerhin wird ein beliebiger Graph G = (N, E)
nach Abschnitt 3.1 tendenziell Ay (G + 7j) > Ay (G + kl) fiir eine gentigend grofke Unglei-
chung Oz?j > a3, zweier verschiedener Kanten ij, kl € (1;; ) \ E erfiillen. Es verbleibt zu
klaren, wie die Formulierungen ,tendenziell* und ,,gentigend grof* zu prézisieren sind, um
ein schirferes Verstdndnis fiir das Verhalten der algebraischen Konnektivitat entwickeln
zu konnen. Gesucht werden nach wie vor konkrete Mechanismen, die optimale Kantenpo-
sitionen fiir einen beliebigen Graphen erkennen lassen.

Die Relaxierungen (4.3) des kombinatorischen Optimierungsproblems (4.2) zur Fragestel-
lung (b) aus Abschnitt 4.1 bzgl. des Hinzufiigens mehrerer Kanten verlangen effiziente
Losungsalgorithmen. Weiterhin ist die Qualitdt der so erlangten oberen Schranken zu
analysieren.

Das Hinzufiigen mehrerer Kanten zu einem Stern wurde in Abschnitt 4.2 studiert. Besitzt
der Stern genau n Knoten, so besagt Beobachtung 4.6, dass das Hinzufiigen von beliebigen
n — 3 oder weniger Kanten keine Erhohung der algebraischen Konnektivitdat bewirkt.
Ein Abbruch der Sternstrategie aus Definition 4.8 nach dem Hinzufiigen von n — 2 oder
n — 1 Kanten zu einem Stern auf n > 8 Knoten ist optimal fiir die Maximierung des
zweitkleinsten Eigenwertes. Beim Hinzufiigen von genau n — 1 Kanten zu einem Stern
auf n = 5 oder n = 6 Knoten schléigt einzig das FErzeugen eines Rades die Sternstrategie
und es existiert keine bessere Variante. Gilt hierbei n = 4 oder n = 7, so liefern Rad und
Sternstrategie gleiche algebraische Konnektivitéaten.

Wie ist die Situation fiir mehr als n — 1 Kanten? Welche Strategie iiberragt in diesem
Fall alle iibrigen Verfahrensweisen? Ferner ist eine Ausweitung obiger Aussagen auf (voll-
standig) bipartite Graphen bzw. (vollstandig) multipartite Graphen von Interesse. Was
passiert bei der Betrachtung alternativer Graphenklassen?

Die Untersuchungen der Abschnitte 4.1, 4.2 lassen Kantenmengen E = (]g ) \ E fiir einen

Graphen G = (N, E) zu. Wie lauten optimal hinzuzufiigende Kantenmengen F als echte
Teilmengen von vorgegebenen Kandidaten aus (g ) \ E7?

Abschliefsend muss festgestellt werden, dass die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit erste
Schritte auf einem noch langen Weg der Erkenntnis bedeuten, Mechanismen zu begreifen,
die eine Reaktion des zweitkleinsten Eigenwertes eines Graphen auf das Hinzufiigen von
Kanten besser abschitzen kénnen.
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A Numerische und algebraische Berechnungen

Samtliche Angaben in dieser Arbeit zu Eigenwerten und Eigenvektoren ohne expliziten
Verweis auf eine Rechnung wurden mit Hilfe des Online-Eigenwertrechners von Briinner [6]
ermittelt und erforderlichenfalls auf fiinf Nachkommastellen gerundet. Die nachstehenden
Untersuchungen zu charakteristischen Polynomen erfolgten iiber das CAS Maple 12:

> f,= Ao — (N + 302+ (4n —2)h — 2y == A—23 — (n +2)22 + (4n-6) A-2n;f, = A—>1* — (n +5)23 + (6n + 3)A
— (9N —5)A +3n;fy =125 — (n +8)2° + (10n + 15)X* — (35n — 16)A% + (51n —53)A — (30n — 22)A + 6n; f;
=AM — (N + 40 + (60— 302 — (9n — 13)A + 3n;f, = A—2 — (n + 1A% + (3n —B)A — n;fy == A—>A* — (n
+5 + (Tn =12 — (13n —19)A +4nfy = A>2 — (N + 222+ (3n —2)A —n;fyy = A—2 — (N + 51 + (7n
+ 12 — (150 —17)2 + (10n — )L — 2n; i, == A—2A% — (N + 7)A% + (9n +10)A* — (28 n — 18)2% + (36 n — 42))\2
— (180 —14)A+3n;f, :=A—>A" — (N + 523 + (7n — 3)A2 — (11n — 17)A + 3n; f == A—A* — (n + 423 + (6n
— 402 — (8n —12)Lh + 2n;fs == A3 — (n +2)2% + (4n — T)A —n;fg :=A—2° — (n + 6)A* + (8n + 42> — (20n
—22) 4 (17n —26)A — 3N fig = A=A — (n + 323 + (5n — 4)22 — (6n — 10)A +n;

f2:=x—>>§—(n+3)>€ +(4n—2)L—2n

f3:=X—>k3 (n+2) +(4n—6)A—2n

f=A—x — (N +5) A+ (6n +3) 2> — (9n —5) L +3n

fy:=A—2° — (n +8) A + (10n +15) &* — (35n — 16) > + (51 n —53) 2> — (300 — 22) A+ 6n
f:=A—x — (n +4) 2+ (6n —3) 2 — (9n — 13) L +3n

fi=A-R —(n+1) 2%+ (3n—5) 4

fy:=A—x — (n+5 A+ (7n 1)12—(13n—19)x+4n

flo: =A== (n+2) 22+ (3n—2) A

fj :=A—2 — (n+5) ¢ (7n+1)x3 (15n—17)73+(10n—8)x—2n

fl, == — (n+7)2° (9n+10)7»4 (28n —18) 2%+ (360 —42) 22 — (18 n — 14) L+ 3n
fi =A== (n+5) 23+ (7n—3) % — (11n—17) L +3n

fis:=A—A — (n+4) 23+ (6n—4) % — (8n —12) A+ 2n

fig:=A=2 — (N +2) 2+ (4n—T7) A

fig:=A—2° — (n+6)A* + (8n +4) 23 (20n—22)7@+(17n—26)x—3n

flg:=A—A —(n+3) 23+ (50 —4) % — (6n —10) A +n 1)

27

M(Cs) =2 — 2005(% nj
h(Co) =2 =7
M(Cg) =2 — 2cos(% n)

7\2((310) =2 —ZCOS(% n] (2)
> simplify(2y(Cg)); solve(?? — 44k +2=0, A);

2-J2

2+V2,2-y7 3)
> simplify(fS(),z(Cg)));simplify(f3(1));simplify(f3(4));simplify(fs(n));

-7+n
8—2n
2n2—8n ()]

I N 4n I 8m
> g = A -6 +90—3; 5|mpI|fy(f61(7\2(C9)));S|mpI|fy(f61[2 - Zcos( 5 ])) smpln‘y[fm[z - 2005( Y j])
fiu =A—>A — 612+ 91 —3
0
0

(5)



i

Lo

> simplify(f5(A,(Cy))): simplify(f5(1) ); simplify( f5(2) ); simplify( f5(4) ); simplify( fs(n));
6(:05[% n) +2 +2005(% n) —ZCOS[% n)

7—n

-2+n

4—n

72n3—12n2+16n

> convert(A,(Cyq), radical); solve(’* — 31 +1=0, &);
e

e

> simplify(f;(2,(C1))); convert(%, radical); simplify(%); simplify( f,(1) ); simplify( f,(3) ); simplify(f;(n));
—12c05[% n) +12cos(— nj —n —i—2ncos(l n] —2ncos[E nj

5 5
—2—n+2n(%+ \/_j—Z (——~|— \/_j
-2
-5+n
3—n
22 —6n
> convert(A,(Cg), radical); solve(” — 5 +5=0, A); solve(* =54 +3=0, 1);
5 1
77 327%
5 1 5 1
2t3V5 7738
5 1 5 1
E+Em’5_§m

> simplify(f;(A,(Cs))): convert(%, radical);simplify(%);simplify(f (— -3 ))
4_12005[gn)_ms@nj_ancos(gn]anos(gn)

5— 5J——n+2n[-—+ J_j+2n[ + = J_)

5-5J5 —n+ny5

|18 —6y13 —3n+n13
> simplify(f,(A,(Cg))): simplify(f,(1)); simplify( f;(4)); simplify(f,(n));

-4 +n
28 —5n
—4n

:> simplify(f4(0));simplify(fA(Az(CS)));simplify(f4(2));simplify(f4(4));simplify(f4(n));

3n

-4+5J2 +n—nJ2
-2+n

4—n

m —6n2+8n

> simplify(fs(xz(cg)));simplify( - 2ncos(% n) + 2ncos[% nj + 2ncos(% J);evalf(—l — 4003(% n) + Gcos(% n)

©)

(6)

(")

(8)

(9)

(10)

(11)

(12)



iii A Numerische und algebraische Berechnungen

—4cos 2 n| |; simplify( f-(0.53)); simplify(f-(1)); simplify( fz(2)); simplify( f(3.7)); simplify( fz(4) ); simplify(f(n));
(5 (1(0.59)); implify( 1 1)); implify 15 2));implify( 153.7) ) implify 15 4)); implify 1)

—1-1—6005(1 nj —2ncos(1 nj —i—2ncos[E n) +2ncos(i nj —4cos[i n) —4cos(g nj

9 9 9 9 9 9
0
0.879385244
0.02551212000 — 0.03756644900 n
-7+n
8—2n
-4.270651000 + 1.056430000 n
8—2n
2n° —20n* +67n° —83n2 +28n (13)

> factor(%); fsolve(% =0, n);
nin—4)(2n—12n +19n—7)

| 0. 0.5303825659, 1.796635786, 3.672981648, 4. (14)
> simplify(fy(0)); evalf(fy(Ay(Cyg))); simplify(fo(1) ); simplify(fo(3) ); simplify(f(5) ); simplify(fo(n));
4n
8.207081241 — 0.652703647 n
14 —3n
-6+n
70 —11n
| 2n® —141% 4+23n (15)

> factor(%); fsolve(% =0, n);
n(2n? —14n+23)
| 0. 2633974596, 4.366025404 (16)
> a= {seq(fS(x), n=10.12)} : b:= {seq(fg(x), n=10.12)} :forifrom1by1to3dofsolve(a[4 —i] =0, x) :AQ(GS)
= %[ 1]; fsolve(b[4 —i]1 =0, x) : 7‘2(G9)n:9+i = %[ 1]; end do;
0.5075446645, 0.7546000389, 1.544235333, 3.253179206, 3.858576855, 8.081863902
M(Gs), -, = 0:5075446645
0.4988164410, 2.607394176, 3.799621440, 8.094167942
Jo(Gg), _ ,, 04988164410
0.5056580495, 0.7270892683, 1.563255363, 3.282109191, 3.861708922, 9.060179207
%9(Gs), _,, =0.5056580495
0.4844616739, 2.609347067, 3.838548024, 9.067643235
2o(Gy), _,, 04844616739
0.5038958901, 0.7069733258, 1.576589622, 3.302421528, 3.864029184, 10.04609045
%9(Gs), _ ,, =0:5038958901
0.4732815872, 2.610695100, 3.865082364, 10.05094095
2(Gy), ., = 04732815872 (17)
> simplify(f,5(0)); evalf(fio(Ay(Cy))): simplify( fo(3)); simplify( f(n)):;
-n
-1.271259011 + 0.184792531n
3—n
| ?—3n (18)
> simplify(fy(A) — (A —3)-f1p(1)); & == solve(% =0, A);
n—53—3An+131+n

1 3n—13 +./5% —58n + 169 1 -3n+13 +/5n2 —58n + 169 (19)
B ’ n—>5

& 2 n—>5 2

n=9+i




v

> §:=¢[2];hy =2n%—23n% +64n + 13;h, :=5n% — 58 n + 169; fsolve(h; = 0, n);
ol 80413 +/57 —58n + 169
2 n—>5
hy:=2n% —23n +64n+13
h,:=5n? —58n + 169

| -0.1899449252 (20)
2n—11)h, + (h, +4n—24) /h (2n —11)h, + (h, +4n —24) /h
> simplity( 1(&));smplity| ~— ZJ;Simp"fy— I )
(n—5) (n—5)

—ZE£L57(—143—678n+2n3J5n2—58n+4ﬁ9 —23n2/5n —58n+169 — 11 5n2 —58n + 169 +4n?
+68ny5n2 —58n + 169 + 381n? — 68 1)

—Tgé?iz(—143—678n+2n3J5n2—58n+459 —23n/5n° —58n+169 —11./5n* —58n+ 169 + 4n?
+68ny5n2—58n + 169 +381n2 — 68 1)

0 (21)

:> simplify(f,5(25(Cyp))); convert(%, radical); simplify(%); convert(A,(C,), radical); simplify( f;,(0.42)); simplify(f;,(1));
simplify(f12(2));simplify(f12(3));simplify(f12(4));simplify(flz(n));

2 1 2 1
6—n+8005(§ n) —10cos[§ n) —2ncos(§ n] +2ncos(g n)

3 1 1,1 1,1
E—n—E\/?—zn(—z+Zﬁ)+2n(z+z\/?]

3 1

2 2V

3 1

2 25

0.02995876900 — 0.01708048300 n

-6+n

4 —n

-12 +3n

24 —5n
| 2n° —18n* 4+54n° — 601 +17n (22)

> factor(%); fsolve(% =0, n);
n(2n*—18n3+54n2 —60n + 17)

| 0., 0.4223089227, 1.803420388, 2.828584366, 3.945686323 (23)

[ > simplify( f,6(0)); simplify( f,5(A5(Cy0))); convert(%, radical); simplify(%); simplify( f¢(4)); simplify(f5(n));
-n

—6+locos(§ n] +n —chos(% n]

17 5 1 1
-3 +E\/?+n—2n(—z +Zﬁ]

17 5 3 1
—7 +E\/?+En—5n\/?
-n+4
|2 —8n (24)
[ > simplify(flg(O));simplify(flg(l));simplify(f19(2));simplify(f19(4));simplify(flg(n));
n
-n+4
-44n
40 —7n
| 2m— 10/ +11n (25)




v A Numerische und algebraische Berechnungen

> factor(%); fsolve(% =0, n);

n(2n —10n +11)
| 0., 1.633974596, 3.366025404 (26)
> simplify(f,g(2) — (A —3)-f,(1)); factor(%);

- +22n—2An+4%

A(A—2) (-A+n—2) (27)
> evalf(f,(3,(Cg)));
7—2.45605(175(42(+93.)1)84792531 n (28)

> simplify(f,(25(Cg))); evalf(%);

1 +4cos[% n) + Zcos(% n) — Zcos[% n)
| 2532088885 (29)
> a:= {seq(fy(x), n=8.13)} b := {seq(f,(x), n=8..13)} :forifrom1by 1to6dofsolve(a[7 —i] =0, X) : 3y(G,) = %[ 1];

fsolve(b[7 —i]1=0, ) : 7\2(67)n:7+i == %[ 1]; end do;

0.5737703653, 1.546813964, 3.843256855, 7.036158815

M(Gy), g =0.5737703653

0.5606883283, 2.338879686, 6.100431986

>\2(67)n _g-=0.5606883283

0.5581744447, 1.564864975, 3.851791216, 8.025169364

M(Gy), _q1=0.5581744447

0.5300100469, 2.402749868, 7.067240085

)»2(67)n _4-=0.5300100469

0.5466430423, 1.577684264, 3.857078697, 9.018593996

)\Q(GA)n _ o = 05466430423

0.5085213017, 2.443432848, 8.048045850

7\2(67)n -0 =0.5085213017

0.5377542147, 1.587251348, 3.860671074, 10.01432336

M(Gy), ., =0.5377542147

n=7+i

0.4925719260, 2.471418921, 9.036009153
29(Gy), _,, = 04925719260

05306854382, 1594661265, 3.863269216, 11.01138408
%(G), _,, = 05306854382

0.4802398947, 2.491778867, 10.02798124
2(Gy), ., = 04802398947

0.5249257832, 1.600568055, 3.865235038, 12.00927112
%o(Gy), 4 = 05249257832

0.4704082789, 2507226720, 11.02236500
M(Gy), -, = 04704082789 (30)

> with(LinearAlgebra) : S := Matrix([[1,-(n +5),6n+3,-(9n—5),3n,0,0,0,0,0], [0, 1,-(n+5),6n+3,-(9n—5), 3n,
0,0,00],[0,0 1,-(n+5),6n+3-(9n—-5),3n,0,0,0],[0,0,0,1,-(n+5),6n+3,-(9n—5),3n,0,0], [0,0,0,
0,1-(n+5),6n+3-(9n—-5),3n,0],(0,0,0,0,0, 1,-(n+5),6n+3-(9n—5),3n], [1,-(n + 8), 10 n + 15,
-(35n—16), (51n—53),-(30n—22),6n,0,0,0], [0,1,-(n+8),10n+15,-(35n — 16), (51 n —53),-(30n
—22),6n,0,0],[0,0, 1,-(n+8),10n +15,-(35n —16), (51 n —53),-(30n —22),6n, 0], [0,0,0, 1,-(n +8),10n
+15,-(35n —16), (51 n —53),-(30 n — 22), 6n]]); detS := Determinant(S);




vi

1 -n—5 6n+3 -9n+5 3n 0 0 0 0
0 1 -n—5 6n+3 -9n+5 3n 0 0 0 0
0 o0 1 -n—5 6n+3 -9n+5 3n 0 0 0
0 o0 0 1 -n—5 6n+3 -9n+5 3n 0 0
. 0 0 0 0 1 -n—5 6n+3 -9n+5 3n 0
Flo o 0 0 0 1 -n—5  6n+3  -9n+5 3n
1 -n—8 10n+15 -35n+16 51n—53 -30n+22 6n 0 0 0
0 1 -n—8 10n+15 -35n+16 51n—53 -30n+22 6n 0 0
0 o0 1 -n—8 10n+15 -35n+16 51n—53 -30n+22 6n 0
0 0 0 1 -n—8 10n+15 -35n+16 51n—53 -30n+22 6n
| detS:=-36n +9n? (31)
> simplify((A — 4)-£(2) —f(A));
A (32)
:> with(LinearAlgebra) : S := Matrix([[1,-(n +2),3n —2,-n,0,0, 0, 0], [0, 1,-(n +2),3n—2,-n,0,0,0], [0, 0, 1,-(n + 2),
3n—2,-n,0,0],[0,0,0,1,-(n+2),3n—2,-n0],[0,0,0,0,1,-(n+2),3n—2,-n], [1,-(n+5), 7n+1,-(15n
—17),10n—-8,-2n,0,0], [0, ,-(n+5), 7n +1,-(15n —17),10n —8,-2n,0], [0, 0, L,-(n +5), 7n +1,-(15n
—17), 10 n — 8,-2n]]); detS := Determinant(S);
1 -n—23n-2 -n 0 0 0 0
0 1 -n—2 3n-2 -n 0 0 0
0 0 1 -n—2 3n—2 -n 0
|0 0 0 1 -n—2 3n—2 -n 0
5= 0 o0 0 0 1 -n—2 3n—2 -n
1 -n—57n+1 -15n+17 10n-—8 -2n 0 0
0 1 -n—-5 7n+1 -15n+17 10n-38 -2n 0
0 0 1 -n—5 7n+1 -15n+17 10n—8 -2n
| detS:=-24n +5n? (33)

> simplify(A— 2) 3 (1) — (1) — (A —1)f,0(V));
0 (34)

:> simplify( f,,(0)); simplify( 4 (2A5(Cyp))); convert(%, radical); simplify(%); simplify(f4(2)); simplify(f 4(5)); simplify(f 4(n));
3n

-14 — 4cos En —4ncos ln +3n + 26 cos iTc
5 5 5
13 11

1 1
—7+7\/?—4n(z+z\/?)+3n

13 11

oy + > \/? +2n— n\/?
-2+n
10 —2n
2n® —14n2 +20n
> simplify(fy(A5(Cy))); convert(%, radical);

2 +6cos[% n]

(35)

7
: (36)
> a= {seq(fg(x), n=8.24)}: b:= {seq(f14(x), n=8.24)} :forifrom1by1to17 dofsolve(a[18 —i] =0, X) :?\Z(Gg)
= %[ 1]; fsolve(b[18 —i] =0, x) : 7\2(614)n s %[ 1]; end do;
0.5448659875, 2.598748583, 3.629066087, 6.227319343
7\2(Gg)n T 0.5448659875

n=7+i




vil
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0.5069425051, 1.639969456, 4.665377320, 6187710719
%o(G1q), g = 05069425051

0.5179595381, 2.604314157, 3.737863313, 7.139862992
ho(Gy), _ 4= 0.5179595381

0.4790733178, 1.671633552, 4.747094830, 7.102198300
do(G1q), o= 04790733178

0.4988164410, 2.607394176, 3.799621440, 8.094167942
do(Gg), _,, = 04988164410

0.4595540925, 1.692313460, 4.782781437, 8.065351010
do(G1a), _ ;= 04595540925

0.4844616739, 2.609347067, 3.838548024, 9.067643235
do(G). _,, = 04844616739

0.4450661018, 1.706850060, 4.802266006, 9.045817832
do(G14), _ ,, = 04450661018

0.4732815872, 2.610695100, 3.865082364, 10.05094095
ho(G), _ , = 04732815872

0.4338633444, 1.717615084, 4.814446177, 10.03407540
do(Gr4), _ ,, = 04338633444

0.4643197542, 2.611681345, 3.884244839, 11.03975406
do(G), _ 5 = 04643197542

0.4249314794, 1.725902631, 4.822755770, 11.02641012
ho(Gry), _ = 04249314794

0.4569712931, 2.612434109, 3.898699019, 12.03189558
do(G). _,, = 04569712931

0.4176380504, 1.732477181, 4.828778253, 12.02110652
do(G14), _ ,, = 04176380504

0.4508341056, 2.613027479, 3.909975100, 13.02616332
do(G), _ s = 04508341056

0.4115670701, 1.737818771, 4.833340222, 13.01727394
ho(Gra), _ g = 04115670701

0.4456300863, 2.613507210, 3.919009938, 14.02185277
ho(G). _,; = 04456300863

0.4064331901, 1.742243764, 4.836913957, 14.01440909
do(G1q), _ , = 04064331901

0.4411605602, 2.613903081, 3.926407361, 15.01852900
ho(G), _ |, = 0.4411605602

0.4020339008, 1.745969014, 4.839788421, 15.01220866
do(Ga4), _ ,, = 04020339008

0.4372797150, 2.614235305, 3.932573278, 16.01591170
do(G), _ 4 = 04372797150

0.3982213758, 1.749148072, 4.842150152, 16.01048040
do(G14), _ , = 03982213758

0.4338780612, 2.614518086, 3.937790264, 17.01381359
Jo(G), _ 4 = 04338780612



viil

0.3948851116, 1.751892688, 4.844124870, 17.00909733

7\2((314)n 19 0.3948851116

0.4308717534, 2.614761693, 3.942260909, 18.01210564

do(Gg), _,, = 0.4308717534

0.3919408080, 1.754286109, 4.845800362, 18.00797272

do(G14), _ 5 = 0-3919408080

0.4281954784, 2.614973738, 3.946134158, 19.01069663

Jo(Gg), _,, =04281954784

0.3893230124, 1.756391616, 4.847239763, 19.00704561

M(Gyq), _,, =0-3893230124

0.4257975923, 2.615159980, 3.949521910, 20.00952052

29(Gy), _,, = 04257975923

0.3869801169, 1.758258160, 4.848489634, 20.00627209

%o(G14), _ ,, = 0.3869801169

0.4236367141, 2.615324857, 3.952509830, 21.00852860

ho(G), _ = 04236367141

0.3848708723, 1.759924202, 4.849585060, 21.00561987

do(G1a), _ , = 0.3848708723

0.4216792929, 2.615471847, 3.955164598, 22.00768426

2o(Gg), _,, = 04216792929

0.3829619078, 1.761420375, 4.850552976, 22.00506474

M(G1s), ., :=0.3829619078

> simplify(f4(1) — fig() + H));
0

:> simplify( f,5(0)); simplify( fy5(1)); simplify( f,5(2) ); simplify( f,5(5) ); simplify( fy5(n));

2n
5—n
-8+2n
85 —13n
2n —12n? 4+ 14n
[ > factor(%); fsolve(% =0, n);
2n(n2 —6n+7)
0., 1.585786438, 4.414213562

> simplify(fig(A) — (A — 1)-f,(A) +H(1);
0

:> simplify( f;g(0)); simplify(fig(1)); simplify( f,g(2)); simplify( f,(3)); simplify( f g(5)); simplify(f,5(n));

-3n
n—>5
4—n
-15+4+3n
295 —43n
2m — 122 +14n
[ > factor(%); fsolve(% =0, n);
2n(nP—6n+7)
0. 1.585786438, 4.414213562
> simplify((A — 1) (A — 3)-fig(A) —fig(V));
-An+5A

(37)

(38)

(39)

(40)

(41)

(42)

(43)

(44)
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> g = AWp Q=N — (p+a+8)-K+ (5p+5q+pq+22)-K — (T-p+7-q+2:pq+24)A+3p+3-q+9f,
=0 pa) =N —(p+q+9) -2+ (6:p+6q+pq+28)-2%— (10-p+10-q +3-p-q +36)-A+4p +4-q + 16;
fpg= (AP A= = (p+a+6) ¥+ (4p+2:q+pq+9A—p—q—4f,,=0p a2 —(p+q+4-¥
+(2Pp+2q+pa+5)A—p—a—2T, == p =N — (p+q+6)-X°+ (4p+4q+pq+12)-X —(4p
+4q+2:pq+10)A+p+a+3T o= (A p A=K — (p+a+7)2 + (5:p +5q+p-q+16)-X — (6:p +6-q
+3pg+14)A+p+q+4

fog= (AP @) =N —(p+q+8) X+ (5p+50+pq+22) ¥ — (7Tp+7q+2pq+24) A +3p+3q+9

fpg= (AP @) =N = (p+a+9) 2+ (6p+6q+pq+28)X° — (10p+10q+3pq +36) A +4p+4q+16

fpg= (AP A) =2 = (p+q+6) X+ (4p+2q+pq+9)h—p—q—4

fopg= (AP a) =2 = (p+q+4) ¥+ (2p+2q+pq+5)A—p—q—2

f5pq=(MPd )—>k4 (P+q+6) 23+ (4p+4q+pq+12) 3 — (4p+4q+2pq+10) L +p+q+3

qu =(Ap ) —(p+q+7) A+ (5p+5q+pq+16)2°— (6p+6q+3pq+14)A+p+q+4 (45)

[ > S|mplify(flypvq(7\, pa—1) —f p,qO" p — 1, g)); factor(%)
—kzp—I—XZq +2Ap—27q

L -A(A=2)(p—0) (46)
> simplify(flyp’q(o, p—10) S|mpln‘y(f1 q -1, q));simplify(flvp‘q(z, p—1, q));simplify(fl’pvq(p—i-z, p—10);
simplify(flvpyq(p—i—q +2,p—109); factor %)
6+3p+3q
-(P—=1q
p+q
q—ap
ap® +ap? —2qp — ® — 20> +2p?* + p¢?
L(P—1)q(p+q+2) (p+0) (47)

> simplify(f; , 4(A p. ad —2));simplify(f; ) (A g, p —2)); simplify(f, , (A p, 9));

B —p—22q—4N +2hp+2Aq+5L+Aqp—p—q—2

x3—k2p—x2q—4x2+2kp+2xq+5k+kqp—p—q—2

B —22p—22q—4N +2Ap+2Aq+5L+Aqp—p—q—2 (48)

> simplify(flypvq(x, p—1q) —(A— 3)'f3,p,q(7‘v p, q — 2)); factor(%)

Aqp —A2q+2Aq

| Ad(-A+p+2) (49)

> simplify(f3’pvq(0, p.q— 2));simplify(f3’pvq(1, p,g— 2));simplify(f3'p’q(p +2,pq —2));simplify(f3'pvq( pP+a+2pq—2);
factor(%)

-2—-p—q

ap

-q

po’ +qp” +2qp

| PA(P+a+2) (50)

> simplify(f, , (A p—1,9—1) = (A=3)-f;, (A p.a—2));

24+p+q-—21 (51)

> h = simplify( flypvq(x, p,g—1) —lepyq(x p—1d—1));n:=solve(h=0, 1);

hi=-22p+2Ap+2A+Aqp—p—q—2

_1 gp+2p+2+/FP+4qPP+4 1 -qp—2p—2+ /PP +4qp? +4 (52)
p

2 p 2

> simplify(f, , (2], p. g —1));z:=(p, q)—% %(16+2p5+p3q3+p3q2—16p3q—2p4q2+12w P +4p7q+4

—2p3 PP +4pPq+4 —8Y PP +4pPa+4 +2p°qy PP +4pPq+4 —24p+6p>q+4pPgR+4p°

+ 2V PR ApPq 14 —4paVPE +4p2q + 4 — PR PR T Ap2q+ 4 +8pq);
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5-3416+2ﬁ+4§—%FﬁJqﬁﬂ+4q¥+w-+q&Jqﬁﬁ+4q¥+4-+HpJq%?+4q¥+4
—4qpJ P +4qp2 +4 —24p +2qp* PP +4qpP +4 —2p3 /PP +4qpP +4 + 4P+ P + 2P
—16qp° —2@p* +6qp2 +8qp — 8/ PP+ 4qp2 + 4 )

z:=(p, q)—% #(16 +2pP PP+ PP~ 16p°q —2pt 2 + 12p PP HApPq +4 —2p° PP +4pPq +4 (53)

— 8P +4pPq+4 +2pP3q VPR +4pPq+4 —24p+6p2q+ApRP R +ApP +p2q PR +APPq+ 4
—4po [ FFTIFGTT - PR FETEFTTE +8p0)

:> plot3d([z(p, 9), 0], p=q + 1..101, g=3..100, axes= boxed, color=[grey, white]) : Abbildung;
7Abbi|dung (54)

[ > with( plots) : implicitplot(z(p, q) <0,p=3..10,q=3..10, grid =100, 100], coloring = [grey], filledregions = true) : Abbildung;

7Abbi|dung
> simplify(fzypvq(o, p—1q9-— 1));simplify(f21 pyq(z, pP—1a-1)) simplify(fzv p,q(3' p—1q9-— 1));simplify(f21 nq(P+ 2,p—1L1q

—1)); simplify(f, ngPTad+2p—1q— 1)); factor(%)

8+4p+4q

“2(p—=1)(q-1

-44+p+q

-2—p+2q—qp

-2+qpP—p—q+2p?+p +ap? —2qp +p¢?

(p+a+2) (apP—ap+pg?—1) (56)
> simplify(f o A P =1 p—1) = (A =3)-f ; (A p. P —2));

| 2A+2p+2 (57)
> g:=simplify(fy , (A p.p—1) —F ; o(h p =1 p—1));§:=solve(g=0, A);

g:=-Mp+2Ap+2h+Ap2 —2p —2

(ol 2424 P (IFTATE 1 2p=2-p+ [T TATH (58)
L T2 p 2 p
> simplify(flypvq(ﬁ[Z], p.p— 1));fact0r(%);

%%(16+3p5+10p3+p4‘/4p§+4+p4 +12pJapP+4+pt —pJapP+4+pt —8/4pP+4+pt —12pt

—24p+8p2 4R AR + 4+ pF — )

1 (p—l)(—p5—|—2p4—i—p3,/4p3+4—i—pZ —10p3 +8p—4pJ4p  +4+p* +8y4p3+4+p —16) (59)
2 p*
1 (-1 (-P+2p+pP AP 14 +p° — 10 +8p—4p /AP +4+p° —16+8/ApP 14 +p°) .,
> y=p—>§ p4 ,y(4),
y(5); evalf(y(4)); evalf (y(5));
o1 -y (P r2pt+ P AP T AP —10p3 +8p—4p /APt A+t —16 +8/4p +4+p)
213 21
Ty + ) 129
6202 226
“ 605 +E 1129
0.797317203
| 2.226775240 (60)
| > evalf(solve(p3 — 4-p + 8 > 0));
| RealRange(Open( -2.649435914), <) (61)

| > solve(p2 — 6-p + 4 > 0);
7ReaIRange(— o, Open(3 — 5 )), RealRange(Open(\/5 +3), =) (62)




xi A Numerische und algebraische Berechnungen

> simplify((A —1)-f, p,q(h p, q) —f5yp'q(7\, p.q — 1)); factor(%);
2 —2%q+Aq+Agp—Ap—A
AMg—1) (-A+1+p) (63)
> simpIiW(fS’p’q(O, p. q —1)); simplify(f; p’q(l, p. g —1)); simplify(f p’q(z, p. g —1)); simplify(f; nq(P+ 2,p.q—1));
simplify(fsv nq(PtTa+ 2,p,q— 1));factor(%);
p+q+2
-p(q—1)
-24+p+q
-2—p+q
-2—p-qt+2@+®+2¢?p? +4pe® +pa® +qp®+3qp? +2qp
(P+q+2) (ap? +pP +ap—1+) (64)
> simplify(fsypvq(x, pa—1) —f p,q“‘« p —1,0)); factor(%);
-Xp+22q+21p—2Lq
L -A(A=2)(p—0) (65)
> simplify(fsypvq(h p—1a) —f p,qo‘* p —1,q —1)); factor(%);
P —2q—Ap—A+Ag+Argp
Aa—1) (-A+1+p) (66)
> simplify(fsypvq(o, p—1q9-— 1));simplify(f61 pYq(l, pP—1a-1)) simplify(fa nqld+ Lp—19g-— 1));simplify(f6’ pYq(p +1p
-1q9-— 1));simplify(f6’pvq( p+aq+2p—1 q—1)); factor(%);
p+q+2
p+q—2qp
p—q
-p+q
4+pP+pP+apP—2p—29+2@ +2pPP + P+ 22 +4pE +4qp+2qp
L (p+a+2) (PP +PP+pd+ap—2+¢P) (67)
> simplify(f&pvq(o, p—1p— 1));simplify(f6’p,q(1, p—1p— 1));simplify(f6’pvq(3, p—1p— 1));simplify(f6,p’q(p +Lp—-1p
—1));
2+2p !
2p —2p?
-4+2p
0 (68)
[ > fsolve( f; ngx 1L 1) =0, X); simplify( f; pYq(O, L 1));
0.2679491924, 2., 3., 3.732050808
6 (69)
> Pi=a—-1+(2—A) 0o —of;solve(P(a) =0, );
P:=oc—>—1+(2—7\k)oc—oc2

- dae L AT - by 4 TR "
> Iy :=2—2cos(@];solve@(a) =0, a);
M;:Z—Zcos[(i(_nﬁj

cos(—(k_nl)n) +/cos[ (k_nl) T ]2—1 , cos[—(k_nl)nj —/cos(—(k_nl) n)z -1 (71)

i [(I-(k—lyn) (k=1
n 2-n
(k—l)n]

n

> ykl :==|—cos );simplify(ykI(O));simplify(ykl(l));simplify(ykl(n)); simplify(ykl(n +1));

(I(k—l)n
n

ykl:=l—cos

1 (k=1m
cos(2 - ]

1
2




xii

COS(
COS(
COS(

T
> [Y2(Pn-1 ), —Slmpllfy(sqrt(sum[cos(T —

LinearAlgebra:-Norm(y,(P, _;), 2) := J—J—

(k—l)n]

n
(k=1m(2n—1) n(2n—1 ]

Mll—‘ Nll—‘ N

(k—1)=n 2n+1]

<Jou])

> assume(p, integer)'expand[sum[cos[%)~sin[ ~I-p-nj I=1..n)j'simplify(%);

R o e e

n
2 2
cos[p j -1 cos(—nj—
0

[ > with(GraphTheory) : with(SpecialGraphs) : with(LinearAlgebra) :n := 16;i := 1; while (n —2-i > 0) doP, _;;,_i41
= AddEdge(PathGraph(n), {i, n —i+1});LP, ;i1

:= DiagonalMatrix(MatrixVectorMultiply(AdjacencyMatrix(P, _; ; ,_ 1), Diagonal(ldentityMatrix(n))))

— AdjacencyMatrix(Py _ 1 i _i11)i P 1in-i+1 = factor(CharacteristicPolynomial(LP, _; ;i1 A)); @

= fsolve(%); Ay i] = a[2];i :=1i + 1; od: convert(A,, list);

N |-

‘T-I:

n:=16
i=1
7[0.1522409350, 0.1522409350, 0.1522409350, 0.1522409350, 0.09973034438, 0.06995911871, 0.05197136456]

[2—2005(%)—l)-((Z—ZCOS(%J)Z [2 2cos[ 2n jj +2] simplity
2—2cos[%] o
2. 2 2.
A o))
n

2—5003[ 2n j+4cos[ 2nTC jg

—1+cos(%]
—1+Zcos(%]2
—1+cos[%j
8cos[2—nn)2

> restart : simplify

(72)

(73)

(74)

(75)

(76)
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Abkiirzungen und Symbole

Angegeben werden ausschlieflich Abkiirzungen, die nicht in einem deutschen Worterbuch
zu finden sind:

Th.

Le.

Ex.

Co.

Re.

Im.

s. t.

CAS
NP-schwer

D W << = AR
ol IR
oXo¥oXe

<[]
S
w

H?: 1 B;

vy
3

B+C
B>C
B>C
B>C
B2 C

minp. B;

BNnC
ﬂ?:lBi
BUC
U?=1Bi
B\C
B=C
B #C
B<C
a€B

Theorem,;

Lemma;

Example;

Corollary;

Realteil;

Imaginarteil;

subject to;

Computeralgebrasystem;

Bezeichnung eines Optimierungsproblems, fiir das eine nichtdeterministi-
sche Turingmaschine existiert, die das Problem in polynomieller Zeit 16sen
kann [44, Definitionen 15.15, 15.34];

Korper der reellen Zahlen;

Korper der komplexen Zahlen;

Imaginére Einheit;

Kreiszahl;

Widerspruch;

Giiltigkeit fiir alle Ausdriicke B;;

Existenz des Ausdrucks B;

Nichtexistenz des Ausdrucks B;

Gleichheit der Ausdriicke B und C

Ungleichheit der Ausdriicke B und C

Subtrahiere Ausdruck C' von Ausdruck B;

Addition der Ausdriicke B und C

Addition der n Ausdriicke By, Bs, ..., B,;

Multiplikation der Ausdriicke B und C;

Multiplikation der n Ausdriicke By, Bo, ..., By;

Der Ausdruck B wird n-mal mit sich selbst multipliziert bzw. n-te Potenz
von B;

Fallunterscheidung zwischen B + C' und B — C, alternativ B F C

Der Ausdruck B ist echt grofer als Ausdruck C, alternativ C' < B;

Der Ausdruck B ist sehr viel grofer als Ausdruck C, alternativ C' < B;
Der Ausdruck B ist echt grofer oder gleich Ausdruck C', alternativ C' < B;
Fallunterscheidung zwischen B > C' und B > C, alternativ C' <, B;
Minimum aller Ausdriicke B; unter den Nebenbedingungen D;, alternativ
das Maximum maxp; B;

Durchschnitt zweier Mengen B und C;

Durchschnitt der n Mengen By, B, ..., By;

Vereinigung zweier Mengen B und C;

Vereinigung der n Mengen By, B, ..., By;

Differenz zweier Mengen B und C

Die Aussage B impliziert Aussage C, alternativ C' <= B;

Die Aussage B impliziert Aussage C' nicht, alternativ C' <¢ B;
Aquivalenz zweier Aussagen B und C;

Die Menge B enthélt das Element a;
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[a, b]

Der Ausdruck B wird definiert durch Ausdruck C', alternativ C' =: B;
Leere Menge;

Positiv unendlich;

Negativ unendlich;

Abbildung ¢ mit Definitionsmenge B und Zielmenge C'

Ein ungerichteter Graph G mit endlicher Knotenmenge N = {1,2,...
und Kantenmenge F;

Kantenmenge des Graphen G,

Menge aller moglichen Paarungen {i,j} mit i,j € N, i # j;
Kardinalitat der Knotenmenge NV;

Binomialkoeffizient von n iiber k;

B ist Teilmenge oder Untergraph von C'

Isomorphie der Graphen B und C

Die Graphen B und C' sind nicht isomorph;

Kronecker-Symbol, gleich Eins fiir ¢ = j und gleich Null fiir ¢ # j;
Ungerichtete Kante, inzident zu den verschiedenen Knoten ¢ und j, alter-
nativ {7, j};

Vollstandiger Graph auf n Knoten;

Vollstéandig r-partiter Graph auf r disjunkten Knotenmengen |N;| = n;;
Vollstandig r-partiter Graph auf r disjunkten Knotenmengen |V;| = s;
Direkte Summe zweier Graphen G und G';

Von N’ C N induzierter Untergraph des Graphen G = (N, E);
Komplement des Graphen G;

Grad des Knotens ¢ vom Graphen G;

Minimalgrad des Graphen G}

Maximalgrad des Graphen G;

Durchschnittsgrad des Graphen G}

Verhéltnis |E| / |N| der Kantenanzahl zur Knotenanzahl im Graphen G;
Abstand zweier Knoten 7 und j des Graphen G,

Taillenweite des Graphen G}

Umfang des Graphen G,

Knotenzusammenhang des Graphen G}

Kantenzusammenhang des Graphen G;

Durchmesser des Graphen G,

Radius des Graphen G;

Linearer Raum aller m x n-Matrizen mit reellen Eintragen;

Linearer Raum aller n x n-Matrizen mit reellen Eintragen;

Linearer Raum aller Spaltenvektoren aus M, ; (R);

Linearer Raum aller Spaltenvektoren aus M, ; (C);

Menge aller symmetrischen n x n-Matrizen;

Menge aller positiv semidefiniten n x n-Matrizen;

Menge aller positiv definiten n x n-Matrizen;

Transponierte Matrix B, alternativ fiir einen Vektor;

Determinante der Matrix B;

Rang der Matrix B;

Spur der Matrix B;

Einheitsmatrix aus M, (R);

Offenes Intervall reeller Zahlen ohne die Intervallgrenzen a < b;
Abgeschlossenes Intervall reeller Zahlen mit den Intervallgrenzen a < b;
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(x,y) Skalarprodukt zweier Vektoren x und y;

|2 Euklidische Norm des Vektors x;

A (B) Eigenwert der Matrix oder des Graphen B;

A (B) Der k-te Eigenwert der Matrix oder des Graphen B, betragsméfig aufstei-
gend sortiert fiir k =1,2,...,n;

Ux Zum Eigenwert A gehorender Eigenunterraum;

U+ Orthogonales Komplement des Unterraums U C R";

span (U) Aufspannung bzw. lineare Hiille des Unterraums U C R";

v (A) Geometrische Vielfachheit des Eigenwertes A;

a(A) Algebraische Vielfachheit des Eigenwertes A;

x5 (A) Charakteristisches Polynom der Matrix oder des Graphen B;

sp (B) Spektrum der Matrix oder des Graphen B;

A Diagonalmatrix mit den Eigenwerten einer symmetrischen n x n-Matrix auf
der Hauptdiagonalen;

yr (B) Eigenvektor yp = (yi,v3, . .. ,y,:})T zum Eigenwert )\, der Matrix oder des
Graphen B;

Ui (B) Normierter Eigenvektor yx (B) / ||yx (B)||2 zum Eigenwert A;, der Matrix oder
des Graphen B;

a3 Entspricht (75 — y§)2;

6} Entspricht A3 (G) — A2 (G);

P, Pfad der Linge n — 1 auf n Knoten;

Ch Kreis der Lange n auf n Knoten;

Ch.j Lollipop-Graph auf n Knoten mit Taillenweite j;

Gyl Spezieller Graph aus Abbildung 3.1 (iii);

Gyl Spezieller Graph aus Abbildung 3.28 fir m =1, 2, 3;

I Spezieller Baum aus Abbildung 3.28 fir m = 1, 2, 3;

O, Der Graph auf n Knoten mit leerer Kantenmenge;

W, Rad auf n Knoten;

A(G) Adjazenzmatrix des Graphen G;

L(G) Laplace-Matrix des Graphen G}

L, (G) Laplace-Untermatrix des Knotens u eines Graphen G, entsteht durch Strei-
chung der u-ten Zeile und u-ten Spalte von L (G);

1 Spaltenvektor aus M, ; (R), alle Eintrége gleich Eins;

E;j Die Matrix L (G — E + ij), deren ii- und jj-Eintrag gleich Eins, ij- und
ji-Eintrag gleich minus Eins und alle restlichen Eintrage gleich Null sind;

E;; Die Matrix, deren 7:-Eintrag gleich Eins und alle restlichen Eintrage gleich
Null sind;

B, Entspricht L, (P,) mit Endknoten u von P,;

H, Entspricht L, (L, (P,41)) mit Anfangsknoten v und Endknoten w von P, q;

_”_
IS
—_

Die reelle Zahl a > 1 wird auf die grofite natiirliche Zahl b < a abgerundet;
Die reelle Zahl a > 0 wird auf die kleinste natiirliche Zahl b > a aufgerundet.
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