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Aufgabenstellung

Im Rahmen der Befahrbarkeitsanalyse stehender Gewésser, wie etwa Kanéle und
Seen, hat die Bundesanstalt fiir Wasserbau (BAW) festzustellen, ob ein gege-
bener Schiffstyp als Einzelfahrer oder im Begegnungsverkehr konfliktfrei durch
eine Wasserstrafle gesteuert werden kann. Entsprechend Voruntersuchungen der
BAW lassen sich Kursachsen (Fahrkurven von Schiffen) in erster Ndherung gut
durch Geraden- und Kreissegmente approximieren. Aufgabe der Diplomarbeit ist
es, diese Aufgabenstellung als Optimierungsproblem zu formulieren und zu l6sen.
Hierbei sind geeignete Darstellungen fiir Ufergeometrie, iiberstrichene Schlepp-
fliche und Zielfunktion zu finden sowie Losungsansétze und -verfahren zu ent-
wickeln, zu diskutieren und zu erproben.



Zusammenfassung

Durch grofler werdende Schiffstypen und zunehmenden Schiffsverkehr auf deut-
schen Binnenwasserstrafien ist es notwendig, im Voraus mogliche Engstellen in
Kanélen und Fliissen zu erkennen, um sinnvolle Verkehrsregelungen oder Um-
baumafinahmen ergreifen zu koénnen. In der vorliegenden Arbeit wird in Zusam-
menarbeit mit der Bundesanstalt fiir Wasserbau in Karlsruhe (BAW) ein Opti-
mierungsmodell fiir stehende Gewdésser erstellt. Es werden die Vor- und Nachteile
dieses Modells diskutiert und Aussagen zur Komplexitit getroffen sowie ein Line-
search-Algorithmus als Losungsverfahren vorgestellt. Anschlieend wird durch
die Implementierung dieser Algorithmen deren Qualitét, Laufzeit sowie Vor- und
Nachteile anhand erster Beispiele und praktischer Vermessungsdaten der BAW
untersucht.
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1 Einfiihrung

Es herrscht allgemein der Konsens, dass die Nutzung von Wasserstraen 6kono-
misch sinnvoll und eine 6kologisch gute Mdoglichkeit ist, grofle Mengen Giiter iiber
weite Strecken zu transportieren. Deutsche Binnenwasserstralen haben derzeit
eine Gesamtlinge von etwa 7500 km und der Rhein ist einer der meist befahre-
nen Fliisse der Welt. Seit Jahren steigt die Zahl der Binnenschiffe auf deutschen
Kanélen und Fliissen. Die gebauten Schiffe werden immer grofler und Schub-
verbinde erreichen Léngen von 200 Metern.

Nun soll ein solches Schiff durch eine schwierige Flusssektion oder durch einen en-
gen Kanal gesteuert werden. Die Wasserstrafle wird dabei auch von anderen Schif-
fen in der Gegenrichtung genutzt. Wie ist es iiberhaupt moglich, dass sich zwei
Schiffe kollisionsfrei und ohne die Uferbefestigung oder den Grund des Gewéssers
zu beriihren passieren konnen?

Solche Fragen miissen geklart werden, bevor Schiffe und Besatzungen einer Gefahr
ausgesetzt werden. Es ist daher die Aufgabe der zustédndigen deutschen Behorden
wie der Wasser- und Schifffahrtsdirektionen im Voraus zu kldaren, welche Kanéle
und Fliisse von welchen Schiffstypen benutzt werden diirfen. Andererseits mochte
man wissen, wo genau Engstellen liegen, um durch sinnvolle Verkehrsregelun-
gen oder Ausbauarbeiten moglichst vielen Schiffen die gefahrlose Durchfahrt zu
ermoglichen.

Ungliicklicherweise besitzen fahrende Schiffe eine komplizierte Dynamik. Wenn
nach Steuerbord gesteuert wird, schert das Heck des Schiffes weit nach Backbord
aus und umgekehrt. Dadurch wird wesentlich mehr Platz benétigt, als sich al-
lein aus der Schiffsbreite ergibt. Gerade in Kurven kann daher im Begegnungsfall
nicht ausreichend Spielraum fiir das Passieren vorhanden sein. Es ist demnach
eine schwierige Aufgabe, iiberhaupt einen sicheren Weg durch einen Kanal oder
Fluss zu finden. Zudem ist man an einem moglichst kurzen Weg interessiert,
um die Fahrtzeit zu minimieren. Gesucht ist also unter allen sicheren Wegen der
schnellste.

In dieser Arbeit konzentrieren wir uns auf Schiffe in Gewéssern ohne Stromung,
da sich in diesem Fall die Beschreibung der Schiffshewegung durch einfach struk-
turierte Kurven gut anndhern lasst. In Kapitel 2 présentieren wir das Problem
und kléren einige wichtige Begriffe. Eine Auflistung wichtiger nautischer und ma-
thematischer Begriffe findet sich im Anhang. Unsere Untersuchung beginnen wir
mit der Betrachtung &hnlicher Probleme und deren Ergebnissen in Abschnitt 3.
In Kapitel 4 werden wir ein vorlaufiges, idealisiertes Modell konstruieren und
anschliefend in Abschnitt 5 so vereinfachen, dass man es mit Optimierungsme-
thoden behandeln kann. Dort werden wir auch die mathematischen Aspekte des
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Modells studieren und einige Spezialfille exakt 16sen, bevor wir in Kapitel 6 die
Implementierung vorstellen. AbschlieBend werden in Abschnitt 7 die numerischen
Ergebnisse diskutiert und mit denen aus Kapitel 5 verglichen.

Es sei erwahnt, dass sich die haufig verwendete Wir-Form nicht auf die Existenz
mehrerer Autoren bezieht, sondern vielmehr der Leser zu einer kooperativen Er-
arbeitung des Textes zusammen mit dem Autor eingeladen werden soll.

Ich m6chte meinem Betreuer Prof. Dr. Helmberg fiir seine Unterstiitzung und sein
jederzeit offenes Ohr danken. Unsere Diskussionen halfen mir bei der Losung vie-
ler auftretender Probleme. Ich méchte auch den Mitarbeitern der Bundesanstalt
fiir Wasserbau in Karlsruhe, insbesondere Prof. Dr. Sohngen, fiir die angeneh-
me Zusammenarbeit danken. Mein besonderer Dank gilt meinen Eltern, die mich
liebevoll unterstiitzt und mir in den zahlreichen Arbeitsstunden den Riicken frei
gehalten haben.



2 Vorstellung des Problems

Unsere Aufgabe lautet, fiir ein vorgegebenes Schiff und einen gegebenen Kanal
zu entscheiden, ob dieses Schiff diesen Kanal kollisionsfrei benutzen kann. Ist dies
der Fall, so wollen wir einen moglichst schnellen Weg durch den Kanal finden.

Da ein Kanal haufig von Schiffen in beiden Richtungen genutzt wird, wollen
wir auflerdem untersuchen, ob zwei Schiffe in dem Kanal einander passieren
konnen. Dafiir wird ein zusétzlicher Weg fiir ein Schiff in Gegenrichtung durch
das Gewdésser gesucht. Diese Betrachtung soll unabhéngig von den Einfahrzeiten
und Geschwindigkeiten der Schiffe in dem Kanal sein. Wir suchen somit zwei
Wege, so dass es keine Kollisionen zwischen den Schiffen gibt, wo auch immer die
beiden Schiffe sich auf ihrem Weg begegnen.

2.1 Beschreibung der Schiffsbewegung

Fiir unsere Aufgabenstellung miissen wir verstehen, wie sich ein Schiff durch
das Wasser bewegt. Das Schiff befinde sich in Vorwéartsfahrt mit konstanter Ge-
schwindigkeit bei neutraler Ruderlage. Wird nun das Ruder zu einer Seite gelegt,
wirkt am Heck des Schiffes eine Kraft. Wir betrachten dabei nur die Komponen-
te orthogonal zur Fahrtrichtung. Da diese Kraft nicht am Lateralschwerpunkt [3]
des Schiffes angreift, erzeugt sie ein Moment. Dadurch wird das Schiff in eine
Drehbewegung versetzt. Besondere Bedeutung hat dabei das Drehzentrum, das
wir im Weiteren als taktischen Drehpunkt (TDP) bezeichnen. Da sich das Schiff
weiterhin vorwérts bewegt, fahrt das Schiff durch diese Drehbewegung um den
TDP eine Kurve. Der TDP kann physikalisch als Gleichgewichtspunkt der seit-
lich an das Schiff angreifenden Kréfte angesehen werden. Es ist der Punkt auf der
Schiffsmittellinie, der sich bei Kurvenfahrt exakt in Vorwéartsrichtung des Schiffes
bewegt, also keine seitliche Bewegungskomponente aufweist. Seine Lage beziiglich
des Schiffes kann sich durch verschiedenste Einfliisse veréndern.

An der Bundesanstalt fiir Wasserbau wurden zahlreiche Untersuchungen zu Schiffs-
bewegungen durchgefiihrt [8, 9, 15]. Dabei erkannte man, dass der taktische Dreh-

punkt von vielen Groflen wie Schiffsabmessungen, Schiffstyp und Beladungszu-

stand abhéngt. Fiir ruhende Gewésser bleibt die Lage des taktischen Drehpunktes

aber unabhéngig von der konkreten Fahrsituation in der Ndhe des Bugs [8, 19]. In

stromenden Gewéssern verlagert sich der taktische Drehpunkt relativ zum Schiff

stdndig mit der Strémung und kann bei achterlicher Stromung sogar auflerhalb

des Schiffes liegen. Diese Beobachtungen legen nahe, in Kaniélen in erster Néhe-

rung von einem konstanten taktischen Drehpunkt auszugehen. Diese Annahme

erscheint verniinftig und fiir die Praxis ausreichend [9].



Schleppfliche

Abbildung 1: Kursachse und Schleppfliche

Wie aus Abbildung 1 zu erkennen ist, bewegt sich der nach obiger Betrachtung
fixierte TDP auf einer stetigen Kurve, der Kursachse, wenn das Schiff eine (ste-
tige) Bewegung ausfiihrt [8, 19]. Da der TDP als Drehzentrum dieser Bewegung
definiert wurde, kann das Schiff tangential an die Kursachse angetragen werden.
Andersherum betrachtet ist der Weg des Schiffes demnach durch die Kursachse
gegeben.

Von Bedeutung ist auch die Flache des Gewissers, die vom Schiff bei der Fahrt
iiberstrichen wird. Diese wird als Schleppfldche bezeichnet und um bendtigte Si-
cherheitsabsténde vergrofert.

2.2 Schifffahrtshindernisse und Verkehrsregelungen

Wir wollen uns mit der Binnenschifffahrt in Kanélen beschéftigen. Neben ei-
nem engen Verlauf des Kanals gibt es noch zahlreiche weitere Hindernisse fiir
die Schifffahrt. Dazu gehoren Briicken, Spuntwénde und andere Bauwerke sowie
Sandbénke, Buhnen und flache Ufergebiete. Diese schranken das Fahrwasser deut-
lich ein. Um Schiffen dennoch eine sichere Durchfahrt zu erméglichen, existieren
eine Vielzahl von Seezeichen, die den Rand des Fahrwassers markieren. Dies alles
legt fiir uns das zuléssige Gebiet fest, in dem sich ein Schiff bewegen darf.

Eine sichere Fahrt des Schiffes erkennt man also daran, dass die Schleppfliche
vollstandig in diesem zuléssigem Gebiet enthalten ist.

Im Fall von Gegenverkehr miissen zusétzliche Bestimmungen beachtet werden.
Zum einen gilt meist ein Rechtsfahrgebot. Das heifit, entgegenkommende Schiffe
miissen sich an ihren Backbordseiten passieren, also nach Steuerbord ausweichen.
Zum anderen ist hier ebenfalls besonders auf Sicherheitsabstédnde zwischen den
Schiffen zu achten [11], da durch die Sogwirkung die Kollisionsgefahr betracht-
lich erh6ht wird. Findet man nun zwei iiberschneidungsfreie Schleppflachen fiir
die sich entgegenkommenden Schiffe, so dass die jeweils andere Schleppfliche
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in Fahrtrichtung links liegt, kann man eine sichere Durchfahrt garantieren, un-
abhéngig davon, wo die Schiffe sich begegnen.

In dieser Arbeit wollen wir nur die Begegnung zweier Schiffe behandeln. Allgemein
konnen einem Schiff aber beliebig viele Schiffe verschiedener Typen begegnen. In
diesem Fall ist die Vereinigung aller Schleppflachen der Schiffe, die in die gleiche
Richtung fahren, zu bilden. Sind die beiden resultierenden Schleppflichen dann
wieder disjunkt, so ist eine kollisionsfreie Passage fiir alle Schiffe mdoglich.

2.3 Bisherige Verfahrensweise

Wie bereits erwéahnt, stellt sich dieses Problem immer, wenn ein Schiffstyp fiir
die Benutzung eines Kanals zugelassen werden soll. Bisher wird diese Arbeit von
Hand erledigt. Ein Mitarbeiter der zustédndigen Behorde versucht mit Hilfe eines
CAD-Systems, eine zuléssige Schleppfliche zu finden. Dies ist sehr zeitaufwéndig
und liefert nicht immer zufriedenstellende Ergebnisse. Nun soll hierfiir die Féahig-
keit eines Computers genutzt werden, deutlich mehr Varianten in einer annehm-
baren Zeit zu untersuchen.

Bei der BAW wurden dazu erste Programme implementiert, die Verfahren der
genetischen Optimierung nutzen [18]. Im Rahmen dieser Arbeit soll das Problem
neu modelliert werden, um ableitungsbasierte Optimierungsverfahren nutzen zu
konnen.
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3 Verwandte Probleme und Ergebnisse, Stand
der Forschung

Die in Abschnitt 2 vorgestellte Fragestellung gehort mathematisch zu den soge-
nannten Motion-planning-Problemen. Dabei geht es stets darum, den kiirzesten
Weg von einem Startpunkt zu einem Ziel zu finden und dabei Hindernisse zu
umgehen. Auf diesem Gebiet sind in letzter Zeit einige interessante Forschungs-
ergebnisse erzielt worden, da sich auch zahlreiche Anwendungen, zum Beispiel
bei der Steuerung von Robotern, ergeben.

Man unterscheidet zwischen mehreren Arten des Motion-plannings. Wir inter-
essieren uns dabei fiir diejenigen, bei denen ein stetiger Pfad gesucht ist. Diese
variieren wiederum in den Bewegungseinschrinkungen fiir das zu bewegende Ob-
jekt.

3.1 Motion-planning ohne Einschrinkungen

Der einfachste Fall ist die Bewegung eines Punktroboters ohne raumliche Aus-
dehnung und ohne Beschriankung der Bewegung. Hindernisse werden meist durch
Polygone beschrieben. Da eine Gerade die kiirzeste Verbindung zwischen zwei
Punkten ist, wird hier nach dem kiirzesten Polygonzug gesucht, der die Hinder-
nisse umgeht.

Diese Aufgabenstellung ist im zweidimensionalen Fall noch einfach zu 16sen [7].
Es wird ein Graph konstruiert, der als Knotenmenge V die Ecken der Hindernis-
Polygone und den Start- und Endpunkt besitzt. Zwei Knoten A, B € V werden
nun durch eine Kante verbunden, wenn sie in der Ausgangssituation durch ei-
ne Strecke verbunden werden konnen, die die Hindernisse hochstens in A und B
schneidet. Das Problem reduziert sich damit auf die Suche eines kiirzesten Weges
in einem Graphen. In hoheren Dimensionen ist das Problem deutlich schwieriger.

3.2 Motion-planning mit Bewegungseinschrinkungen

Héufig existieren aber viele Bedingungen, die die Bewegung einschrianken. So
kann der minimale Kurvenradius und die Geschindigkeit beschréinkt sein sowie
Riickwértsfahrt verboten werden. Ebenso wird die Bewegung durch eine rdum-
liche Ausdehnung des zu bewegenden Objekts erschwert. Im Weiteren werden
Begriffe zur Komplexitit von Algorithmen geméf [14] verwendet.
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Reif und Wang [13] haben Punktroboter untersucht, die nur einen bestimmten
minimalen Kurvenradius fahren diirfen. Sie haben gezeigt, dass es schon in die-
sem Fall NP-schwer ist, zu entscheiden, ob es {iberhaupt moglich ist, vom Start
zum Ziel zu gelangen.

Wang und Agarwal [17] untersuchten daraufhin polynomielle Algorithmen fiir
Néaherungslosungen fiir robuste kiirzeste Pfade bei Hindernissen. Sie bewiesen
dabei aber, dass ein kiirzester Pfad bis auf einige Spezialfille stets die gegebenen
Hindernisse beriihrt. Agarwal, Raghavan und Tamaki erlaubten zusétzlich, dass
der Punktroboter auch riickwérts fahren kann [2].

Agarwal, Latombe, Motwani und Raghavan [1] betrachteten statt eines Punkt-
roboters eine Scheibe, die an einem festgelegten Randpunkt geschoben werden
darf. Von Interesse waren dabei die Positionen, die ausgehend von der Anfangs-
lage erreicht werden konnen. Weiterhin wurden Pfade mit moglichst wenigen
Richtungsénderungen gesucht.

3.3 Optimierungsalgorithmen

Aufgrund der auftretenden Komplexitét soll das Problem mit Mitteln der nicht-
linearen Optimierung gelost werden. Hierfiir stehen eine Vielzahl gut untersuchter
Algorithmen bereit (siche zum Beispiel [12]). Wir miissen allerdings herausfinden,
welcher sich fiir unsere Aufgabenstellung am besten eignet.

Fiir die Behandlung der Geometrie exitieren ebenfalls viele schnelle Algorithmen.
Hier sei ebenfalls auf [7] oder auf [14] verwiesen.
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4 Formulierung eines idealisierten Modells

In diesem Abschnitt wollen wir eine erste mathematische Formulierung des Kurs-
achsenproblems erarbeiten. Diese wird allerdings noch nicht mit mathematischen
Methoden behandelbar sein, sondern stellt vielmehr ein idealisiertes Modell der
Aufgabenstellung dar. Das Modell wird aufgrund seiner Komplexitét nicht fiir
die Optimierung geeignet sein, seine Losung wire aber die gesuchte Antwort auf
die praktische Fragestellung. Im néchsten Kapitel wird dies Grundlage fiir die
Entwicklung eines einfacheren Modells sein.

4.1 Einzelfahrer

Wir untersuchen zunéchst nur ein einzelnes Schiff ohne Gegenverkehr. Dabei be-
trachten wir das Schiff von oben als zweidimensionales geometrisches Objekt, das
sich durch die Ebene bewegen kann. Vereinfacht kann das Schiff zum Beispiel als
Rechteck dargestellt werden. Unsere Aufgabe ist, einen Weg des Schiffs durch die
Ebene von einer Startposition A zu einem Ziel B zu finden, der alle Hindernisse
umgeht und auBlerdem eine moglichst kurze Fahrzeit realisiert.

Wie wir bereits gesehen haben, lisst sich die Fahrt des Schiffes durch die vom
taktischen Drehpunkt zuriickgelegte Kurve K vollstdndig beschreiben. Aus dieser
Kurve lasst sich zum Beispiel durch die Annahme konstanter Geschwindigkeit des
taktischen Drehpunkts die Fahrtzeit t(K) bestimmen. Wir wihlen die Fahrtzeit
als Zielfunktion und wollen das Minimierungsproblem min t(K) lésen, wobei
zahlreiche Nebenbedingungen zu beachten sind.

Definition 1 FEin Schiff S ist ein symmetrisches ebenes geometrisches Objekt. Es
besteht aus einem konvexen innerem Gebiet und einer einfach geschlossenen Kur-
ve, die dieses innere Gebiet begrenzt. Weiterhin besteht es aus einem Richtungs-
vektor R(S), der die Vorwdrtsfahrtrichtung anzeigt und einem Punkt TDP(S) im
inneren Gebiet des Schiffs, dem taktischen Drehpunkt.

Bemerkung 2 Die Symmetrie des Schiffes bezieht sich im Besonderen auf die
Fahrtrichtung und den taktischen Drehpunkt. Es existiert also eine Symmetrie-
achse in Fahrtrichtung, auf der der taktische Drehpunkt liegt.

Reale Schiffe lassen sich im Wesentlichen auf unsere Modellschiffe reduzieren.
Der Schiffsrumpf ist weitestgehend symmetrisch konstruiert und konvex. Da die
Lage des taktischen Drehpunkts als unverdnderlich angenommen wird, liegt er
auf einer Symmetrieachse des Schiffs. Auf dieser Achse legen wir den taktischen
Drehpunkt allerdings willkiirlich fest. Seine physikalische Bedeutung wurde be-
reits in Abschnitt 2 erldutert. Fiir eine praktische Aufgabe muss der TDP im
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Voraus bestimmt werden, damit er fiir das Modellschiff sinnvoll gewéhlt werden
kann.

Der TPD bewege sich auf einer stetigen Kurve K, die wir bereits als Kursachse
bezeichnet haben. Da das Schiff keine plétzlichen Richtungsdnderungen machen
kann und mit konstanter Geschwindigkeit vorwérts fahren soll, sei diese Kurve
auch stetig differenzierbar. Durch das Tréagheitsmoment des Schiffes ist die Kurs-
achse aber eine sogar zweimal stetig differenzierbare Kurve, da sich die Drehge-
schwindigkeit um den taktischen Drehpunkt ebenfalls stetig dndert.

Definition 3 FEine Kursachse K ist eine injektive und zweimal stetig differen-
zierbare Abbildung K : [a,b] C R — R? mit K'(u) #0 Yu € (a,b).

Bemerkung 4 Fiir die stetige Differenzierbarkeit in a und b betrachten wir die
links- bzw. rechtsseitigen Grenzwerte und Ableitungen in diesen Punkten.

Bemerkung 5 Wir bezeichnen mit Kursachse gleichzeitig auch die Bildmenge
der Abbildung aus Definition 3. Es ist meist aus dem Zusammenhang zu erkennen,
ob die Abbildung selbst oder ihre Spur gemeint ist. In Zweifelsfillen wird die
Formulierung ,Bild der Kursachse® verwendet.

Bemerkung 6 Die Parametrisierung legt die Orientierung der Kursachse fest.
Dadurch wird bestimmdt, in welcher Richtung die Kursachse vom Schiff zu befahren
15t.

Wir konnen also jede Kursachse K mit einer zweidimensionalen Kurve in Para-
meterform identifizieren.

Definition 7 Die Funktion t(K) = t(K,S) gibt die Fahrtzeit an, die ein Schiff
S bendotigt, um eine Kursachse K abzufahren.

Die Fahrtzeit ist im Allgemeinen nicht so einfach anzugeben. Daher werden wir
haufig auf Annahme 8 zuriickgreifen.

Annahme 8 Bei der Fahrt des Schiffes bewegt sich der taktische Drehpunkt auf
einer Kursachse mit konstanter Geschwindigkeit.

Damit héngt die Fahrtzeit linear von der Lange der Kursachse ab. Diese kann
durch Integration bestimmt werden.

Nicht jede willkiirlich festgelegte Kursachse kann von einem Schiff befahren wer-
den. Wir werden nun mehrere Bedingungen vorstellen, die an eine Kursachse
gestellt werden miissen. Auflerdem treffen wir folgende Bezeichnung:

Definition 9 Fine Kursachse K heifit zulissig, wenn sie alle an die Kursachse
gestellten Bedingungen erfillt.
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Eine Kursachse ist also zuléssig, wenn ein Schiff diese Kursachse in der Praxis
tatsdchlich abfahren kann.

Bemerkung 10 Ob eine Kursachse K zuldssig ist, ist auch vom betrachteten
Schiff S abhdingig.

Wir werden nun die an die Kursachse gestellten Bedingungen herausarbeiten. In
der Aufgabenstellung werden zwei Gebiete als Start- und Zielgebiet angegeben.
Auflerdem werden meist noch bestimmte Richtungen fiir die Ein- bzw. Ausfahrt
aus diesen Gebieten gefordert. Das Start- und Zielgebiet kann durch zwei Men-
gen Gg, Gz C R? beschrieben werden. Die Richtungsbedingungen sind allgemein
durch zwei Kegel Kg, K; C R? gegeben, die alle erlaubten Tangentialrichtungen
enthalten. Um spéter damit arbeiten zu konnen, treffen wir folgende Definitionen:

Definition 11 Ein Polygon ist eine zusammenhingende Fliche in der Ebene R?,
die durch endlich viele Strecken begrenzt wird.

Bemerkung 12 Wir sprechen von einem konvexen Polygon, wenn die Fliche
konvex ist. Konvexe Polygone konnen durch endlich viele lineare Ungleichungen
beschrieben werden.

Definition 13 FEine Startbedingung bzw. Zielbedingung besteht aus einem konwve-
zen Polygon G C R? und einem konvezen Kegel K C R2.

Bemerkung 14 Ein konvexer Kegel in der Ebene lisst sich ebenfalls durch end-
lich viele Ungleichungen beschreiben.

Fiir eine zuléssige Kursachse K miissen also zwei Zahlen a,b € R, a < b, existieren,
so dass

(a) € Gs, ( ) € GZ (1)
K’ CL) € Kg, K (b) € Ky

erfiillt sind.

Fiir praktische Problemstellungen besteht das Ein- und Ausfahrtsgebiet meist
nur aus einer Strecke senkrecht zur Flussachse. Die Richtungsbedingungen beste-
hen dann nur aus den Normalenvektoren an diese Strecken.

Ein Schiff hat einen minimal mdoglichen Wendekreis mit Radius 7,,;,. Dadurch
wird der Betrag der Kriimmung der Kurve K beschriankt. Fiir eine zuléssige
Kursachse K in Parameterform K (u) = K(z(u),y(u)) muss also die Kriimmungs-
bedingung
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gelten.

Aber erst durch das beengte Fahrwasser wird unsere Aufgabe interessant. Wir
fithren dazu die Schleppfliache formal ein:

Definition 15 Fin Schiff S heifit an einer Stelle x der Kursachse K angetragen,
wenn es so gedreht und verschoben worden ist, dass TDP(S) = K(z) und es ein
A > 0 gibt mit K'(x) = AR(S). Wird das Schiff S in jedem Punkt einer Kursachse
K angetragen, so bezeichnen wir die Vereinigung tiber alle Gebiete, die das innere
Gebiet des Schiffes S dabei iberdeckt, als Schleppfliche F(K,S).

Wir tragen also das Schiff S tangential entsprechend der Fahrtrichtung an das
Bild der Kursachse im taktischen Drehpunkt an. Trigt man in jedem Punkt der
Kursachse das Schiff an, so wird dadurch die Schleppfliache erzeugt.

Definition 16 FEin Hindernis H ist ein Polygon.

Es werden nur endlich viele Hindernisse betrachtet. Diese vereinigen wir zu einem
Gebiet U. Dies ist der Bereich, der nicht von einem Schiff iiberfahren werden kann.
Land, Untiefen, Briickenpfeiler usw. werden also durch Polygone approximiert
und in U zusammengefasst. Die Hindernisse werden dabei gleich um die nétigen
Sicherheitsabstidnde vergréfert. Eine giiltige Kursachse K erfiillt somit auch

F(K,S)NU = @. (3)

Auflerdem gilt bis auf wenige Ausnahmen auf den Wasserstrafien ein Rechts-
fahrgebot [10]. Analog zur Regelung im Straffenverkehr soll also auch ein Schiff
moglichst weit rechts fahren, um plotzlich auftauchendem Gegenverkehr auswei-
chen zu kénnen. Um realistische und mit der Gesetzgebung konforme Lésungen
zu erhalten, muss auch diese Rechtsfahrbedingung modelliert werden. Dies stellt
sich als sehr schwierig heraus, wie im Abschnitt 5 noch dargelegt werden wird.
Wir umschreiben sie daher vorlaufig durch einen booleschen Ausdruck:

rechts(K) = wahr. (4)

Fiir eine Kursachse K, die dem Rechtsfahrgebot entspricht, nimmt also rechts(K)
den Wert wahr an, sonst den Wert falsch. Da dies so nicht behandelbar ist,
werden wir diese Bedingung nicht in die Problemformulierung aufnehmen.
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Wir wollen also fiir den Einzelfahrer das folgende, noch sehr konzeptionell gehal-
tene Problem PE losen:

min ¢(K)
st. K€ C?*([a,b])
K(CL) € GS,K(b) € Gy
(PE) K'(a) € Ks, K'(b) € K (5)
' (wy" (u) =" (u)y’ (u) 1
f < Vu € (a,b
wervwnt | < e e (@)

F(K,S)NU =@

4.2 Begegnungsverkehr

Nun betrachten wir zwei Schiffe, die sich an jeder Stelle des Kanals passieren
konnen sollen. Wir suchen also zwei Kursachsen K; und K. Diese miissen alle
Bedingungen erfiillen, wie sie an den Einzelfahrer gestellt werden, haben aber
unterschiedliche Start- und Zielbedingungen sowie erlaubte Kurvenradien.

Da zwei Schiffe unterwegs sind, kann die Rechtsfahrbedingung einfach formuliert
werden. Wenn der Schnitt zwischen den beiden Schleppflachen leer ist, kénnen
die Schiffe kollisionsfrei fahren. Es ergibt sich also die Bedingung;:

F(K;,S) N F(Ky, Sy) = 2. (6)

Nun bleibt nur noch zu priifen, ob sich die Schiffe an der korrekten Seite pas-
sieren. Dies soll hier noch nicht im Detail behandelt werden, sondern wird im
Kapitel 6 bei der Bestimmung der Schnittfliche ausfiihrlich beschrieben.

Es gibt nun zwei Moglichkeiten, die Zielfunktion zu wéhlen. Zum einen bie-
tet sich minmax{t(Ki,S)), (K2, 52)} an. Allerdings ist diese Zielfunktion we-
nig hilfreich, wenn eines der Schiffe eine deutlich kiirzere Strecke zuriick legen
muss als das andere. Dann wird praktisch nur die Kursachse des Schiffs mit dem
langeren Weg optimiert. Als Zielfunktion wéhlen wir daher die zweite Variante
t(K1, S1) + t(K2,Sy). Mit der Summe der Fahrzeiten wollen wir erreichen, dass
keines der Schiffe bevorteilt wird, und verhindern, dass ein Schiff unnétig grofie
Umwege fahrt, nur damit das andere den Kanal md&glichst schnell passieren kann.
Bei dieser Zielfunktion werden beide Kursachsen optimiert. Gehen wir auflerdem
davon aus, dass ein Schiff den Kanal auf dem Riickweg auch in Gegenrichtung
nutzt, optimieren wir somit quasi die Gesamtfahrzeit des Schiffes.
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Damit ergibt sich fiir diesen Fall folgende Problemstellung PB:
min t(Kl, Sl) + t(Kg, SQ)

st. K, € 02([6LZ‘, bl]) 1=1,2
Ki(a;) € Gg,, Ki(b;) € Gy, 1=1,2
(PB) Kl(a;) € Kg,, K!(b;) € Ky, i=1,2 (7)
Zy/ -2/ @y | 1 gy, e (ai,bi) i=1,2
(@ (w)?+y;(u)?)2 Timin
F(K;,S;)nU =2 1=1,2

F(Klasl) N F(K2,S2) =0

Obige Darstellung des Problems ist zwar kurz, allerdings sehr unhandlich. Zum
einen ist die Klasse C? sehr grofi und die Darstellung einer speziellen Kursachse
im Computer nur schwer moglich, falls diese nicht durch einfache Funktionen
wie Polynome mit beschréanktem Grad beschreibbar ist. Andererseits sind einige
Nebenbedingung wie die Kriimmungsbedingung nur schwer zu iiberpriifen. Das
Modell muss also wesentlich vereinfacht werden.

4.3 Komplexitit des Problems

Im dritten Abschnitt haben wir uns mit dhnlichen Problemen des Motion-planning
befasst. Wir wollen nun auch fiir unsere Fragestellung eine Komplexitidtsaussage
treffen. Da wir Hindernisse und die Start- und Zielbedingungen durch Polygone
gegeben haben, ist die Kodierungslédnge bestimmt.

Satz 17 Die Probleme PE und PB liegen in der Klasse der NP-schweren Pro-
bleme.

Beweis. Wir betrachten in PE ein punktférmiges Schiff. Die Schiffsabmessungen
sind also 0 Meter Linge und 0 Meter Breite. Der taktische Drehpunkt sei der
Punkt, auf den das Schiff reduziert wurde. Die resultierende Schleppflache ist
somit identisch zur Kursachse. Die Start- und Zielbedingungen reduzieren wir
auf je einen Punkt und eine Richtung. Die Ufer und andere Hindernisse sind
durch Polygone beschrieben.

Die Suche nach einer zuldssigen Kursachse entspricht nun aber dem von Reif und
Wang in [13] vorgestellten Problem. Dort wird ein Weg fiir einen Punktroboter
gesucht, der nur bestimmte Kriimmungen fahren kann. Reif und Wang zeigen,
dass es NP-schwer ist, festzustellen, ob iiberhaupt ein Weg existiert.

Somit konnten wir also mit Hilfe eines Algorithmuses fiir PE eine Losung der
von Reif und Wang untersuchten Fragestellung angeben. PE ist somit ebenfalls
NP-schwer.

Setzt man nun die Start- und Zielbedingung fiir das zweite Schiff gleich (eine
zuldssige Kursachse ist also zum Beispiel ein Punkt dieser Menge), so kann man
mit Hilfe von PB ein Problem PE lésen. PB ist also auch NP-schwer. [
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5 Vereinfachung des Modells

In diesem Abschnitt wollen wir das bisherige Modell vereinfachen und die Eigen-
schaften genauer untersuchen. Dazu gehoren insbesondere die Interpolation der
Kursachse, das Rechtsfahrgebot, alternative Zielfunktionen sowie die anschlieffen-
de Relaxierung des Problems. Darauf aufbauend soll die Losung einiger einfacher
Probleme ermittelt werden, um spéater die Optimierungsalgorithmen testen zu
konnen.

5.1 Darstellung der Kursachse

Eine beliebige Kursachse aus C? kann im Computer praktisch nicht exakt darge-
stellt werden. Statt dessen muss die Kursachse durch eine endliche Anzahl Stiitz-
stellen gegeben sein. Die Kursachse soll dann durch eine geeignete Interpolation
ermittelt werden. Dafiir gibt es mehrere Moglichkeiten:

5.1.1 Interpolation durch Geraden- und Kreisbogensegmente

Bei dieser Interpolation soll die Kursachse aus Geraden- und Kreisbogensegmen-
ten zusammengesetzt werden, wobei zwischen zwei Stiitzstellen héchstens zwei
Segmente benutzt werden diirfen. In jeder Stiitzstelle ist zusétzlich noch die Tan-
gentenrichtung der Kursachse vorgegeben.

Offensichtlich verletzen wir mit dieser Interpolation die C?-Bedingung an die
Kursachse. An den Stellen, an denen die Segmente zusammengesetzt sind, &ndert
sich die Kriimmung unstetig. Dennoch hat diese Interpolation ihre Berechti-
gung. Untersuchungen der BAW haben gezeigt, dass Schiffe nach dem Einlenken
tatsdchlich einer Kreisbahn folgen. Dies ist auch verstédndlich, da der erfahrene
Schiffsfiithrer einmal einlenkt und dann nur gelegentlich korrigierend ins Steuer
eingreift. Auf einem geraden Kanalsegment fahrt der Schiffsfithrer natiirlich auch
geradeaus. Lediglich kurze Phasen beim Ein- und Auslenken lassen sich mit die-
ser Interpolation nicht exakt darstellen, ansonsten passt sie sehr gut zur Realitét.

Auflerdem hat diese Interpolation weitere Vorteile. Die Kriimmungsbedingung
(2) ist sehr einfach zu tberpriifen, da nur eine endliche Anzahl Kurvenradien
zu kontrollieren sind. Wird eine Stiitzstelle verandert, so wirkt sich dies nur lo-
kal aus. Die Interpolation zwischen den anderen Stiitzstellen bleibt unveréndert,
maximal vier Segmente miissen neu berechnet werden. Ebenso bleibt die Schlepp-
flache groBtenteils unberiihrt. Dies kann im Optimierungsalgorithmus ausgenutzt
werden.
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5.1.2 Interpolation mit zweimal stetig differenzierbaren Splines

Ohne uns auf eine spezielle Splineinterpolation wie kubische Splines festzule-
gen, wollen wir bereits einige Unterschiede zur Interpolation mit Geraden und
Kreisbogen herausarbeiten.

Mit Splineinterpolationen kann die C?-Bedingung leicht erfiillt werden. Hingegen
gehen andere Eigenschaften verloren. Da sich die Kriimmung stetig dndert, ist es
sehr schwer, mit Splines gerade oder gleichméfig gekriimmte Kurven gut nach-
zubilden. Das in der Realitdt beobachtete Fahrverhalten der Schiffe kann also
ebenfalls nicht exakt nachgebildet werden.

Wenn man bei einer Splineinterpolation eine Stiitzstelle verdndert, hat dies meist
Auswirkungen auf die gesamte Interpolation. Die Kursachse, die Schleppfliche
und die Uberschneidungen mit den Hindernissen miissen also auf der gesamten
Lénge neu berechnet werden. Dies bedeutet einen erheblich gesteigerten Rechen-
aufwand.

Aufgrund der Vorteile der Interpolation mit Geraden- und Kreisbogensegmenten
gegeniiber der Splineinterpolation mit zweimal stetig differenzierbaren Splines
haben wir uns fiir die erstgenannte Variante entschieden. Grundsétzlich sollte
sich das spéater beschriebene Optimierungsverfahren auch mit Hilfe der Spline-
interpolation realisieren lassen.

Wir ersetzen Definition 3 durch

Definition 18 Fine Kursachse K ist eine injektive und einmal stetig differen-
zierbare Abbildung K : [a,b] C R — R? mit K'(u) # 0 Yu € (a,b). Die Bild-
menge dieser Abbildung besteht aus einer endlichen Menge G(K) von Geraden-
segmenten und einer endlichen Menge B(K') von Kreisbogensegmenten und wird
mit Bild der Kursachse bezeichnet. Fir ein g € G(K) bezeichnet l, die Linge
des Geradensegments. Fiir ein h € B(K) bezeichnen ry, und ¢y, den Radius bzw.
Winkel des Kreisbogensegments.

5.2 Berechnung der Interpolation

Wir wollen nun die Interpolation der Kursachse durch Strecken und Kreisbogen
exakt beschreiben. Wir versehen die Ebene mit einem kartesischen Koordinaten-
system. Winkel werden im mathematisch positiven Sinn zur positiven Abszissen-
achse gemessen.

Definition 19 Fine Stiitzstelle z ist ein Element der Menge R x R x [0, 27). Die
Komponenten werden dabei in dieser Reihenfolge als z-Komponente, y-Komponente
und Richtung interpretiert.
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Bemerkung 20 Die Stiitzstellen werden spdter die verdnderbaren Grioffen im
Optimierungsverfahren sein. Jede Stitzstelle bedeutet also drei Variablen fiir den
Optimierungsprozess.

Bemerkung 21 Die dritte Komponente einer Stiitzstelle ist eine Winkelanga-
be. Im weiteren werden Winkel immer modulo 2w betrachtet. Wird durch Rech-
nung ein Winkel ¢ ¢ [0,2m) erhalten, so wird er durch geeignete Addition von
2km, k € Z in das Intervall [0,27) abgebildet. Damit werden Mehrdeutigkeiten bei
Winkelangaben vermieden.

Es seien Stiitzstellen zp = (zk, yk,wr), n € {1,...,n} gegeben. Die Tangential-
richtungen ermitteln sich dann aus

~ [ coswy
be = ( sin wy, ) (8)
Definition 22 Die Funktion w : R*\0 — [0, 27) ordne jedem Vektor einen Win-

kel zu, so dass gilt:
L cosw (ﬂ
IA>0mitt =\

sin w (f)
Wir benotigen dies fiir

Definition 23 Die Kursachse K : [a,b] C R — R? erfiillt die Interpolationsbe-
dingungen in den Stitzstellen zi,...,z,, wenn Zahlen si,...,s, € R existieren
mit

e a=5<..<8,=b

oz = ( w([f(((’z)i)) ) Vie{1,..,n}

Bemerkung 24 Wenn wir von einer durch Interpolation aus den Stiitzstellen
21y ..es Zn gewonnenen Kursachse K sprechen, dann erfille K die Interpolations-
bedingungen in zy, ..., Zp.

Zwischen zwei aufeinander folgenden Stiitzstellen wollen wir nun so hochstens
zwei Kreisbogensegmente oder Strecken legen, dass die Segmente an den Stiitz-
stellen die vorgegebenen Tangenten haben und an ihrem Beriihrpunkt in der
Tangentenrichtung iibereinstimmen. Dies ist bis auf einen nicht relevanten Fall
(sieche Betrachtungen zu Formel (12)) immer moglich. Kann man nicht mit nur
einer Strecke oder einem Kreisbogen zur néchsten Stiitzstelle gelangen, so kann
man zwei hinreichend kleine Kreise so an die Stiitzstellen legen, dass sie in diesen
Punkten gerade die gegebenen Tangentenrichtungen haben. Nun bewegt man die
Kreismittelpunkte orthogonal zu den Tangentenrichtungen und passt den Radius
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Abbildung 2: Interpolation mit zwei Kreisbogen

so an, dass die Kreise weiterhin durch die Stiitzstellen verlaufen. Dadurch kann
man die Kreise solange gleichméfig vergréflern, bis sie sich beriihren. Offensicht-
lich hat man dann eine Interpolation gefunden, da dann auch die Tangenten im
Beriithrpunkt iibereinstimmen.

Andererseits zeigt dies, dass die Interpolation durch die Stiitzstellen und Tangen-
tenrichtungen noch nicht eindeutig gegeben ist. Verkleinert man bei einer Lésung
wie in Abbildung 2 den ersten Kreis, so kann man den zweiten Kreis so weit
vergrofern, dass er den ersten wieder beriihrt und hat somit eine andere Inter-
polation gefunden.

Wir streben aber eine eindeutige Interpolationsvorschrift an. Es ist also interes-
sant, wieviele Moglichkeiten wir nun noch fiir die Wahl der Radien haben. Dafiir
untersuchen wir die Lage aller moglichen Beriihrpunkte der Kreissegmente. Hier-
bei ist folgendes, sicherlich schon bekanntes Resultat interessant, das wir aber
nicht in der Literatur gefunden haben. Es soll daher kurz bewiesen werden:

Lemma 25 In der Ebene seien zwei Punkte A und B gegeben. Die Gerade g
verlaufe durch A und die Gerade h durch B. Der geometrische Ort aller Beriihr-
punkte zweier Kreise durch A mit Tangente g bzw. durch B mit Tangente h sind
zwei Kreise durch A und B.

Beweis. Wir beweisen dies mit Hilfe der Inversion am Kreis (Abbildung 3).
Sei k der Kreis um A durch B. Wir spiegeln an diesem Kreis k. Kreise durch A mit
Tangente g werden dabei auf zu g parallele Geraden abgebildet. Wir bezeichnen
diese Geradenschar mit G. Die Gerade h wird in einen Kreis m abgebildet, der
durch A und B und den zweiten Schnittpunkt S von h und k verlauft. Sollten S
und B identisch sein, so ist AB gerade der Durchmesser von m. Der Kreis m habe
in B die Tangente h’. Da Orthogonalitét erhalten bleibt, werden alle Kreise durch
B mit Tangente h in Kreise durch B mit Tangente h’ abgebildet. Wir bezeichnen
diese Schar von Kreisen mit H.
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Abbildung 3: Planfigur zu Lemma 25

Wir betrachten nun einen beliebigen Kreis der Schar H mit Mittelpunkt M. Die-
ser beriihrt genau zwei der Geraden aus G in den Punkten U und V (zur besseren
Ubersichtlichkeit ist in Abbildung 3 nur eine dieser Geraden eingezeichnet). Als
Radien des Kreises sind die Strecken BM und MU gleich lang. Der Winkel zwi-
schen BM und MU ist unabhéngig vom Radius des Kreises und konstant, da BM
orthogonal zu h” und MU orthogonal zu g ist. Gleiches gilt fiir den Punkt V.
Somit ist der geometrische Ort aller Beriihrpunkte zwischen Geraden aus G und
Kreisen aus H zwei Geraden durch B.

Spiegelt man nun erneut an k, werden diese Geraden in den geometrischen Ort
aller Beriihrpunkte der Kreise durch A mit Tangente g und durch B mit Tangente
h {iberfiihrt, da G und H gerade dieses Kreisen entsprechen. Man erhélt dabei
aber zwei Kreise durch A und B, womit die Behauptung bewiesen ist. [

Bemerkung 26 Die Kreise durch A und B kionnen auch zu Geraden entarten,
konnen dann aber als Kreise mit unendlich groflem Radius betrachtet werden.

Man iiberzeugt sich nun leicht davon, dass nicht alle dieser Punkte sinnvolle
Losungen fiir unsere Interpolation sind. Zwar stimmt stets die Tangentenrich-
tung am Beriihrpunkt der Kreise, der Richtungssinn kann sich jedoch umdrehen.
Das heifit, das Schiff muss auf der Stelle um 180° wenden, um dieser Kursachse
folgen zu koénnen.

Nach Lemma 25 gibt es nur zwei mdogliche Beriihrpunkte, wenn der erste Kreis
durch A fest gewéhlt wird. Er schneidet die beiden Kreise durch A und B in vier

Punkten, zwei dieser Punkte sind aber der Punkt A selbst und entfallen daher.
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Abbildung 4 zeigt die beiden wesentlichen, nicht entarteten Fille, die dabei auf-
treten. Der Kreis durch A sei vorgegeben.

Abbildung 4: Zwei (un-)mogliche Interpolationen

Eine der beiden Losungen (blau) ist fiir unsere Aufgabe stets ungeeignet. Sie ist
allerdings sinnvoll, wenn in B die entgegengesetzte Richtung gefordert ist. Dann
werden in Abbildung 4 nicht die hervorgehobenen roten Kreisbogen gefahren,
sondern den Kreisen durch A bis zur Wendestelle gefolgt. Dort wird nicht gedreht,
es sind nun die nicht vollstdndig eingezeichneten groflien Kreiségen zu fahren.
Daraus ergibt sich folgendes Korollar:

Korollar 27 Die Interpolation zwischen zwei Stiitzstellen ist durch die Vorgabe
eines Kreises oder einer Geraden an einer Stitzstelle eindeutig bestimmit.

Wir haben also pro Stiitzstelle noch einen wéahlbaren Freiheitsgrad. Aus Lemma
25 und Korollar 27 ergibt sich damit sofort Korollar 28, das unter anderem die
Existenz sichert:

Korollar 28 FEs seien zwei Stiitzstellen gegeben. Fiir jede Vorgabe eines Kreises
oder einer Geraden durch eine Stitzstelle entsprechend der Tangentenrichtung
existiert eine eindeutige Interpolation mit Geraden- und Kreisbogensegmenten
zwischen diesen Stiitzstellen.

Um im Weiteren Rechts- von Linkskurven einfach unterscheiden zu konnen, tref-
fen wir folgende Konvention: Ein positiver Kurvenradius r bedeutet eine Links-
kurve mit dem entsprechenden Radius r, ein negativer Radius r demzufolge eine
Rechtskurve mit Radius -r. Dies ist sinnvoll, da sich der Mittelpunkt des Kreises
dann durch z; 4+ rn; berechnen liasst, wobei 77; der um 90° im mathematisch po-
sitiven Sinn gedrehte Normaleneinheitsvektor zu ¢; ist.

Damit ist also die Interpolation durch die Vorgabe eines Radius pro Stiitzstelle
eindeutig bestimmt. Wir wollen nun zwei M6glichkeiten diskutieren, wie die Ra-
dien gewéhlt werden konnen. Besonderen Wert legen wir dabei auf die Stetigkeit
der Interpolation.
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Definition 29 Fine e-Umgebung des Punktes x € R"™ ist die Menge U.(x) =
{yeR": |ly —af| <e}.

Definition 30 Fine e-Umgebung einer Menge M C R" ist die Menge U (M) =
{y e R" : 3z € M mit ||y — x| < €}.

Die e-Umgebung einer Kurve bezeichnen wir auch als e-Schlauch.

Definition 31 FEin Interpolationsverfahren heifit stetig, falls fiir jede beliebige
Kurve K, gegeben durch Stiitzstellen, fir jedes € > 0 ein 6(¢) > 0 gibt mit der
Figenschaft, dass die entstehende Kurve Kj() stets innerhalb eines e-Schlauches
um die Kurve K liegt, wenn die Stiitzstellen der Kurve K in einer 6(€)-Umgebung
verdndert werden.

Wir verstehen unter Stetigkeit also, dass sich die Kursachse nur geringfiigig
dandert, wenn die Stiitzstellen nur gering verdndert werden.

Wir werden nun stets von Annahme 8 ausgehen, somit also nur die Liange der
Kursachse betrachten.

5.2.1 Gleichmiflige Radienwahl

Im allgemeinen benétigt man fiir die Interpolation zwischen zwei Stiitzstellen
auch zwei Kreisbogensegmente. Eine Moglichkeit ist nun, die Radien dieser Bogen
betragsméfig gleich grof§ zu wihlen. Ohne Einschréinkung kénnen wir annehmen,
dass die Radien unterschiedliche Vorzeichen besitzen. Gleiche Vorzeichen wiirden
zwei Kurven in die gleiche Richtung mit gleichen Radien bedeuten, wéren also
durch nur einen Kreisbogen darstellbar.

Daraus ergibt sich folgende Beziehung, da die Mittelpunkte der Kreise gerade den
doppelten Radius als Abstand haben miissen:

2r; = ||z + rifti — (211 — riftiga)| )

Die Vektoren 17; wurden als Einheitsvektoren eingefiithrt. Das Minus bei z;,; —
r;”;+1 ergibt sich eben daraus, dass der zweite Kreisbogen eine Kurve in die
andere Richtung beschreibt. Man erhalt:

4r2 = ||z — ziga ||* + 202 + 202 (i1, Mig1) — 2ri(zi — Zig1, T + fig1) (10)
Lost man diese quadratische Gleichung, ergibt sich fir (7;, 7i;41) # 1:
(& =z T ) n \/((Zz — Ziy1, 10 + ﬁi+1>)2 |z — zi41]?

CER 2—2<ﬁz,ﬁz+1> 2_2<ﬁ27ﬁ2+1> 2_2<ﬁ“ﬁl+1>

(11)
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Man bekommt also tatséchlich zwei Lésungen, wenn die beiden Normalenvektoren
nicht identisch sind. In jenem Fall kann Gleichung (10) nicht zu (11) umgeformt
werden (Division durch Null). Man erhélt dann aus (10):

- Hzi - Zz‘+1||2

= 12
' <Zi — Zi+1, ﬁz> ( )

Gleichung (12) ist nicht losbar, wenn die Stiitzstellen identisch sind oder durch
eine Gerade verbunden werden konnen (ebenfalls Divion durch Null). In diesem
Fall werden wir also das Geradensegment als Verbindung der Stiitzstellen wéhlen,
bei identischen Stiitzstellen mit Lénge 0. Hierbei kann auch die zweite Stiitzstelle
vor der ersten Stiitzstelle auf dieser Geraden liegen, das Schiff wiirde also ge-
radeaus riickwirts fahren. Fiir diese Situation ist keine Interpolation mit gleich
groflen Radien moglich. Wir lassen daher die Riickwértsfahrt zu, da dieser Fall
in der Praxis nicht zu erwarten ist.

Im Allgemeinen findet man nach Formel (10) zwei Losungen. Dabei besteht die
eine aus einer Links- mit anschlieBender Rechtskurve, bei der anderen wird zuerst
nach rechts und dann nach links gesteuert. Eine der beiden Losungen ist meist
wenig sinnvoll, da das Schiff dabei eine grofie Schleife fahrt (Abbildung 5). Aufler-
dem wird jene Losung zu unerlaubten Uberschneidungen der Kursachse fithren.
Hat man zwei Losungen aus (10) erhalten, wird man sich fiir jene entscheiden, die
den kiirzeren Weg zwischen den Stiitzstellen liefert. Der Beriihrpunkt der beiden
Kreise ist der Mittelpunkt der Strecke zwischen den beiden Kreismittelpunkten.
Daraus lassen sich die Winkel und somit die Bogenléngen der Kreissegmente und
damit die Lange der Interpolation ermitteln.

)

\

Abbildung 5: Zwei mogliche Interpolationen

Man kann zeigen, dass beide aus je einer der Losungen resultierende Interpola-
tionen fast immer stetig von den Stiitzstellen und Tangentenvektoren abhéngen.
Die Radien lassen sich durch stetige Funktionen ermitteln, ebenso die Kreismit-
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Abbildung 6: Unstetigkeit der Interpolation

telpunkte und damit die Winkel und Bogenléngen. Durch die Entscheidung fiir
die kiirzere Interpolation entstehen allerdings Sprungstellen:

Beobachtung 32 Das Interpolationsverfahren mit gleichmdajfiger Wahl der Ra-
dien ist nicht stetig (Abbildung 6).

Beweis. Wir zeigen das Gegenbeispiel aus Abbildung 6. Wir betrachten zwei
Stiitzstellen z; o, die auf einer Geraden mit Richtungsvektor ¢ liegen. Die Rich-
tungen wi o in den Stiitzstellen seien so gewdhlt, dass

(5 ) e ()
sin wy sin ws
Bei dieser Wahl der Stiitzstellen existieren zwei gleich lange Interpolationen, die
in Abbildung 6 dargestellt sind.
Aus Symmetriegriinden ist hier die Interpolation der Kursachse unstetig. Wenn

eine Stiitzstelle um ¢ in der Normalenrichtung zu ¢ versetzt wird, ist jeweils eine
der beiden Interpolationsvarianten die kiirzere. |

Die Léange der Kursachse éndert sich dabei dennoch stetig. Auflerdem ist dieser
Fall in der Praxis nicht zu erwarten. Es gibt aber weitere Beispiele fiir Unste-
tigkeit bei dieser Interpolation. Wir betrachten zwei Stiitzstellen und beobach-
ten die Interpolation bei Drehung der Tangentenrichtung der zweiten Stiitzstel-
le um 360°. Es gibt eine Richtung, bei der die beiden Stiitzstellen durch einen
Kreisbogen exakt verbunden werden kénnen. Dies erhélt man auch als doppelte
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Losung aus (10), wobei jeweils einer der zwei Kreisbogen Lénge 0 hat. Beide In-
terpolationsmoglichkeiten sind dann also identisch, die Interpolation somit stetig.
Verdndert man nun den Winkel der zweiten Stiitzstelle in die eine Richtung, wird
die Rechts-Links-Variante die kiirzere sein, bei Drehung in die andere Richtung
wird die Links-Rechts-Variante gewéhlt werden. Demnach muss es eine weitere
Situation geben, bei der beide Varianten gleich lang sind. Diese wird, &hnlich
zu Beobachtung 32, eintreten, wenn der Tangentenvektor etwa in Richtung der
ersten Stiitzstelle zeigt. Allerdings sind die beiden Interpolationen in diesem Fall
nicht identisch, die Interpolation der Kursachse also nicht stetig. Solche starken
Richtungsénderungen zwischen zwei Stiitzstellen sind aber in der Praxis unwahr-
scheinlich.

5.2.2 Optimierte Radienwahl

Eine andere Moglichkeit ist, die Radien im Optimierungsalgorithmus wéhlen zu
lassen. Zusétzlich zu den Koordinaten der Stiitzstellen kommt fiir jede Stiitzstelle
noch eine Variable fiir den Radius des nichsten Kreisbogens hinzu. Der zweite
Radius ergibt sich dann aus einer dhnlichen Gleichung wie im Fall fiir gleich grofe
Radien.

ri| 4 |ri| = |20 4+ 7y = (2is1 + rigTiiga) | (13)

Die Radien werden dabei so gew#hlt, dass die Kursachse moglichst kurz ist.

Beobachtung 33 Das Interpolationsverfahren mit optimierter Wahl der Radien
15t micht stetig.

Beweis. Wir konnen die gleiche Konstellation wie im Beweis von Beobachtung
32 nutzen. Aus Symmetriegriinden liegt auch hier eine Unstetigkeitsstelle vor.
Abbildung 8 zeigt jedoch einen weiteren Fall, der die Unstetigkeit noch deutlicher
zeigt. [

Wir wollen dieses Interpolationsverfahren dennoch néher untersuchen, da sich in-
teressante Ergebnisse fiir die spétere Optimierung ergeben. Dazu betrachten wir
nur die Lénge der Kursachse und den Einfluss zu starker Kriimmungen. Hinder-
nisse seien nicht vorhanden.

Wir ermitteln nun die Lange der Kursachse zwischen zwei Stiitzstellen zq, z5. Da-
zu erinnern wir uns, dass nach Lemma 25 alle Beriihrpunkte auf zwei Kreisen
durch z; und z; liegen. Da nur eine Losung zuléssig ist, betrachten wir nur einen
dieser Kreishégen zwischen z; und 2o mit Mittelpunkt M.
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Abbildung 7: Optimierte Wahl der Radien

Die auftretenden Groflen sind aus Zeichnung 7 erkenntlich. Wir kénnen nun die
Lénge der Kursachse nur durch den Winkel ¢ ausdriicken. Es gilt:

0<o<Q<m

¢ =20+ 3-9Q)

¢ = 2(¢ + )

r = sin(Q—¢) _ sin(Q—¢)
1 sins(lg;ﬁJrQ—qb) sin(¢+6—9Q)

rr=Raars

Die Léange ist die Summe der Bogen:

_ _ p+B-Q o+3 .
l=o¢1r1+ ¢ars = R (sin(¢ - ) sin(Q — ¢) + —sin(q§ e 51n¢) (14)
Wir betrachten nun die Funktion
b

Diese Funktion besitzt fiir 2 + b = 0 eine hebbare Polstelle und wir setzen
f(=b) := sin —b.

Vermutung 34 Die Funktion f ist fir 0 < b < w im Intervall (—m — b,m — b)
konvex und somit f"(x) > 0.

Diese Vermutung wurde aufgrund der graphischen Darstellung der Funktion in
verschiedenen Computeralgebrasystemen gewonnen. Der Nachweis war mir aber
durch die sehr komplizierte zweite Ableitung und die hebbare Polstelle nicht
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Abbildung 8: Unstetigkeit bei der optimierten Wahl der Radien

vollstdndig moglich. Nehmen wir an, dass diese Vermutung zutrifft, so ist die
Funktion

g(x) = flz) = flz—y) O0<y<2m (16)

im Intervall (—m —b+y, ™ —b) monoton wachsend. Die Liange der Kursachse (14)
wird aber gerade durch eine Funktion der Form ¢(¢) beschrieben:

l:R(—qH—ﬁ sin ¢ — o+ o1

s+ ) (o + gy e Q)) 1"

Also ist die Lénge monoton wachsend mit ¢. Die kiirzeste Kursachse wiirde man
also fiir ¢ = 0 erhalten.

Dieses Ergebnis bedeutet, dass das Schiff ohne die Kriimmungsbeschrénkung auf
einem langen Kreisbogen zur néchsten Stiitzstelle fahren und dort auf der Stelle
drehen wiirde. Liegt der Kreisbogen durch z; und z, auf der anderen Seite, ist
die Rolle von ¢ und ¢, vertauscht, das Schiff wiirde also erst drehen und dann
einem Kreisbogen folgen. Das Ergebnis war auch zu erwarten. Ohne beschrénkte
Kriimmung wére der kiirzeste Weg, stets auf der Stelle zu drehen und dem Poly-
gonzug durch die Stiitzstellen zu folgen.

Dies bedeutet, dass das Schiff zwischen zwei Stiitzstellen eine moglichst enge,
durch den minimalen Kurvenradius beschrinkte und eine moglichst weite Kurve
fahrt.

Wir betrachten nun den Fall, dass der Tangentenvektor zweier aufeinander fol-
gender Stiitzstellen gleich ist. In der mittleren Skizze in Abbildung 8 sind die
Tangentenvektoren parallel und alle Interpolationen gleich lang. In den dane-
benstehenden Skizzen ist der rechte Tangentenvektor leicht gedreht und die je-
weils kiirzeste Interpolation eingezeichnet. Wird also die Tangentenrichtung einer
Stiitzstelle leicht verdndert, springt die Kursachse. Wir haben hier, falls Vermu-
tung 34 zutrifft, weitere Unstetigkeitsstellen gefunden. Diese treten in der Praxis
sehr héufig auf.
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Bemerkung 35 In Unstetigkeitstellen existieren meist mehrere gleich lange In-
terpolationsmaglichkeiten. Wir miissen uns fir eine Maglichkeit entscheiden.

Da die Kursachsen in diesen Fillen meist symmetrisch sind, wird eine Wahl meist
willkiirlich erscheinen, da es keinen Grund gibt, eine bestimmte Kursachse zu be-
vorzugen. Bei der Implementation sollte aber die Eindeutigkeit gewahrt bleiben,
also keine zuféllige Wahl stattfinden.

5.2.3 Vergleich der Interpolationsverfahren

Beide Interpolationsverfahren sind unstetig. Das Verfahren, bei dem die Radien
ebenfalls optimiert werden, ist deutlich aufwendiger, scheint aber wesentlich mehr
Kursachsen zuzulassen. Dies wird aber durch folgende Beobachtung wiederlegt:

Lemma 36 Sei die Kursachse K durch die Interpolation mit optimierter Radi-
enwahl entstanden. Dann kann K auch durch geeignete Stiitzstellenwahl durch die
Interpolation mit gleichmdfiger Radienwahl erzeugt werden.

Beweis. Wir wihlen zusétzliche Stiitzstellen dort, wo in K Kreisbogensegmente
aufeinander treffen. Als Richtung fiir diese Stiitzstellen wahlen wir die entspre-
chende Tangentenrichtung an K in dieser Stelle.
Wir wenden die Interpolation mit gleichméfiger Radienwahl auf diese Stiitzstel-
len an. Da zwei aufeinander folgende Stiitzstellen durch einen Kreisbogen oder
eine Strecke exakt verbunden werden konnen, wird die Interpolation genau dies
tun. Wir erhalten die gleiche Kursachse K, womit die Behauptung bewiesen ist.
|

Die gleichmé&fle Wahl der Radien ist also keine Einschrénkung, wenn mehr Stiitz-
stellen verwendet werden. Da sie leichter zu implementieren ist und auch die
Unstetigkeiten bei dieser Interpolation weniger schwerwiegend erscheinen, soll sie
im Optimierungsalgorithmus verwendet werden.

5.3 Alternative Zielfunktionen

Bisher haben wir die Fahrtzeit, die ein Schiff fiir das Abfahren einer Kursachse
benotigt, als Optimierungsziel angegeben. Wir wollen nun alternative Zielfunk-
tionen diskutieren.

5.3.1 Léange der Kursachse

Wir haben bereits in Annahme 8 den Fall betrachtet, dass sich der taktische Dreh-
punkt entlang einer Kursachse mit konstanter Geschwindigkeit bewegt. Messen
wir also die Schiffsgeschwindigkeit im TDP, so wird eine Kursachse von einem
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Abbildung 9: Schleppfliche eines rechteckigen Schiffs

Schiff mit konstanter Geschwindigkeit durchfahren. Auf vielen Binnengewéssern
existiert eine zuléssige Hochstgeschwindigkeit vy, die meist bei 12 km/h liegt
(in der Binnenschifffahrt werden Geschwindigkeiten stets in km/h, nie in Knoten
angegeben) [10]. Andererseits konnen Schiffe mit Hilfe von Bugstrahlrudern und
anderen Manovrierhilfen nahezu auf der Stelle drehen. Wir nehmen daher an,
dass eine Kurve mit dem minimal fahrbaren Kurvenradius nach Bedingung (2)
mit der zuldssigen Hochstgeschwindigkeit durchfahren werden kann.

Definition 37 Die Linge einer Kursachse K wird mit [(K) bezeichnet.

Somit ist:
U(K) = (K, S) Vs (18)

Die Lange der Kursachse héangt linear von der Fahrtzeit ab, die fiir die Kursachse
bendtigt wird. Die Lénge der Kursachse ist damit eine dquivalente Zielfunktion.

5.3.2 Schleppfliche

Die Schleppfiiche muss fiir die Berechnung der Uberschneidungen des Schiffes mit
den Hindernissen bestimmt werden. In diesem Zusammenhang wurde untersucht,
ob die Grofle der Schleppflache ein geeignetes Maf fiir die Optimierung ist. Diese
Zielfunktion wurde von der Bundesanstalt fiir Wasserbau bisher genutzt, da man
vermutete, dadurch eine kurze Kursachse zu erhalten und gleichzeitig dem Be-
gegnungsverkehr moglichst wenig Platz wegzunehmen. Insbesondere wollte man
kleine Kurvenradien vermeiden, da das Schiff dabei eine besonders breite Schlepp-
fliche erzeugt. Bei der Berechnung der Schleppfliche stellt sich aber heraus, dass
diese fast linear von der Léange der Kursachse abhéngt. Dazu betrachten wir den
Fall, das der TDP exakt am Bug eines rechteckigen Schiffes liegt und bestimmen
die Schleppflache. Dafiir betrachten wir die vier Kurven, die durch die Eckpunkte
des Rechtecks erzeugt werden.
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Abbildung 9 zeigt das rechteckige Schiff (schwarz) bei der Fahrt durch eine
Rechtskurve. Die dabei erzeugte Schleppfliche besteht aus den dunkelgrau her-
vorgehobenen Flachen und der linken hellgrauen Fliche. Die beiden hellgrau-
en Fliachen haben den gleichen Fliacheninhalt, da bei Vergroflerung der beiden
Flachen um das kleine weifle Flachenstiick zwei dquivalente Flachen entstehen.
Seien [ und b die Schiffsabmessungen, dann ergibt sich mit den Bezeichnungen
aus Definition 18:

Lemma 38 Die Grofse der Schleppfliche A(F(K)) eines rechteckigen Schiffs ist
beschrdnkt durch

AF(E) < Y b+ Y %¢h(2rhb+12). (19)

geG(K) heB(K)

Beweis. Diese Formel folgt sofort aus den Vorbetrachtungen zu Abbildung 9. Die
Radien der Schleppflichenrénder lassen sich mit Hilfe des Satzes von Pythagoras

bestimmen:
b b\ >
ey und \/(Th+§) + 12

Wir berechnen nun die Schleppfliche, indem wir iiber die Flachen der einzel-
nen Abschnitte summieren. Dabei vernachlissigen wir kleine Uberschneidun-
gen, die beim direkten Aufeinanderfolgen von Rechts- und Linkskurven auftre-
ten konnen. Geradensegmente erzeugen eine rechteckige Schleppflache der Grofie
l4b. Die durch ein Kreisbogensegment erzeugte Schleppfliche kann mit Hilfe der
Vorbetrachtungen auf die einfache Berechnung eines Kreissektors zuriickgefiihrt

werden: , ,
1 b b
§¢h(<rh+§) —I—l2—<rh—§) )

Durch Summieren erhilt man nun Formel (19). |

Bemerkung 39 Beim Aufeinanderfolgen von Rechts- und Linkskurven kommt
es zu Uberschneidungen der Schleppflichensegmente, die von Formel (19) nicht
beriicksichtigt werden. Der von (19) bestimmte Niherungswert fir die Grifle der
Schleppfiche ist also etwas gréfier als der korrekte Wert.

Wir fassen (19) zusammen und erhalten:

AF(R) < UKD+ 3 Jont® (20)
heB(K)

Andererseits gilt die Abschétzung
A(F(K)) = [(K)b, (21)
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da die Schleppfliche mindestens so breit wie das Schiff und so lang wie die Kurs-
achse ist.

Die Schleppflache berechnet sich also aus Lénge der Kursachse mal Schiffsbrei-
te und einem Summanden, der die verbreiterte Schleppflache bei Kurvenfahrt
beriicksichtigt. Dieser héngt aber nicht von den Kurvenradien ab.

Beobachtung 40 Die Schleppfliche als Zielfunktion ist bis auf einen linearen
Bestrafungsterm fiir Kursdanderungen linear zur Linge der Kursachse.

Die Radien haben keinen Einfluss auf den Funktionswert. Es wird somit auch
nicht verhindert, dass die Schleppfliche durch kleine Radien an einigen Stellen
sehr breit wird. Aulerdem sind die notigen Kursdnderungen im Prinzip durch
den Verlauf des Gewissers vorgegeben, die Bestrafung fiir Kurséinderungen muss
somit bei jeder zuldssigen Kursachse in gewissem Mafle erfolgen. Die Optimie-
rung muss lediglich festlegen, wo und wie schnell Kursénderungen erfolgen. Auch
eine nach der Lénge optimierte Kursachse wird keine unnotigen Kurven haben,
sondern das Schiff wird das Ziel auf moglichst geradem Weg ansteuern. Daher ist
kein spiirbarer Unterschied zwischen den Zielfunktionen zu erwarten.

Wir werden daher die Lange der Kursachse als Zielfunktion verwenden.

5.4 Rechtsfahrgebot

Wir haben das in Abschnitt 4 erwidhnte Rechtsfahrgebot noch nicht néher be-
handelt. Allerdings haben wir fiir den Begegnungsverkehr bereits eine einfache
Realisierung gefunden, indem die Schleppfliche des Gegenverkehrs auf der rich-
tigen Seite passiert werden muss. Es bleibt also noch der Fall des Einzelfahrers
zu untersuchen.

Der Einzelfahrer soll auf der rechten Seite des Flusses fahren, um Platz fiir mogli-
chen Gegenverkehr zu lassen. Insbesondere soll er also Linkskurven nicht schnei-
den. Dadurch wird aber die Kursachse verlangert. Die Schwierigkeit liegt nun
darin, ein MaB fiir das Rechtsfahren anzugeben, also eine Gréfle zu finden, an-
hand derer man das Einhalten des Rechtsfahrgebotes beurteilen kann.

Hierfiir gibt es mehrere Moglichkeiten. Eine Variante ist die Berechnung der
Fléche zwischen rechtem Ufer und rechtem Schleppflichenrand. Ist diese Fléache
klein, so fiahrt das Schiff auch weit rechts. Ein anderes Verfahren versetzt den
Rand des linken Ufers in Richtung Flussmitte. Dadurch muss das Schiff in der
rechten Kanalhélfte fahren. Wird dieser gedachte Kanal zu eng, so muss bevor-
zugt das linke Ufer iiberschnitten werden. Dort ist noch genug Spielraum, da
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es sich nur um eine gedachte Uferlinie handelt. Das tatséchliche Ufer kann als
zusétzliches Hindernis beibehalten werden.

Allen bisherigen Varianten ist gemein, dass sie erheblichen zusétzlichen Rechen-
aufwand benotigen, aber keine zufrieden stellenden Ergebnisse liefern. Ist der
Kanal sehr breit, so fahren die Schiffe unnétig weit rechts und somit deutliche
Umwege. Beim ersten Ansatz bereiten Buchten oder Héfen auf der rechten Ka-
nalseite grofle Schwierigkeiten, da das Schiff fiir eine moglichst kleine Flédche in
diese Buchten einfahrt. Dabei kann es passieren, dass es so eng abbiegt, dass
das auslenkende Heck den Kanal fiir Gegenverkehr vollstdndig blockieren wiirde.
Beim zweiten Verfahren wird das Rechtsfahrgebot im Bereich von Buchten auf
der linken Seite nur unzureichend erfiillt. Gegenverkehr wird zum Ausweichen in
diese Bucht gezwungen.

Ob sich ein Schiff an das Rechtsfahrgebot hélt, ist an der ungehinderten Fahrt
des moglichen Gegenverkehrs zu erkennen. Soll also das Rechtsfahrgebot fiir den
Einzelfahrer beriicksichtigt werden, so ist die wahrscheinlich beste Variante, auch
diesen Fall als Begegnungsverkehr zu behandeln. Die Kursachse und Schlepp-
flache des zweiten Schiffes dienen dann zugleich als Nachweis fiir die ungehinderte
Durchfahrt des Gegenverkehrs. Gleichzeitig wird aber nicht unnétig Platz gelas-
sen, sondern nur genau soviel wie nétig. Wir erhalten also aus dem Begegnungsfall
auch die Kursachsen fiir den Einzelfahrer mit Rechtsfahrgebot. Wir werden diese
Probleme somit nicht mehr getrennt betrachten. Die Formulierung des Rechts-
fahrgebotes, wie sie in 4.1 angestrebt wahr, kann entfallen.

5.5 Das endgiiltige Modell

Wir kénnen nun mit Hilfe der obigen Annahmen und Untersuchungen ein ver-
einfachtes Modell erstellen. Dieses Modell wird mit Hilfe der Betrachtungen aus
Abschnitt 5.6 und 5.7 mit mathematischen Optimierungsverfahren behandelbar
sein.

Definition 41 K, . bezeichnet die durch Interpolation mit gleichmdfliger Ra-
dienwahl aus den Stiitzstellen z1, ..., z, bestimmte Kursachse K.

Bemerkung 42 Durch Umparametrisierung kann in Definition 23 stets a=0 und
b=1 gewdhlt werden. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit gelte also in den
weiteren Betrachtungen



Viele Stiitzstellen ermoglichen eine flexiblere Kursachse, wenige Stiitzstellen sen-
ken die Rechenzeit. Bei der Wahl der Anzahl der verwendeten Stiitzstellen muss
also ein Kompromiss getroffen werden. In praktischen Versuchen erwies es sich als
giinstig, dass die Stiitzstellen als Abstand etwa die doppelte Schiffsléinge haben.
Da die Lange des Kanals bekannt ist, kann somit auch die Lénge der Kursachse
im Voraus gut abgeschétzt und damit die Anzahl der Stiitzstellen gewahlt werden.

Wir haben auflerdem festgestellt, dass wir nur den Begegnungsfall betrachten
miissen und die Lénge der Kursachse als zu minimierende Gréfle verwenden
konnen. Es seien Start- und Zielbedingungen, bestehend aus Gg,, Kg,, Gz, Kz,,
fiir zwei Schiffe S; und S; mit minimalen Kurvenradien 7, . und 7o, . sowie das
Gebiet U der Hindernisse gegeben. Analog zu (7) ergibt sich damit folgende Pro-
blemformulierung P:

min [ (Ky1 ,,,,, ym) +1(K,...2)

st. y; € Rx R x[0,2m) Viel,...,m
z; € R x R x [0, 27) Viel, .., n
Kyl 77777 ym(o) G GSI
Kyl ,,,,, ym(1> € GZ1
K’;l ,,,,, ym(0> € KSl

/
Kyl ..... ym(1> € KZI
(P(mvn)) KZ1 ,,,,, Zn (O) € GSQ (22)

Kzl ..... zn(1> S GZ2
K. . ..(0) € Kg,
K,;l ..... Zn(l) 6 KZ2
|rh’ Z Tlmzn Vh E B Kyl ~~~~~ ym)

(
|rn| > 1o, Yh e B(K, . .)
F(Ky,. yn:S1)NU =10
77777 Zn ) Sg) NnNU = @
F(Ky1 77777 ym751)mF<KZ1 ..... zn752) :Q

Bemerkung 43 Die Forderung, dass die Kursachse stetig differenzierbar sein
muss, ist durch die Interpolation stets erfiillt.

Die Uberpriifung der Kriimmungsbedingung reduziert sich auf eine endliche An-
zahl von Kurvenradien.

5.6 Relaxierung des Problems

Bei dem vorgestellten Problem handelt es sich in erster Linie um ein Zuléssig-
keitsproblem. Es existieren eine Vielzahl von Nebenbedingungen, die sich mogli-
cherweise nicht alle erfiillen lassen. Falls der Kanal zu eng ist, so dass kein Schiff
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hindurchfahren kann, kann die Bedingung (3) nicht erfiillt werden.

Bei der Suche nach einer Optimallosung startet man also meist mit einer un-
zulédssigen Kursachse, da keine zuldssige Kursachse bekannt ist. Falls keine zuléssi-
ge Kursachse existiert, mochten wir aber dennoch eine Kursachse finden, die die
Nebenbedingungen moglichst wenig verletzt. Dafiir benttigt man ein Maf fiir die
Unzuléssigkeit.

Hier bietet sich das Konzept der quadratischen Straffunktionen an, das zum Bei-
spiel in [12] beschrieben wird. Sei das Problem OPT

(Opt) min f(x)
’ st. ¢(z)=0,YieE (23)

zu losen, so werden die Nebenbedingungen zu einem quadratischen Strafterm
relaxiert. Es ergibt sich das Problem RelOPT (m):

(RelOpt(m)) min f(x) +m Z ci(r)? (24)

i€l

Das zulédssige Gebiet vergrofiert sich, da weniger Bedingungen an = gestellt wer-
den. Ist eine der bisherigen Nebenbedingungen verletzt, so wird dies durch eine
Strafe beriicksichtigt, die zum Funktionswert addiert wird. Dabei ist m der so-
genannte Strafparameter. Fiir eine beliebige, monoton wachsende Folge m; €
R mit m, — oo fiir K — oo konvergiert die Folge der Optimallosungen von
RelOPT (my) gegen eine Optimallosung von OPT. Wenn f und die ¢; Vi € E
stetig differenzierbar sind, so ist es auch die relaxierte Zielfunktion.

Wir werden dieses Konzept der Bestrafung auf alle Nebenbedingungen anwenden,
da fiir eine beliebig durch Stiitzstellen vorgegebene Kursachse jede Bedingung
verletzt sein kann. Dazu formulieren wir zum Beispiel die Bedingung (3) um.
Wir fordern nun, dass die Schnittfliche zwischen Schleppflache und Hindernissen
einen Flacheninhalt von 0 Flacheneinheiten hat:

AF(K,, .,S)NU)=0 (25)

Diese Bedingung ist schwicher als die urspriingliche Schnittbedingung, da nun
eine Uberschneidung auf einer Fliche vom Maf 0 erlaubt ist. Praktisch ist dies
fiir entartete Hindernisse, die zum Beispiel nur aus einer Strecke bestehen, inter-
essant. Solche Hindernisse verbieten wir daher. Ist diese Bedingung nicht erfiillt,
so erhalten wir einen Wert A(F(K,, .. .,,S)NU), der angibt, wie stark diese Be-
dingung verletzt ist.

-----

.....

Die Bedingungen (1) und (2) werden #hnlich behandelt, indem entsprechende
Groflen fiir die Verletzung der Bedingungen definiert werden. Die Start- und
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Zielbedingungen konnen durch lineare Ungleichungen der Form
Az <b

beschrieben werden. Bedingungen dieser Form sind gut zu behandeln. Mochte
man sie dennoch relaxieren, kann man fordern, dass der Abstand der ersten bzw.
letzten Stiitzstelle der Kursachse zu den Mengen und Kegeln der entsprechenden
Bedingung gleich 0 ist.

Definition 44 Die Distanzfunktion d(x, M) zwischen einem Punkt x und einer
Menge M des R™ ist erkldrt als

(e, M) = inf o = y]. (26)

Fiir eine Start- und Zielbedingung bestehend aus den Mengen Gg, Gz und den
Kegeln Kg, K; muss also gelten:

) Gex i) - -

Bemerkung 45 Die konkrete Parametrisierung der Kursachse hat Einfluss auf
die Distanz, da sie die Linge des Tangentenvektors und somit den Abstand zum
Kegel beeinflusst. Um dies zu vermeiden, sollte bei der Implementation mit nor-
mierten Tangentenvektoren gearbeitet werden. Die Unterscheidung in zuldssig
oder unzuldssig ist davon aber nicht betroffen.

Fiir die Kritmmungsbedingung (2) definieren wir die Funktion

0 : r>k
p(r’k):{k—r cor<k (28)
und fordern
p(rhsTmin) =0 Vh € B(K,, ... (29)

Die Funktion p gibt also an, wieviel ein Kurvenradius eines Kreisbogens der Kurs-
achse unter dem minimal erlaubten Kurvenradius liegt.

Wir haben nun fiir jede Art von Nebenbedingung eine Formulierung gefunden,
die gleichzeitig ein Maf fiir die Verletzung der Bedingung liefert, wenn die Kurs-

achse nicht zuléssig ist. Daraus ergibt sich die Zielfunktion fiir das relaxierte
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Minimierungsproblem RelP:

minymZiERQX[O,QW) Z(Kyl ----- ym)+l(Kzl ----- Zn)

+ )‘A(F<Ky1 ..... Ym> Sl) N U)2
+ )\A(F(Kzl ..... Zn 52) N U)2
+:U/A(F<Ky1 ..... ym751) rW-FW(-[(Zl ..... Zn752)>2

,,,,,

+1n ZheB(Kzl ..... ) PUhs ")
(RelP(m,n)) s.t. Ky 4.(0) € Gg,
Ky1 ----- ym(l) S GZl
L~
Y1se-3Ym 2
K.,.....(0) € Gg,
K., . ..(1)€Gg,
K, ... (0) € Kg,
K,i;l ..... zn(l) S KZ2

(30)
In der resultierenden Zielfunktion wéhlen wir fiir jeden quadratischen Strafterm
einen hinreichend groflien Strafparameter. Fiir Nebenbedingungen der gleichen
Art kann der gleiche Parameter gewihlt werden. Fiir die Uberschneidungen der
Schleppflichen und Hindernisse sind zwei verschiedene Parameter vorgesehen.

Es ist nun zu erwarten, dass die Optimallosungen der relaxierten Probleme nicht
zuléssig fiir die Ausgangsprobleme sind, sondern eine kleine Bestrafung erfolgt.
Fiir unser Problem heifit dies, dass zum Beispiel die Schleppfliche die Uferkon-
tur an einigen Stellen um wenige Quadratzentimeter iiberdecken wird. Im Hin-
blick auf die einkalkulierten Sicherheitsabsténde ist dies aber vernachléssigbar.
Auch einige Kurvenradien kénnen in der Optimallésung wenige Zentimeter zu
eng gewahlt sein.

Bemerkung 46 Wir konnen die Aufgabenstellung RelP auch zur Minimierung
der Schnittfliche zwischen den Schleppflichen und Hindernissen nutzen. Dazu
wdhlen wir X im Vergleich zu den anderen Strafparametern klein, z.B. A = 1.

Dies kann genutzt werden, wenn ein fiir die Schifffahrt zu enger Kanal mit
moglichst geringen Umbauaufwand verbreitert werden soll.

Um Probleme mit lokalen Minimas zu vermeiden (Abbildung 13), muss die Rela-

xierung der Uberschneidung von Schleppfiche und Hindernissen angepasst wer-
den. Dies wird in Abschnitt 6.2 beschrieben.
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5.7 Eigenschaften der Zielfunktion

Die Eigenschaften der Zielfunktion aus (30) sind entscheidend fiir Anwendbarkeit
und Konvergenzverhalten von Optimierungsverfahren.

Lemma 47 Die Zielfunktion ist nicht stetig.

Beweis. Nach Beobachtung 32 ist die Interpolation der Kursachse nicht ste-
tig. Wir betrachten eine Unstetigkeitsstelle der Interpolation, wie sie in Abbil-
dung 6 dargestellt ist. Es lasst sich nun leicht ein Hindernis U wihlen, das von
der Schleppfliche der einen Kursachse geschnitten wird, von der Schleppfliche
der anderen Kursachse jedoch nicht. Im ersten Fall wird also zur Lange der Kurs-
achse ein Bestrafungsterm fiir die Uberschneidung addiert, im anderen Fall nicht.
Damit ist die Zielfunktion aber nicht stetig. [

Korollar 48 Die Zielfunktion ist nicht konvez.

Beweis. Dies folgt sofort aus der Unstetigkeit der Zielfunktion. Andererseits
ist eine Kursachse sicher unzuléssig, wenn eine Stiitzstelle in einem Hindernis U
liegt. Die Stiitzstellen miissen also aus (R?\U) x [0,27) gewiihlt werden. Diese
Menge ist im Allgemeinen nicht konvex. [

Durch die Unstetigkeit der Zielfunktion werden praktisch alle guten Optimie-
rungsverfahren ausgeschlossen. Allerdings haben wir gesehen, das Unstetigkeiten
anscheinend nur sehr selten auftreten. Daher kénnen wir annehmen

Annahme 49 In einer Umgebung um eine Optimalldsung ist die Zielfunktion
stetig.

Wir untersuchen nun, ob mit Hilfe der Stetigkeit weitere Eigenschaften der Ziel-
funktion folgen.

Lemma 50 Die Zielfunktion ist nicht differenzierbar.

Beweis. Wir untersuchen die Konstellation in Abbildung 10. Wir verschieben
die beiden Stiitzstellen jeweils um x Lingeneinheiten in die angegebene Richtung.
Die Uberschneidungsfliche zwischen Hindernis und Schleppfliche ist dann eine
stiickweise affine Funktion f(z). Da f(x)? nicht auf dem gesamten Definitionsge-
biet differenzierbar ist, kann die Ableitung der Zielfunktion fiir einige Werte von
x ebenfalls nicht bestimmt werden. [

Die hier gezeigten FEigenschaften der Zielfunktion sind denkbar ungiinstig fiir
die Optimierung. Im Allgemeinen sind nur fiir zweimal stetig differenzierbare
Funktionen Optimierungsverfahren mit guten lokalen Konvergenzeigenschaften
bekannt. Wir werden dennoch versuchen, ein ableitungsbasiertes Optimierungs-
verfahren zu implementieren, das wir im néchsten Kapitel beschreiben werden.
Aufgrund der Eigenschaften der Zielfunktion werden wir dafiir allerdings weder
Aussagen zur Konvergenz noch Konvergenzeigenschaften zeigen konnen.
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Abbildung 10: Beispiel fiir nicht differenzierbar

5.8 Exakte Losung einfacher Probleme

In diesem Abschnitt sollen die Optimallosungen zweier einfacher Aufgabenstellun-
gen gefunden werden. An diesen Beispielen soll spéater das Optimierungsverfahren
getestet und die Losungen miteinander verglichen werden.

5.8.1 Abbiegung fiir den Einzelfahrer

Ein einzelnes Schiff soll durch einen rechtwinklig geknickten Kanal fahren. Start-
und Zielgebiet seien durch zwei Strecken orthogonal zur Fahrtrichtung gegeben.
Eine Kursachse minimaler Lénge bedeutet, dass das Schiff gerade auf die Abbie-
gung zufdahrt, mit kleinstmoglichem Radius abbiegt und danach geradeaus wei-
terfahrt. Wir nehmen dafiir an, dass der Kanal fiir dieses Manover breit genug
ist. Die Losung ist in Abbildung 11 dargestellt.

Z :

Abbildung 11: Kurvenfahrt eines Einzelfahrers

Offensichtlich ist fiir diesen einfachen Kanal jede andere zuldssige Kursachse
linger. Entscheidend ist die Positionierung des Viertelkreises, so dass die End-
punkte des Kurvensegments méglichst nah an der Start und Zielbedingung liegen.
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Die Ecken in der linken Schleppflichenberandung sind physikalisch nicht korrekt.
Diese entstehen durch die Interpolation, die an den Ubergéngen von Geradenseg-
menten und Kreisbogen nicht zweimal stetig differenzierbar ist.

5.8.2 Ein gerader Kanal fiir Begegnungsverkehr

Zwei Schiffe sollen sich in einem geraden Kanal begegnen. Start- und Zielbedin-
gungen seien ebenfalls durch zwei Strecken und die orthogonale Fahrtrichtung
gegeben. Die Losung besteht hierbei natiirlich aus zwei parallel verlaufenden,
geraden Kursachsen, so dass sich die Schleppflachen nicht iiberschneiden. Diese
Aufgabenstellung soll vor allem dazu dienen, aus zwei stark unzuldssigen Start-
kursachsen die Optimallosung zu konstruieren. Dabei soll getestet werden, wie
das Prinzip der quadratischen Straffunktionen trotz der schlechten Eigenschaften
der Zielfunktion funktioniert.
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6 Losungsverfahren

6.1 Geometrische Algorithmen

Fiir das Optimierungsproblem ist eine Vielzahl geometrischer Fragestellungen zu
behandeln. Die Berechnung der Uberschneidung von Schleppfliche und Hinder-
nissen fithren wir auf die Bestimmung der Schnittfliche zwischen zwei Polygonen
zuriick, indem die Schleppfliche néherungsweise durch ein Polygon beschrieben
wird.

Geometrische Verfahren sind immer sehr schwierig zu implementieren, da viele
Entartungsfille und numerische Ungenauigkeiten auftreten konnen. Der Schnitt-
punkt zweier fast paralleler Strecken kann praktisch nicht exakt bestimmt werden.
In [14] findet sich eine gute Einfiihrung in diese Problematik.

Wir wollen uns hier nicht mit den Details der Implementierung befassen, die
bendtigten Algorithmen aber dennoch kurz vorstellen. Die geometrischen Be-
rechnungen miissen im Optimierungsprozess einige tausendmal ausgefiihrt wer-
den, haben also erheblichen Anteil am Gesamtrechenaufwand.

Der Fliacheninhalt eines beliebigen Polygons mit n Ecken kann in O(n) berechnet
werden. Seien die Eckpunkte Pj(x1,91), ..., Pu(Tn, yn) gegeben, so berechnet sich
der Flicheninhalt durch (siehe [4])

A= S [(w1 —2) (1 +y2) + (w2 — 23) (Y2 +y3) + -+ (@0 — 21)(Yn +31)] (31)

N | —

Wir miissen auflerdem bestimmen konnen, ob ein Punkt x in einem gegebenen
Polygon P enthalten ist. Dafiir wird die Anzahl der Schnittpunkte von einem
von x ausgehenden Strahl mit dem Rand von P bestimmt. Ist die Anzahl der
Schittpunkte ungerade, so liegt x in P, bei gerader Anzahl liegt x auflerhalb.

Fiir die Berechnung der Schnittfliche von Polygonen miissen alle Schnittpunkte
der Kanten der beiden Polygone bestimmt werden. Nach [14] kénnen alle Schnitt-
punkte zwischen N Strecken in zu (N + I)log N proportionaler Zeit bestimmt
werden, wobei [ die Anzahl der Schnittpunkte ist.

Beobachtung 51 Die Kanten zweier Polygone mit n bzw. m Ecken kénnen sich
in nm Punkten schneiden.

Beweis. Siehe Abbildung 12.
|

Damit ergibt sich im ungiinstigsten Fall ein quadratischer Rechenaufwand. Der
triviale Algorithmus, der alle Paare von Strecken iiberpriift, ist hierbei schneller
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Abbildung 12: Schnittflichen zweier Polygone

als das in [14] vorgestellte Verfahren, welches vor allem eingesetzt wird, wenn we-
nige Schnittpunkte erwartet werden. Es ergeben sich auch O(nm) Schnittflichen,
aber ebenso viele Fléchenstiicke, die nur zu einem der Polygone gehéren. Wir
miissen also fir O(nm) Fldchen iiberpriifen, ob sie in beiden Polygonen liegen.
Dies bedeutet mindestens einen Aufwand von O(n) bzw. O(m), denn es entspricht
mindestens dem Aufwand der Uberpriifung, ob ein Punkt in einem Polygon ent-
halten ist.

Insgesamt bedeutet also die Schnittflichenberechnung einen kubischen Rechen-
aufwand in der Grofle der betrachteten Objekte. Da wir mehrere Kilometer eines
Kanalverlaufs berechnen wollen, kénnen unsere Hindernispolygone einige tausend
Kanten haben. Der Rand der Schleppfliche kann ebenfalls durch entsprechend
viele Kanten beschrieben sein. Diese Arbeit ist dann von heutigen handelsiibli-
chen Rechnern in annehmbarer Zeit nicht zu bewiltigen.

Um dieses Problem zu lésen, miissen wir die Grofle der Hindernisse und der
Schleppfiche reduzieren. Wir zerlegen sie dazu in kleinere Objekte, erhalten dann
also mehrere Schleppflichensegmente und eine gréflere Zahl an Hindernissen. Bei
der Schnittflichenberechnung muss jetzt jedes Segment der Schleppfliche mit
jedem Hindernis geschnitten werden. Mit Hilfe von Abschéitzungen wie zum Bei-
spiel Boxen um die Segmente und Hindernisse lasst sich aber schnell feststellen,
wenn dieser Schnitt leer ist. Da die Hindernisse und Segmente klein sind, sollte
dies haufig der Fall sein. Somit sollte sich der Rechenaufwand deutlich reduzieren.

6.2 Uberschneidung von Schleppfliche und Hindernissen

Wir haben die Bedeutung und die Berechnung der Schnittfliche zwischen Schlepp-
fliche und Hindernissen bereits diskutiert. Allerdings zeigten sich bei der Imple-
mentierung noch zwei Schwachpunkte. Zum einen kann es Hindernisse geben,
die nur auf einer bestimmten Seite passiert werden diirfen. Fahrt das Schiff auf
der falschen Seite vorbei, so ist hierfiir bisher keine Bestrafung vorgesehen. Zum
anderen ist in Abbildung 13 eine Situation dargestellt, bei der das Optimierungs-
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verfahren nicht erkennen kann, in welcher Richtung eine zuléssige Kursachse zu
suchen ist. Es wird stattdessen eine Kursachse finden, die das Hindernis an der
diinnsten Stelle iiberquert.

Schleppflache

Abbildung 13: Unzureichende Bestrafung

Dieser Nachteil kann behoben werden, indem die gesamte durch die Schleppfliiche
vom Hindernis abgetrennte Fliache bestraft wird. In Abbildung 13 wiirde also die
gesamte obere Halbinsel als Schnittfliche zwischen Schleppfliche und Hindernis
gezahlt werden.

Um dies realisieren zu kénnen, muss fiir jedes Hindernis festgelegt werden, ob es
rechts oder links herum, aus der Fahrtrichtung des Schiffes betrachtet, umfahren
werden muss. Wenn ein Hindernis rechts umfahren werden soll, so betrachten wir
den linken Rand der Schleppfliche. Nun bestimmen wir die Fldche des Hinder-
nisses, die rechts vom linken Rand der Schleppfliche liegt. Diesen Wert addieren
wir zur Bestrafung hinzu. Analog wird fiir Hindernisse, an denen links vorbei
gefahren werden soll, der rechte Schleppflichenrand betrachtet.

Die Entscheidung, ob ein Hindernis von einer konkreten Schleppflache links oder
rechts passiert wird, ist nicht trivial. Abbildung 14 zeigt Hindernisse, bei denen
dies deutlich wird.

Damit ,,rechts von der Schleppflache“ und ,,links von der Schleppflache® eindeutig
erkannt werden kann, ist der rechte und linke Rand jeweils durch eine geeignete
Kurve, zum Beispiel einem Polygonzug, zu schlieflen. Damit lasst sich die Bestim-
mung von rechts bzw. links auf das Enthaltensein im Inneren des von der Kurve
und dem Rand der Schleppfliche begrenzten Gebiets zuriickfithren. Diese Kurve
kann vom Benutzer im Voraus mit Hilfe der Start- und Zielbedingungen gewihlt
werden. In Abbildung 15 ist eine solche Kurve dargestellt. Alle Hindernisse in-
nerhalb der roten Umrandung liegen rechts von der Schleppfliache. Eine dhnliche
Umrandung ist fiir die Objekte links von der Schleppfliche gegeben.
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Abbildung 14: Hindernisse rechts und links der Schleppflache

o

¢

Abbildung 15: Erkennung von Hindernissen rechts der Schlepp-
flache

Hindernisse, die links von der Schleppfliche liegen sollen, konnen mit der roten
Umrandung geschnitten werden, um die Bestrafung zu ermitteln. Somit werden
auch Hindernisse erkannt, die an der falschen Seite passiert werden, und mit ihrer
gesamten Fliache beriicksichtigt.

6.2.1 Zerlegung der Schleppfliche

Die oben beschriebene Abwandlung der Bestrafung erschwert die angestrebte
Zerlegung der Schleppflache, denn nun muss das gesamte Gebiet rechts bezie-
hungsweise links der Schleppfliche sinnvoll zerlegt werden.

Durch die gewéhlte Interpolation éndert sich die Kursachse zwischen zwei Stiitz-
stellen nicht, wenn die beiden Stiitzstellen unverdndert bleiben. Die Zerlegung
sollte dann so gewéhlt sein, dass sich auch das zugehorige Flachensegment nicht
andert. Es bietet sich daher an, die Schleppflache an den Stiitzstellen zu zerlegen.
Wir werden daher die durch den Schleppflichenrand und die Normalen in den
Stiitzstellen begrenzten Fldchen betrachten. Abbildung 16 zeigt die drei dabei
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entstehenden Segmente bei einer Rechtskurve, bei Geradeausfahrt und bei einer
Linkskurve, wenn die Fliache links des rechten Schleppflichenrandes betrachtet
wird.

Abbildung 16: Betrachtete Segmente bei Rechtskurven, Geraden
und Linkskurven

Wir betrachten nun die Schnittfliche jedes dieser Fliachenstiicke mit den Hin-
dernispolygonen. Da die Flachensegmente unbeschrinkt sein konnen, kann es
vorkommen, dass Hindernispolygone geschnitten werden, obwohl die Kursachse
zuléssig ist. Der graue Sektor in Abbildung 17 schneidet ein Hindernis, das links
von der Schleppfléche liegen soll. Allerdings ist die Kursachse zuléssig.

= =

Abbildung 17: Nicht zu bestrafendes Hindernis

Es darf demnach nicht jedes Hindernis, das in einem dieser Sektoren liegt, be-
straft werden. Wir berechnen zunéchst nur die Schnittflichen fiir Hindernisse,
die tatsdchlich von der Schleppfliche geschnitten werden. Fiir jedes Segment
iiberpriifen wir, ob der dazugehorige Teil des Schleppflachenrandes ein Hindernis
schneidet oder innerhalb eines Hindernisses liegt. Liegt einer der Endpunkte des
Schleppflichenrandabschnitts in einem Hindernis, so wird auflerdem der Schnitt-
punkt der Normalen mit dem Hindernis berechnet, der diesem Punkt am néchsten
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liegt. Fillt obige Uberpriifung positiv aus, so wird die Schnittfliche gemaB Abbil-
dung 18 bestraft. Der jeweils markierte Teil wird zur Straffunktion addiert. Zur
besseren Darstellung wird stets nur ein Geradenstiick der Kursachse betrachtet.
Man beachte, dass nicht markierte Teile der Hindernisse, die aber bestraft werden
miissen, durch die Nachbarsegmente erfasst werden.

\
Lo

Abbildung 18: Bestrafte Flichen

Hindernisse, die von der Schleppfliche geschnitten werden, sind dadurch bereits
korrekt bestraft. Fiir alle anderen Hindernisse wird mit dem oben beschriebenen
Verfahren kontrolliert, auf welcher Seite der Schleppfliche sie liegen, um gegebe-
nenfalls die gesamte Flache des Hindernisses zur Bestrafung hinzuzuaddieren.

Bei kleinen Uberschneidungen von Schleppfliche und Hindernis erhalten wir in
der Summe die korrekte Schnittfliche. Da die oben betrachteten Fléachenstiicke
nicht disjunkt sein miissen, kann bei grofien Uberschneidungen bei dieser Ver-
einfachung die Schnittfliche zu grofi ermittelt werden. Da es sich aber um eine
Bestrafung handelt, wirkt sich dieses nicht nachteilig aus. Wir kénnen also diesen
Wert fiir den quadratischen Bestrafungsterm nutzen.

6.2.2 Begegnungsfall

Begegnen sich zwei Schiffe, so kann die Schleppflache des einen als Hindernis fiir
das andere betrachtet werden. Es ergibt sich also ein weiteres Hindernis, dass auf-
grund des Rechtsfahrgebots rechts umfahren werden muss. Dieses Hindernis kann
ndherungsweise ebenfalls durch ein Polygon beschrieben werden. Es unterschei-
det sich dann von den anderen Hindernissen im Optimierungsprozess lediglich
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dadurch, dass es sich verdndert, da die Kursachse des Gegenverkehrs ebenfalls
optimiert und somit verdndert wird.

6.3 Optimierungsverfahren

Wir wollen nun Verfahren beschreiben, die nach den Stiitzstellen fiir eine op-
timale Kursachse suchen. Jede Stiitzstelle besteht aus drei Komponenten, die
unabhéngig voneinander veréndert werden kénnen. Es soll ein Optimierungsal-
gorithmus verwendet werden, der ausgehend von gegebenen Stiitzstellen gezielt
nach besseren Stiitzstellen sucht und dies iterativ fortsetzt.

6.3.1 Numerische Differentiation

Zur Optimierung soll ein ableitungsbasiertes Optimierungsverfahren angewendet
werden. Da die erste Ableitung der Zielfunktion aufgrund ihrer komplizierten
Berechnung nicht analytisch ermittelt werden kann, muss sie durch numerische
Differentiation bestimmt werden.

Sei die stetig differenzierbare Funktion f : R™ — R gegeben. Die partielle Ab-
leitung 0f/Ox; an einer Stelle (1, ..., x,) kann durch die symmetrische Differenz
néherungsweise bestimmt werden [12]:

of (z
a,jL',L- 1y ---

Dabei sollte € klein gewahlt sein, die numerische Genauigkeit des Rechners muss
aber beachtet werden. Der Gradient setzt sich aus den partiellen Ableitungen
zusammen:

flxr, o xi— € ymy) + fT1, i + €y )
Ty R 5e (32)

g—afl(xl,...,xn)
Vi(xy,.nz,) = (33)

E(m’l, ,l‘n)

Bemerkung 52 Fir die Berechnung der numerischen Ableitung einer Funkti-
on f(xy,...,x,) mit n Variablen mittels der symmetrischen Differenz werden 2n
Funktionsauswertungen von f bendtigt.

Die Bestimmung des Gradienten bedeutet also einen erheblichen Rechenaufwand.
Gerade fiir das Problem der Kursachsenoptimierung benétigt eine Funktionsaus-
wertung durch die Berechnung der Geometrie bereits einige Zeit. Wir kénnen
nun aber die in 5.2 gewéhlte Interpolation und die in 6.2.1 beschriebene Be-
stimmung der Bestrafung geschickt ausnutzen. Bei Verédnderung einer Stiitzstelle
andert sich die Kursachse nur lokal zwischen den beiden benachbarten Stiitzstel-
len. Wir speichern bei der Funktionswertbestimmung die Zwischenergebnisse fiir
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jedes Kursachsenstiick zwischen zwei Stiitzstellen. Bei der Bestimmung einer par-
tiellen Ableitung miissen nur zwei dieser Kursachsenstiicke neu berechnet werden
(direkt vor und nach der betreffenden Stiitzstelle). Fiir die restliche Kursachse
konnen die gespeicherten Zwischenergebnisse einfach addiert werden.

Beobachtung 53 Fiir eine Kursachse K mit m Stiitzstellen benotigen wir fiir
die Bestimmung der Ableitung einen Rechenaufwand von etwa 13 vollstindigen
Funktionsauswertungen fir K.

Beweis. Jedes Kursachsenstiick zwischen zwei Stiitzstellen muss fiir die je drei
Variablen der beiden Stiitzstellen zweimal neu berechnet werden. Mit der einma-
ligen Berechnung der eigentlichen Kursachse bedeutet dies insgesamt die Auswer-
tung von 13 vollstdndigen Kursachsen. [

6.3.2 Der Line-Search-Algorithmus

Die Funktion f soll mit Hilfe eines Line-Search-Algorithmuses minimiert werden.
Eine ausfiihrliche Beschreibung dieser Verfahren findet sich in [12]. Bei diesen
Algorithmen wird in jeder Iteration eine Suchrichtung g; ermittelt. Darauthin
wird in dieser Richtung (auf dieser Linie) nach einem kleineren Funktionswert
gesucht. Dafiir wird eine positive Schrittweite A; bestimmt. Es ergibt sich somit
eine Folge von Iterationspunkten

Tig1 = T + Nigi (34)

Die meisten Line-Search-Algorithmen benotigen als Suchrichtung g¢; eine Ab-
stiegsrichtung. Ist die Funktion differenzierbar, so gilt fiir eine Abstiegsrichtung
gI'V f(x;) < 0. Mit dieser Eigenschaft kann garantiert werden, dass in der Such-
richtung ein kleinerer Funktionswert gefunden werden kann. Oft wird die Such-
richtung durch

9i = —B; 'V f(:) (35)

bestimmt, wobei B; eine symmetrische, nichtsinguldre Matrix ist. Im steepest-
descent-Verfahren ist B; die Einheitsmatrix, im Newton-Verfahren wird B; als
die Hesse-Matrix V2 f(x;) gewiihlt.

Wir werden fiir unsere Aufgabenstellung in negativer Gradientenrichtung nach
besseren Funktionswerten suchen. Allerdings kann keine Differenzierbarkeit ga-
rantiert werden. Daraus resultieren Schwierigkeiten, die wir im néchsten Kapitel
ausfiihrlich beschreiben. Hier sei bereits erwahnt, dass deshalb weitere Suchrich-
tungen, zum Beispiel entlang der Koordinatenrichtungen, verwendet werden.

Ein ebenfalls entscheidender Punkt ist die Wahl der Schrittweite \;. Diese Schritt-
lange optimal zu wéhlen, also das globale Optimum entlang der Suchrichtung zu
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finden, ist meist ebenso schwer wie das Ausgangsproblem. Man kann also nur eine
Néherungslosung bestimmen. Dabei méchte man einerseits hinreichenden Abstieg
garantieren, andererseits nicht zuviel Rechenzeit investieren. Deshalb wird h&ufig
eine Folge von Schrittweiten konstruiert, die beendet wird, wenn bestimmte Be-
dingungen erfiillt sind. Bekannte Abbruchkriterien sind die Wolfe-, Armijo- und
Goldstein-Bedingungen. Diese gehen aber von stetiger Differenzierbarkeit aus.
Wir werden lediglich fordern kénnen, eine bessere Kursachse als bisher zu finden.

Die Folge der Schrittweiten werden wir entsprechend des Backtracking-Verfahrens
ermitteln. Wir wéhlen eine Anfangsschrittweite A\; und eine Konstante ¢ € (0,1).
Die Folge ergibt sich dann durch

Ni, =N k>0. (36)

Wir suchen somit zuerst in dem Punkt z; + Ag; und von dort riickwirts in Rich-
tung x;.

6.3.3 Konvergenzkriterien

Da wir keine Differenzierbarkeit garantieren kénnen, kénnen iibliche Abbruchkri-
terien fiir die Optimierung nicht angewendet werden. Fiir differenzierbare Funk-
tionen konvergiert die Norm des Gradienten bei Anndherung an des Optimum
gegen 0. Im folgenden Kapitel werden wir allerdings feststellen miissen, dass dies
bei vielen Beispielen fiir unsere Aufgabenstellung nicht der Fall ist. Wir werden
daher die Optimierung abbrechen, wenn wéhrend der letzten Iterationen nur ein
sehr geringer Fortschritt erzielt wurde.

Demzufolge kénnen keine Aussagen zur Konvergenz getroffen werden. Da wir re-
gelméfBig in Richtung des negativen Gradienten suchen werden, werden wir uns
zwar einem lokalen Optimum anndhern, ob wir diesem aber beliebig nahe kom-
men, kann nicht gesagt werden. Insbesondere ist eine bestimmte Konvergenzge-
schwindigkeit nicht zu sichern.

6.4 Programmablauf

In diesem Abschnitt wollen wir den gesamten Algorithmus noch einmal in einer
sehr kompakten Form darstellen.

Algorithmus 54 Bestimmung optimaler Kursachsen

1 Eingabe: Hindernisse U, zwei Schiffe Si, Sy sowie zwei Start- und
Zielbedingungen Gg,, Kgs,,Gz,, Kz, ,Gs,, Ks,, Gz,, Kz,
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Algorithmus 54 gibt einen Uberblick der wichtigsten Schritte zur Losung des Kur-
sachsenproblems. Die einzelnen Punkte sind zumeist schon ausfiihrlich behandelt
worden. Lediglich auf die Wahl von Parametern und Abbruchbedingungen wurde
noch nicht detailliert eingegangen. Da diese teilweise aus praktischen Erfahrun-

Wihle Bestrafungsparameter A, i, 7 sowie Backtracking-Parameter
ce(0,1)

Wiéhle zwei Mengen von Stiitzstellen {y1, ..., Y} und {21, ..., 2, }

Interpoliere Kursachsen K, ., K. . durch gleichmiflige
Radienwahl

Bestimme Schleppflachen der Kursachsen K, ., ., K. ..
Bestimme Lange und Bestrafung der Kursachsen K, .., K. ..

1:=0
while Abbruchkriterium nicht erfiillt
=141
Bestimme Gradient V f; durch Zerlegung der Schleppfléche
Bestimme Suchrichtung g; mit Hilfe von V f;
Wiihle erste Schrittweite a fiir Backtracking
while Backtracking-Bedingung nicht erfiillt

Waihle neue Stiitzstellen
(Y ooos Yrmss 2155 s 20 )T = (Y1 oo Yy 215 ooy 20) T+ Qg

Interpoliere Kursachsen K,
bestimme Léange und Bestrafung

o= co
end

Setze {y1, ..o, Ym} = {Y1,y e, Ym; }
und {21, ..., 20} = {21, o, 20, }

end

Ausgabe: K,

gen resultieren, wird ihre Wahl im néchsten Kapitel diskutiert.
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7 Numerische Ergebnisse

Nach erfolgreicher Implementation der vorgestellten Algorithmen sollen diese nun
ausfithrlich getestet werden. Neben den einfachen Beispielen aus Abschnitt 5.8
werden dafiir zuféllige Kanéle erzeugt und praktische Beispiele untersucht. Be-
sondere Aufmerksamkeit gilt dabei der Wahl der Anzahl der Stiitzstellen und der
Bestrafungsparameter.

Die Algorithmen sind in MATLAB implementiert. Als Testrechner wird ein PC
AMD Athlon mit 2400 MHz, 512 MB RAM und Betriebssystem Microsoft Win-
dows 2000 eingesetzt.

Das Fahrwasser in Fliissen und Kanélen wird mit griinen und roten Tonnen oder
Baken markiert, wobei sich die griinen Tonnen flussaufwarts gesehen stets an der
rechten Seite befinden. Davon ausgehend werden in den folgenden Abbildungen
die Schleppflachen der Schiffe entsprechend eingefarbt.

7.1 Allgemeine Ergebnisse

Die Eigenschaften der Zielfunktion erschweren die Optimierung. Zwar werden
zuldissige Kursachsen meist schnell gefunden, bei der Minimierung der Lénge
konvergiert das Verfahren aber nur sehr langsam. Dies ist insbesondere auf ei-
ne schlechte Skalierung zuriickzufiihren, auf die mit geeigneten Suchrichtungen
reagiert werden muss. Die Stiitzstellen der Kursachse konvergieren unterschied-
lich schnell gegen eine Optimallosung. Bei zwei Kursachsen behindern sich diese
oft gegenseitig. Das fiithrt dazu, dass die Schrittweite im Backtracking sehr klein
wird, da sich einige Stiitzstellen bereits an ihren optimalen Positionen befinden.
Deshalb konnen sich die anderen Stiitzstellen nur noch langsam bewegen.

Da die Zielfunktion nicht iiberall differenzierbar ist, sind gute Suchrichtungen
schwer zu finden. Entsprechend gering ist die mogliche Schrittweite in der Ndhe
einer Unstetigkeitsstelle. In der Praxis zeigt sich, dass das Optimierungsverfah-
ren an solchen Stellen stoppen kann, wenn nur in negativer Gradientenrichtung
gesucht wird. Dies wird in Abschnitt 7.2 nidher untersucht.

Auflerdem wurde festgestellt, dass die Norm des Gradienten bei Annédherung an
ein Optimum héufig nicht gegen Null konvergiert, wie es bei einer differenzier-
baren Zielfunktion der Fall wére. Dies wird normalerweise als Abbruchkriterium
der Optimierung genutzt, es muss also ein anderes Abbruchkriterium gefunden
werden. Hierfiir wird ein Wert € > 0 festgelegt. Das Optimierungsverfahren wird
nun beendet, wenn innerhalb der letzten k Iterationen die Verbesserung des Ziel-
funktionswertes kleiner als € ist.
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7.1.1 Parameterwahl

Die Strafparameter miissen hinreichend grof3 gew#hlt werden, damit die Verlet-
zung der Nebenbedingungen klein ist. Moglicherweise miissen die Parameter im
Optimierungsverfahren weiter vergréflert werden, um die Verletzung zu minimie-
ren.

Die Uberschneidung von Schleppfliche und Hindernissen ist als Fliche bereits ein
quadratisches Maf, das fiir die Bestrafung nochmals quadriert wird. Daher ist der
Bestrafungsterm auch bei kleinen Verletzungen deutlich grofier als die Lange der
Kursachse. Somit werden bereits fiir A = 1 sehr gute Ergebnisse erreicht. Wird
der Strafparameter hingegen weiter vergréfiert, so wirkt sich dies meist negativ
auf die Skalierung der Zielfunktion und die Konvergenzeigenschaften aus.

Die Kriimmungsbedingung wird selten verletzt. Hier kann zum Beispiel n = 1000
gewahlt und meist konstant beibehalten werden.

Die Wahl der Stiitzstellenanzahl wird in 7.3 diskutiert.

7.2 Vergleiche mit exakten Losungen

Wir betrachten die Abbiegung fiir den Einzelfahrer aus Abschnitt 5.8.1. Das ein-
hundert Meter lange und 15 Meter breite Schiff fahrt in Abbildung 19 am unteren
Bildrand ein und biegt dann um 90° nach rechts ab.

I L i I g | L
0 o0 0 m 0 4 Ed 0 i 00 20

Abbildung 19: Vergleich optimale und ermittelte Losung
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Die Optimierung wurde mit einer unzuléssigen Kursachse begonnen, die das Ufer
an mehreren Stellen {iberfuhr. Nach Ermittlung des Gradienten wurde zunéchst
nur in der negativen Gradientenrichtung nach besseren Kursachsen gesucht. Da-
bei lieferte das Verfahren eine Kursachse, die immer noch Hindernisse iiberschnitt,
die aber auch nicht weiter verbessert werden konnte. Abbildung 20 zeigt aus-
gehend von dieser gefundenen Kursachse den Verlauf der Zielfunktion in der
Richtung, die als Gradientenrichtung bestimmt wurde. An der Abszissenachse ist
die Lénge angetragen, die in Gradientenrichtung fortgeschritten wird (Auflésung
10~%), in Ordinatenrichtung sind die entsprechenden Funktionswerte angetragen.
Im rechten Diagramm ist zu erkennen, dass sich die gefundene Kursachse nahe
an einer nichtdifferenzierbaren Stelle der Zielfunktion befindet. Daher wird keine
sinnvolle Abstiegsrichtung bestimmt. Der Plot in Suchrichtung deutet sogar auf
ein lokales Minimum hin. Die Norm des Gradienten liegt in der Gréenordnung
107. Man beachte insbesondere die unterschiedliche Skalierung der Achsen in Ab-
bildung 20.
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Abbildung 20: Funktionsverlauf in Gradientrichtung

Betrachten wir den Gradienten an verschiedenen Stellen der Zielfunktion, so
zeigt sich, dass sich die einzelnen Richtungsableitungen oft um mehrere Gréfien-
ordnungen unterscheiden. Kleine Veréinderungen der Richtung einer Stiitzstelle
beeinflussen die Kursachse meist stark, wiahrend das Versetzen einer Stiitzstelle
die Kursachse weniger verindert. Dieses Ubergewicht der Richtungen fiihrt dazu,
dass die Stiitzstellen hauptséchlich gedreht, aber kaum verschoben werden, wenn
ausschliellich in negativer Gradientenrichtung optimiert wird. Daher wird eine
zweite Suchrichtung gebildet, indem die Richtungskomponenten des Gradienten
auf Null gesetzt werden. Diese ,,Suche ohne Richtungen* wechselt sich mit der
bisherigen Suchrichtung ab. Es zeigt sich, dass dadurch das frithe Stoppen des
Optimierungsverfahren in nicht differenzierbaren Stellen verhindert werden kann.
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Ein weiteres Problem tritt auf, da einige Stiitzstellen schnell an gute Positionen
gelangen, andere aber nur langsam gegen ihre optimale Lage konvergieren. Es
gibt somit meist Stiitzstellen, die sich kaum bewegen koénnen, ohne den Funk-
tionswert zu verschlechtern. Durch die bereits aufgezeigten Ungenauigkeiten bei
der Bestimmung des Gradienten resultiert daraus, dass die im Backtracking ge-
fundenen Schrittweiten sehr klein werden. Die Kursachse konvergiert also nur
sehr langsam gegen eine Optimallosung. Es bietet sich nun an, regelméfig die
Stiitzstellen der Kursachse einzeln zu optimieren. Nur eine Stiitzstelle wird mit
Hilfe des Gradienten verbessert, die anderen werden so lange fixiert. Dies wird fiir
jede Stiitzstelle durchgefiihrt. Durch die Uberlegungen zur Zerlegung der Schlepp-
fliche bei der Gradientenbestimmung lésst sich dies mit geringem Rechenaufwand
realisieren. Fiir alle Stiitzstellen wird etwa die Zeit fiir zwei herkémmliche Itera-
tionen benotigt.

Abbildung 21 zeigt den Verlauf der Funktionswerte bei den verschiedenen Such-
richtungen. Bei der Suche in negativer Gradientenrichtung ist deutlich zu er-
kennen, dass die Optimierung h#ufig in die oben beschriebene Situation kommt
und irgendwann keinen Ausweg mehr findet. Dem Optimierungsverfahren wurde
erlaubt, im Line-search auch schlechtere Kursachsen zu akzeptieren, wenn da-
durch im nédchsten Schritt eine deutliche Verbesserung erreicht wird. Daher zeigt
die Optimierung ohne Richtungskomponenten einige kleine Schwankungen. Das
beste Ergebnis wird jedoch erreicht, wenn die drei besprochenen Suchrichtun-
gen abwechselnd genutzt werden. Dieses Verfahren ist etwa doppelt so schnell.
Auftillig ist, dass die negative Gradientenrichtung stets die grofite Verbesserung
liefert, die anderen Suchrichtungen aber benotigt werden, um eine gute Ausgangs-
position einzunehmen. Dies ist an den Wellen im Graphen zu erkennen.

Abbildung 19 zeigt die Unterschiede zwischen der Optimallésung und der mit
Hilfe der drei Suchrichtungen gefundenen Losung. Die optimale Kursachse hat
eine Lénge von etwa 518 Metern, die gefundene Kursachse ist zuléssig und circa
15 Meter langer. Moglicherweise handelt es sich um ein lokales Optimum, die
Norm des Gradienten liegt allerdings in der Gréfienordnung 102

Betrachten wir den Begegnungsfall, so konnen wir hier die gewonnenen Erkennt-
nisse beziiglich der Suchrichtungen verwenden. Fiir die Optimierung gibt es drei
grundsétzliche Moglichkeiten. Man kann beide Kursachsen zusammenfassen und
einen gemeinsamen Gradienten bilden, beide Kursachsen einzeln betrachten und
abwechselnd optimieren oder zunéchst eine Kursachse vollstdndig optimieren, ehe
man die andere vollstdndig optimiert.

Bildet man den gemeinsamen Gradienten, so zeigt sich, dass die Schrittweite im

Line-search sehr klein wird. Die beiden Kursachsen scheinen sich oft gegenseitig
zu behindern. So soll zum Beispiel die kurveninnere Kursachse nach aufen bewegt
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Abbildung 21: Laufzeit bei unterschiedlichen Suchrichtungen

werden, da sie das Ufer iiberschneidet. Die andere Kursachse méchte man aber
nach innen verschieben, da sie dadurch kiirzer wird. Wenn sich die Schleppfliichen
fast beriihren, wird die Schrittweite im Line-Search oft sehr gering.

Werden die Kursachsen direkt abwechselnd optimiert, wird das beste Ergebnis
der drei Verfahren erzielt. Eine Schleppflache bildet ein festes Hindernis, fiir die
andere Kursachse wird eine Iteration des Optimierungsverfahrens durchgefiihrt.
Anschlieflend werden die Rollen vertauscht.

Im dritten Verfahren wird zunéchst eine Kursachse analog zum Einzelfahrer
vollstéandig optimiert. Erst dann wird die zweite Kursachse optimiert. Dies wird
abwechselt fortgesetzt, bis ein zufriedenstellendes Ergebnis erreicht wird. Dieses
Verfahren ist viel zu langsam, da viel Arbeit fiir die Optimierung einer Kurs-
achse verwendet wird, obwohl sich die Hindernisse (die andere Schleppfliche)
noch andern.

Das Optimierungsverfahren wurde unter anderem an dem geraden Kanal aus
Abbildung 22 getestet. Es soll untersucht werden, ob die Kursachsen durch das
Bestrafungsverfahren schnell getrennt werden koénnen.

Bereits nach 30 Iterationen iiberschneiden sich die Schleppflichen nicht mehr.
Nach 50 Iterationen sind die Kursachsen noch etwa einen Meter vom Optimalwert
entfernt. Nach weiteren 50 Iterationen ist der rechte Zustand aus Abbildung 22
erreicht, der nur noch drei Zentimeter von einer Optimallosung entfernt ist.
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Abbildung 22: Trennung der Schleppflichen

Wie erwartet arbeitet das Konzept der Bestrafung sehr gut, die Konvergenz wird
durch die schlechten Eigenschaften der Zielfunktion aber verlangsamt. Auflerdem
miissen alternative Konvergenzkriterien gew#hlt werden, da die Norm des Gra-
dienten nicht gegen Null konvergiert.

7.3 Zufillig generierte Kanile

Untersuchungen zur Stiitzstellenanzahl und Konvergenz wurden an zufillig er-
zeugten Kanélen durchgefithrt. Abbildung 23 zeigt zwei Beispiele fiir solche ge-
nerierte Kanéle.

Abbildung 23: Beispiele fiir zufillig generierte Kanéle
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Die Kanile werden so erzeugt, dass fiir zwei einhundert Meter lange Schiffe
moglichst zulédssige Kursachsen existieren. Alle Kanéle haben etwa die gleiche
Linge. Da die Konvergenz wesentlich von der Wahl der ersten Kursachse, bei der
die Optimierung beginnt, abhéngt, werden die Startkursachsen an der Kanalmit-
tellinie ausgerichtet.

Es wurden einhundert zufillige Kanéle untersucht. Die Optimierung wurde da-
bei beendet, wenn wihrend der letzten 10 Iterationen nur ein geringer Fortschritt
erzielt wurde.

Abbildung 24 zeigt die Verteilung der benétigten Iteration bis zur Erfiilllung des
Konvergenzkriteriums, wobei jede Kursachse durch acht Stiitzstellen interpoliert
wird. Fiir acht Kursachsen wurden deutlich mehr Iterationen benotigt, diese sind
daher nicht im Diagramm aufgefiihrt. Die durchschnittliche Rechenzeit pro Kanal
betrug etwa 20 Minuten, wobei einige Kursachsen in weniger als fiinf Minuten
bestimmt wurden. Fiir wenige andere Kanéle wurde aber sogar deutlich mehr als
eine Stunde benétigt.

25 T T T T T T T T T
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Abbildung 24: Laufzeit bei 8 Stiitzstellen

Viele optimale Kursachsen werden also schnell gefunden. Fiir den rechten Kanal
in Abbildung 23 konnten andererseits keine zuléssigen Kursachsen ermittelt wer-
den. Fiir diesen und sieben weitere Kanéle, bei denen dies auftrat, wurden sehr
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viele Iterationen benotigt. Die hohe Bestrafung konnte immer noch geringfiigig
verbessert werden, so dass das Konvergenzkriterium nicht erreicht wurde.

Zusammenfassend kann gesagt werden, dass zulédssige Kursachsen schnell gefun-
den werden, wenn sie existieren. Gibt es keine zuléssigen Kursachsen, so benotigt
der Algorithmus sehr viel Zeit, um Kursachsen mit méglichst geringer Bestrafung
zu finden.

Von besonderem Interesse ist der Einfluss der Anzahl der Stiitzstellen auf die Qua-
litdt der Kursachsen und die Konvergenzgeschwindigkeit. Die Kanéle wurden so
erzeugt, dass acht Stiitzstellen in Abstéinden von etwa 200 Metern angeordnet
werden konnen. Bei einer Lange der Schiff von 100 Metern entspricht dies der
doppelten Schiffslange. Die gleichen Kanéle wurden nun auch mit 4, 6, 10 und 15
Stiitzstellen pro Kursachse gerechnet.

— 4 Etiitzstellen
— 8 Statzstellen  |]
8l TN —— 15 Stitzstellen | |

Funktionswert
=

1 | 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30
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Abbildung 25: Laufzeit bei unterschiedlichen Stiitzstellenanzahlen

Abbildung 25 zeigt ein typisches Beispiel fiir den Verlauf der Funktionswerte
bei der Optimierung. Fiir vier Stiitzstellen konnen keine zuldssigen Kursachsen
gefunden werden, so dass eine hohe Bestrafung stattfindet (logarithmische Ach-
seneinteilung). Bei sechs Stiitzstellen tritt dies seltener auf. Fiir acht Stiitzstellen
wird das beste Ergebnis erreicht. Bei zehn und fiinfzehn Stiitzstellen konver-
giert das Verfahren deutlich langsamer, ohne das anschlieffend deutlich bessere
Kursachsen gefunden werden. Die besten gefundenen Kursachsen fiir 4, 8 und 15
Stiitzstellen sind in Abbildung 26 dargestellt.

Zudem dauert eine Iteration bei fiinfzehn Stiitzstellen im Durchschnitt mehr als
doppelt so lang als eine Iteration bei acht Stiitzstellen. Die Dauer der Iteratio-
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Abbildung 26: Kursachsen bei 4, 8 und 15 Stiitzstellen

nen ist aber nur schwer zu vergleichen, da sie im wesentlichen davon abhéngt,
wie schnell im Backtracking bessere Kursachsen gefunden werden. Dies schwankt
sehr stark.

Damit wurden die bisherigen Erfahrungen bestétigt, dass die Stiitzstellen etwa
im Abstand der doppelten Schiffsléinge gewéhlt werden sollten. Dies war nicht un-
bedingt zu erwarten, da die Kanalgeometrie bei dieser Wahl nicht beriicksichtigt
wird. Andererseits hat die Schiffslinge wesentlichen Einfluss auf den minimalen
Kurvenradius und die Groflie der Schleppfliache. Diese legen die Zuléssigkeit der
Kursachsen fest.

7.4 Praktische Beispiele

Abschlieflend sollen zwei reale Ufergeometrien untersucht werden. Es wird der
WasserstraBlenknoten Spandau und der Rhein bei Flusskilometer 555 betrachtet.
Dabei wird die Stromung vernachléssigt.

Beim ersten Beispiel handelt es sich um den Zusammenfluss von Havel und Spree
bei Berlin. Es werden zwei 85 Meter lange Schiffe betrachtet. Ein Schiff wird da-
bei die Havel flussaufwirts fahren und in die Spree einbiegen, das andere Schiff
wird in der Gegenrichtung fahren. Das Fahrwasser ist auf einigen Abschnitten
nur etwa 30 Meter breit. Die Schiffe haben inklusive der Sicherheitsabstéinde eine
Breite von 12 Metern.
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Abbildung 27: Wasserstraflenknoten Spandau
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Abbildung 28: Details am Wasserstrafienknoten Spandau

Es wurde mit elf Stiitzstellen pro Kursachse gerechnet. Abbildung 27 zeigt das ab-
schliefende Ergebnis der Optimierung nach etwa dreistiindiger Rechnung. Zuléssi-
ge Kursachsen wurden in weniger als 30 Minuten gefunden.
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In Abbildung 28 sind die in Abbildung 27 hervorgehobenen Ausschnitte ver-
groflert dargestellt. Die Schleppflichen néhern sich bis auf wenige Zentimeter an.
Diese Aufgabe wurde von den vorgestellten Algorithmen sehr gut gelost. Auf-
grund der geringen Stromung in dieser Wasserstrale sind die Ergebnisse direkt
verwendbar.

Das zweite Beispiel ist der sehr bekannte Abschnitt des Rheins am Fufl des Lo-
releyfelsens bei Flusskilometer 555. Es wird die reale Ufergeometrie verwendet,
einige Untiefen sowie die starke Stromung werden aber nicht beriicksichtigt. Der
Fluss soll dabei von zwei 185 Meter langen Schiffen befahren werden.
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Abbildung 29: Der Rhein bei Flusskilometer 555

In Abbildung 29 ist das Ergebnis der Optimierung nach einer Stunde Rechenzeit
dargestellt. Dabei féllt auf, dass sich die Schleppflachen in Ufernihe befinden,
obwohl ein Weg durch die Flussmitte sicher kiirzer wére. Dies ist damit zu be-
griinden, dass die erste gefundene zulédssige Kursachse immer in Ufernéhe liegt,
denn sie wurde eben erst in der letzten Iteration vom Land ins Wasser gescho-
ben. Das Versetzen einer Stiitzstelle fithrt in dieser Situation nun meist dazu,
dass das Heck des Schiffes erneut ein Hindernis {iberstreicht. Die Stiitzstellen
kénnen nur auf relativ engen Pfaden vom Rand wegbewegt werden, ohne wieder
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eine Bestrafung zu verursachen. Diese Pfade konnen vom Line-search-Verfahren
lediglich schlecht nachgebildet werden.

7.5 Verbesserungsmoglichkeiten

Mit den vorgestellten Optimierungsverfahren konnen gute Kursachsen gefunden
werden. Allerdings benétigen die Ergebnisse viel Rechenzeit. Verbesserungspo-
tential liegt hier vor allem bei den geometrischen Algorithmen. Eine Ubersetzung
der Algorithmen in eine andere Programmiersprache wie C++ diirfte den Pro-
grammablauf ebenfalls spiirbar beschleunigen.

Bei einer zu geringen Stiitzstellenanzahl werden héufig keine zuléssigen Kurs-
achsen gefunden, zu viele Stiitzstellen verlangsamen die Konvergenz drastisch.
Ein abgewandeltes Optimierungsverfahren kénnte mit wenigen Stiitzstellen be-
ginnen. Wenn sich die Bestrafung zwischen zwei Stiitzstellen nicht reduzieren
lasst, konnte automatisch eine neue Stiitzstelle zum Beispiel im Beriihrpunkt der
Kreisbogensegmente der Kursachse eingefiigt werden. Dadurch konnte einerseits
die Laufzeit gering gehalten werden, andererseits wiirden die Stiitzstellen insbe-
sondere dort platziert, wo sie aufgrund der Kanalgeometrie benotigt werden.

Lange Kanalabschnitte sollten in viele kiirzere Sektionen zerlegt werden. Lokale
Entscheidungen beeinflussen die Kursachse in einiger Entfernung nicht mehr. So
kann ein Abschnitt mit zehn Stiitzstellen optimiert werden. Anschliefend wird
zum Beispiel die vorletzte Stiitzstelle als feste Startbedingung fiir den folgenden
Abschnitt iibernommen und das néchste Kursachsensegment mit zehn Stiitzstel-
len behandelt.

Die Qualitdt der Kursachse kann durch eine Verdnderung der Interpolation ver-
bessert werden. Ausgehend von der Kreisbogeninterpolation kénnen die Beriihr-
punkte der Segmente beibehalten werden, die Kurvenradien werden aber etwas
verkleinert und die Kreismittelpunkte etwas versetzt. Nun konnten spezielle Kur-
ven eingesetzt werden, die einen stetigen Ubergang der zweiten Ableitung zwi-
schen den Segmenten gewéhrleisten. Somit konnten die Vorteile von Kreisbogen-
und Splineinterpolation kombiniert werden.

In [5] wurde kiirzlich ein neues, ableitungsbasiertes Optimierungsverfahren vor-
gestellt, das speziell auf Funktionen mit nicht differzierbaren Stellen angewendet
werden kann. Durch die Implementation dieses Algorithmuses kénnen moglicher-
weise die Probleme beim Line-search-Verfahren umgangen werden. Auflerdem
sind andere Optimierungsalgorithmen wie zum Beispiel Filterverfahren denk-
bar [6].
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8 Zusammenfassung und Ausblick

Das Kursachsenproblem hat sich als schwierige Aufgabenstellung herausgestellt.
Dennoch konnten fiir praktische und konstruierte Beispiele sinnvolle und fiir die
Praxis ausreichend gute Ergebnisse gewonnen werden. Wir haben aber auch Ver-
besserungspotential aufgezeigt, so dass die Rechenzeit weiter reduziert werden
kann.

Es ergeben sich nun zahlreiche Anwendungen, fiir die die hier gewonnenen Er-
kenntnisse genutzt werden kénnen. Das vorgestellte Verfahren kann dariiber hin-
aus als Grundlage fiir die Entwicklung weiterer Verfahren zur Losung komplexerer
Probleme dienen.

Optimale Kursachsen konnen wesentlich zur Entscheidungsfindung beitragen,
wenn neue Schiffstypen fiir bestehende Kanéle zugelassen werden sollen. Sie
ermoglichen weiterhin die Erkennung von Engstellen, um entsprechende Ver-
kehrsregelungen treffen zu kénnen. Das Zulassungsverfahren kann mit Hilfe der
prasentierten Algorithmen deutlich beschleunigt werden. Andererseits kann mit
Hilfe der Schleppflichen optimaler Kursachsen erkannt werden, ob Fahrrinnen
deutlich breiter als benotigt ausgebaggert werden. Dies hilft in Zukunft Instand-
haltungskosten zu reduzieren.

Zur Unterstiitzung der Schiffsfithrer wird kontinuierlich an der Entwicklung von
Autopilot-Systemen gearbeitet. Die Position eines Schiffes kann mittels GPS und
Radar genau bestimmt werden. Damit ist die Lage beziiglich vorgegebener Bahn-
kurven bekannt. Es existieren Regelverfahren, mit denen das Schiff an solchen
Kurven entlang gesteuert werden kann [16]. Entscheidend fiir die Qualitdt des
Autopiloten ist die Vorgabe geeigneter Bahnkurven. Optimale Kursachsen sind
dafiir besonders geeignet, da sie moglichst kurze und sichere Kurven bereitstellen.

Das hier entwickelte Verfahren kann als Grundlage fiir die Kursachsenoptimierung
in flieBenden Gewissern dienen. Durch die Implementation von Strémungsberech-
nungen ist die Anwendung auf Fliisse denkbar. Allerdings ist dafiir ein erheblich
grofferer Rechenaufwand notig.

Wenn Kanile, die sich bei der Kursachsenoptimierung als zu eng herausstellen, er-
weitert werden, so sollte dies moglichst kostengiinstig geschehen. Im vorgestellten
Verfahren wird bereits die Uberschneidung zwischen Schleppfliche und Hinder-
nissen minimiert. Werden die Hindernisse entsprechend der Kosten gewichtet, die
bei einem Umbau dieser Hindernisse zur Erweiterung des Kanals entstehen, so
kann die giinstigste Umbauvariante gefunden werden.
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Glossar

Backbord

Bug
Buhne

Bugstrahlruder
Fahrwasser

GPS

Heck
Knoten

Kursachse
Lateralplan
Lateralschwerpunkt
Radar

Ruder
Schleppfléche
Steuerbord

taktischer Drehpunkt
Unterwasserschiff
Untiefe

in Fahrtrichtung gesehen die linke Seite eines Schiffes,
links

vorderer Teil eines Schiffes

ein vom Ufer aus in einen Fluss gebauter Dammkorper
zur Stromungs- und Wasserstandsregulierung, meist
gruppenweise gebaut

Manovrierhilfe im Bug mancher Schiffe

die fiir die Schifffahrt bestimmte Fahrrinne eines Re-
viers, meist durch Seezeichen vom flachen Wasser ab-
gegrenzt und durch Baggern auf der notwendigen Tiefe
gehalten

Global Positioning System, satellitengestiitzes System
zur Ortsbestimmung

hinterer Teil eines Schiffes

Geschwindigkeitsangabe, ein Knoten entspricht einer
Seemeile (1852 m) pro Stunde

Fahrkurve des taktischen Drehpunkts

seitliche Projektion des Unterwasserschiffes
geometrischer Schwerpunkt des Lateralplanes

Radio Detecting and Ranging, Gerédte zum Ermitteln
von Richtung und Entfernung von Objekten

Steuer

die vom Schiff bei der Fahrt {iberstrichene Flache

in Fahrtrichtung gesehen die rechte Seite eines Schiffes,
rechts

relatives Drehzentrum des Schiffs

Teil des Schiffsrumpfs unter der Wasserlinie

Stelle des Gewiéissers mit geringer Tiefe
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Symbolverzeichnis

Das nachfolgende Verzeichnis enthélt nur die Symbole, die durchgéngig in der Ar-
beit verwendet werden. Lokal verwendete Symbole sind an Ort und Stelle erklért.

A(F) Flacheninhalt der Fliche F

B(K) Menge der Kreisbogensegmente einer Kursachse

b Schiffsbreite

c Backtracking-Parameter

F(K,S) Schleppflache des Schiffes S beim Befahren der Kursachse K

G(K) Menge der Geradensegmente einer Kursachse

Gg Startgebiet, in dem die Kursachse beginnen muss

Gy Zielgebiet, in dem die Kursachse enden muss

K. . interpolierte Kursachse durch die Stiitzstellen z; bis z,

Kg Kegel der Richtungen, mit denen eine Kursachse beginnen
muss

Ky Kegel der Richtungen, mit denen eine Kursachse enden muss

l Schiffsléange

I(K) Lénge einer Kursachse K

ly Lange des Geradensegments g

7 Normalenvektor an die Kursachse in der i-ten Stiitzstelle

R Menge der reellen Zahlen

Th Radius des Kreisbogensegments h

Tmin minimaler Kriitmmungsradius einer Kursachse

t; Tangentenvektor an die Kursachse in der i-ten Stiitzstelle

S Schiff

t(K,S) Zeit, die ein Schiff S fiir das Befahren der Kursachse K
benotigt

TDP(S) taktischer Drehpunkt des Schiffes S

U Vereinigung aller Hindernisse

U, e-Umgebung eines Punktes oder einer Menge

Umnaz Hochstgeschwindigkeit

) Menge der ganzen Zahlen

Z Stiitzstelle

o Schrittweite fiir Backtracking

Vf(x) Gradient der Funktion f in z

On Winkel des Kreishogensegments h

A, M Strafparameter fiir Optimierung

w Funktion, die jedem Vektor den Richtungswinkel zuordnet
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