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0 Ausführliche Aufgabenstellung

Bettet man die Knotenmenge eines Graphen in einen metrischen Raum ein, so hat man
zwei unterschiedliche Metriken auf dieser Knotenmenge - zum einen die Abstandsme-
trik des Graphen, zum anderen die Metrik des Raumes. Die Einbettung verzerrt also
die Abstandsverhältnisse der Graphenmetrik zu jenen in der Metrik des einbettenden
Raumes.

Ziel der Diplomarbeit ist die Untersuchung von Schranken für die kleinstmögliche
Verzerrung von Einbettungen von Graphen in den Rn. Hierzu sind geeignete Präzisie-
rungen des Begiffes „Verzerrung“ vorzunehmen.

Eine Übersicht über bisher bekannte Schranken soll gegeben und möglichst durch einen
eigenen Beitrag abgerundet werden. Dabei ist besonderes Augenmerk auf Graphen mit
großer Taillenweite und hohem Minimalgrad zu legen.
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1 Einleitung

Seit ungefähr 80 Jahren wird die Einbettung metrischer Räume in andere metrische
Räume mathematisch untersucht. Da endliche metrische Räume äquivalent zu end-
lichen, positiv gewichteten Graphen sind, besteht kein wesentlicher Unterschied zur
Einbettung von Graphen in metrische Räume. Viele wissenschaftliche Arbeiten der
letzten 30 Jahre verwenden eher die Notation der Graphen, knüpfen aber im Grunde
an die früheren Ergebnisse der Einbettung metrischer Räume an.
Bettet man einen Graphen in einen bestimmten metrischen Raum ein, so kann man
nicht erwarten, dass die Distanzen aller Knotenpaare erhalten bleiben. Das gilt - ab-
gesehen von `∞-Räumen - selbst dann, wenn der einbettende Raum ein hochdimensio-
naler Vektorraum ist. In vielen Fällen kommt man um eine Verzerrung der Distanzen
nicht herum. Wissenschaftler aus verschiedenen Gebieten der Mathematik waren und
sind mit dem Forschungszweig der Einbettung von Graphen oder metrischen Räumen
beschäftigt. Ihre Arbeiten umfassen Funktionalanlysis, Graphentheorie, Kombinato-
rik, lineare Algebra, Stochastik und Topologie. Mathematiker aus den meisten dieser
verschiedenen Gebiete betrachten die Einbettung von Graphen aus ihren jeweiligen
Blickwinkeln und mit den ihnen vertrauten Methoden. Viele wissenschaftliche Arbeiten
geben aus theoretischen Überlegungen untere und obere Schranken für die Verzerrung
einer optimalen Einbettung oder auch für die Dimension des einbettenden Raumes
an. Mitunter beschränkt sich der Autor dabei auf bestimmte Graphenklassen. Andere
Arbeiten bestimmen die optimale Einbettung bestimmter Graphenklassen oder decken
Zusammenhänge zwischen der optimalen Verzerrung und anderen Eigenschaften der
einzubettenden Graphen auf.
Aber nicht nur die wissenschaftlichen Beiträge zur Einbettung von Graphen sind viel-
fältig, sondern sie hat auch verschiedene Anwendungsgebiete. Hier sollen nur einige
von ihnen erwähnt werden:
Statistische Datenanalyse: Hat man eine Menge statistischer Datenpunkte gegeben, so
möchte man sie so gruppieren, dass „nahe beieinander liegende“ Datenpunkte dersel-
ben Gruppe und „weit entfernte“ Datenpunkte unterschiedlichen Gruppen zugeordnet
werden. Die Einbettung der Datenpunktmenge in einen Vektorraum kann das Finden
einer „günstigen“ Gruppierung erleichtern. Mehr Informationen zu diesem Thema fin-
det man in [77] und [67].
Schnittprobleme: Die Bestimmung eines minimalen Schnitts in einem Mehrgüter-Netz-
werk ist ein NP-schweres Problem, weshalb man keine effiziente Lösung erwarten kann.
Darum ist man im Allgemeinen mit einer Approximation zufrieden. Andererseits ist es
möglich, einen maximalen Mehrgüter-Fluss effizient zu berechnen. Die Einbettung des
dem Netzwerk zugrunde liegenden Graphen in einen Vektorraum, der mit der Man-
hattannorm ausgestattet ist, liefert eine obere Schranke für das Verhältnis zwischen
dem minimalen Schnitt und dem maximalen Fluss. Im Abschnitt 3.9 dieser Arbeit ist
mehr über dieses Thema zu lesen.
Separierungsprobleme: Das Knotenseparations-Problem für einen Graphen kann wie
folgt formuliert werden: Finde einen minimalen Knotenseparator, so dass die sepa-
rierten Knotenmengen gleich groß sind. Dieses Problem ist NP-vollständig, weshalb
man keine effiziente Lösung erwarten kann. Aber die Einbettung des Graphen in einen
Vektorraum ermöglicht eine Approximation dieses Problems (siehe [67]). Das folgende
Beispiel ist eine praktische technische Anwendung des Knotenseparations-Problems.
VLSI-Design: Das Problem ist, die Bauelemente auf einem Chip so anzuordnen, dass
alle Bauelemente auf den Chip passen und die Längen der Verbindungswege minimiert
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1 Einleitung

werden. Der Chip wird als Graph modelliert, wobei die Knoten den Bauelementen
und die Kanten den Verbindungen zwischen den Bauelementen entsprechen. Für die-
sen Graphen wird ein Knotenseparations-Problem gelöst. Das Gleiche tut man rekursiv
für die separierten Knotenmengen und den Separator (siehe [90]).

In Kapitel 2 dieser Arbeit werden wichtige Begriffe erklärt, darunter auch die bereits
erwähnten Begriffe der Einbettung sowie der Verzerrung. In den Kapiteln 3 und 4 wer-
den Ergebnisse anderer Autoren zu den Einbettungen von Graphen zusammengefasst.
Das Kapitel 5 ist besonders den Graphen mit großer Taillenweite gewidmet. Innerhalb
dieses Kapitels, in den Abschnitten 5.2 und 5.3 stelle ich auch das wichtigste eigene
Ergebnis im Rahmen dieser Diplomarbeit vor. Danach beschreibe ich in den Kapiteln
6 und 7 weitere eigene Resultate. In Kapitel 8 werden Einbettungen von Graphen in
Graphen kurz angesprochen, und Kapitel 9 enthält einen kurzen Ausblick.
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2 Begriffe und Notationen

2.1 Graphen

In dieser Arbeit geht es um gewichtete Graphen. Dabei handelt es sich um geord-
nete Tripel G = (V,E,w), wobei V = V (G) die Menge der Knoten (oder Ecken),
E = E(G) die Menge der Kanten und w eine Funktion über der Menge der Kanten
in die Menge R+ der positiven reellen Zahlen ist. Eine Kante e ∈ E(G) ist eine zwei-
elementige Teilmenge der Knotenmenge V (G). w = w(E) nennt man eine Gewichts-
oder Längenfunktion. Die einzelnen Funktionswerte w(e) (e ∈ E) nennt man das
Gewicht oder die Länge einer Kante.
Man sagt, die Kante e = {u, v} verbindet die Knoten u, v ∈ V. Zwei Knoten heißen
benachbart oder adjazent , falls sie durch eine Kante verbunden sind. Ein Knoten v ∈ V
und eine Kante e ∈ E heißen inzident, falls v ∈ e. Der Grad ϑ(v) (oder die Valenz )
eines Knotens v ∈ V ist die Anzahl der mit ihm inzidenten Kanten.
In dieser Arbeit werden nur echt positive Kantengewichte zugelassen und, mit Ausnah-
me des Abschnitts 5.5, nur endliche Graphen (das heißt Graphen mit endlicher Knoten-
und Kantenzahl) betrachtet. Ein Graph wird auch kurz mit G = (V,E) bezeichnet,
wenn die Gewichtsfunktion keine Rolle spielt oder wenn alle Kantengewichte 1 sind.
Ein Graph G = (V,E) hat den Minimalgrad δ(G), falls ϑ(v) ≥ δ(G) ∀v ∈ V
und es einen Knoten u ∈ V gibt mit ϑ(u) = δ(G). G hat den Maximalgrad ∆(G),
falls ϑ(v) ≤ ∆(G) ∀v ∈ V und es einen Knoten ũ ∈ V gibt mit ϑ (ũ) = ∆(G).
Der durchschnittliche Knotengrad ∆̃(G) eines Graphen G = (V,E) ist das arithme-
tische Mittel seiner Knotengrade. Offensichtlich gilt:

2 · |E| = ∆̃(G) · |V | (2.1)

Beweis: ∆̃(G) · |V | ist die Summe aller Knotengrade. Dabei wird jede Kante
genau zweimal gezählt.

�

Die folgenden Definitionen sind an [61] angelehnt:

Definition 2.1 Ein Teilgraph eines Graphen G = (V (G), E(G)) ist ein Graph H =
(V (H), E(H)) mit V (H) ⊆ V (G) und E(H) ⊆ E(G) . Man sagt auch: G enthält
einen Teilgraphen H. Man nennt H einen induzierten Teilgraphen von G, wenn H ein
Teilgraph von G ist und E(H) = {{x, y} ∈ E(G) : x, y ∈ V (H)}. Dieses H ist der
von V (H) induzierte Teilgraph von G. Dafür schreibt man auch H = G[V (H)] .

Definition 2.2 Sei G ein Graph. Eine Kantenfolge W in G ist eine Folge (v1, e1, v2,
..., vk, ek, vk+1) , wobei k ≥ 0, vi ∈ V (G) für i = 1, ..., k + 1 und ei = {vi, vi+1} ∈
E(G) für i = 1, ..., k . v1 und vk+1 heißen die Endknoten der Kantenfolge. Gilt zu-
sätzlich ei 6= ej für alle 1 ≤ i < j ≤ k , so heißt W ein Spaziergang in G. Gilt auch
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2 Begriffe und Notationen

noch v1 = vk+1 , so heißt der Spaziergang W geschlossen.

Definition 2.3 Ein Weg ist ein Graph P = ({v1, ..., vk+1}, {e1, ..., ek}) mit der Ei-
genschaft, dass vi 6= vj für 1 ≤ i < j ≤ k+1 und die Folge (v1, e1, v2, ..., vk, ek, vk+1)
ein Spaziergang ist. Es wird P auch ein Weg von v1 nach oder zu vk+1 oder auch ein
v1-vk+1-Weg genannt. Die Knoten v2, ..., vk sind die inneren Knoten von P .
Ein Kreis ist ein nichtleerer Graph ({v1, ..., vk}, {e1, ..., ek}) mit den Eigenschaften,
dass die Folge (v1, e1, v2, ..., vk, ek, v1) ein (geschlossener) Spaziergang mit vi 6= vj

für 1 ≤ i < j ≤ k und k ≥ 3 ist.
Ist ein Weg oder Kreis ein Teilgraph von G, so spricht man von einem Weg oder Kreis
in G.

Der Kreis mit m Kanten wird auch mit Cm bezeichnet.
Die Länge eines Weges ist in dieser Arbeit die Summe der Längen seiner Kanten.

Definition 2.4 Die Länge ω(W ) einer Kantenfolge W = (v1, e1, v2, ..., vk+1) in

einem Graphen G = (V,E) definiert man durch ω(W ) =
k∑

i=1

w (ei) .

Eine Kantenfolge W̃ mit den Endknoten v1, vk+1 ∈ V (G) in einem Graphen G =
(V,E) hat minimale Länge, wenn für alle Kantenfolgen W mit den Endknoten v1

und vk+1 im Graphen G gilt: ω(W ) ≥ ω
(
W̃
)
.

Definition 2.5 Für Ẽ ⊆ E(G) setzt man w
(
Ẽ
)

:=
∑

e∈Ẽ

w(e) .

Man setzt distG(u, v) = ∞ , falls es keinen u-v-Weg im Graphen G gibt. Anderenfalls
bezeichnet distG(u, v) den minimalen Wert von w(E(P )) über alle u-v-Wege P in G.

distG(u, v) ist die Länge eines kürzesten Weges von u nach v und wird auch Di-
stanz der Knoten u und v genannt. Für jeden Graphen G = (V,E,w) ist damit
eine Funktion distG : V × V −→ R+\{0} definiert, die Distanzfunktion genannt
wird. Diese Funktion ist offensichtlich symmetrisch, das heißt, es gilt: distG(u, v) =
distG(v, u) ∀u, v ∈ V (G).

Beobachtung 2.6 Jede endliche Kantenfolge mit den Endknoten v1, vk+1 ∈ V in
einem Graphen G = (V,E) enthält einen Spaziergang mit den Endknoten v1 und
vk+1, und jeder Spaziergang mit den Endknoten V 3 u1 6= uk+1 ∈ V enthält einen
u1-uk+1-Weg.

Beweis: Sei (v1, e1, v2, ..., vk+1) eine endliche Kantenfolge in G = (V,E) . Falls
ei 6= ej ∀ 1 ≤ i < j ≤ k, so ist die Kantenfolge ein Spaziergang.
Anderenfalls setze zunächst q := k und u1 := v1 . Solange Indizes i, j mit 1 ≤ i < j ≤
q und ei = ej exitieren, werden bestimmte Knoten und Kanten aus der Kantenfolge
entfernt, wobei jeweils zwei Fälle zu unterscheiden sind:
1. Fall: vi = vj . Entferne vi, ei, vi+1, ..., vj−1, ej−1 aus der Kantenfolge. Setze
va := va+j−i, ea := ea+j−i ∀ a ∈ {i, i+ 1, ..., q − j + i} und q := q − j + i.
2. Fall: vi+1 = vj . Entferne vi, ei, vi+1, ..., vj , ej aus der Kantenfolge. Setze
va := va+j+1−i, ea := ea+j+1−i ∀ a ∈ {i, i+1, ..., q−j−1+i} und q := q−j−1+i.
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2 Begriffe und Notationen

Da in jedem solchen Schritt mindestens ein Knoten und mindestens eine Kante entfernt
wird, erhalten wir nach endlich vielen Schritten einen Spaziergang mit den Endknoten
u1 und vk+1.
Sei nun (u1, ẽ1, u2, ..., uk+1) ein Spaziergang in G mit u1 6= uk+1 . Falls ui 6=
uj ∀ 1 ≤ i < j ≤ k, so ist der Spaziergang ein Weg.
Anderenfalls setze zunächst q := k und v1 := u1 . Solange Indizes i, j mit 1 ≤ i < j ≤
q und ui = uj exitieren, entferne ui, ẽi, ui+1, ..., uj−1, ẽj−1 aus dem Spaziergang.
Setze ua := ua+j−i, ẽa := ẽa+j−i ∀ a ∈ {i, i+1, ..., q−j+ i} und q := q−j+ i.
Da in jedem solchen Schritt mindestens drei Knoten und mindestens drei Kanten ent-
fernt werden, erhält man nach endlich vielen Schritten einen v1-uk+1-Weg.

�

Folgerung 2.7 Eine Kantenfolge minimaler Länge mit den Endknoten V 3 u 6= v ∈
V in einem endlichen Graphen G = (V,E,w) mit positiven Kantenlängen ist ein
kürzester u-v-Weg.

Beweis: Eine unendliche Kantenfolge in einem endlichen Graphen ist immer un-
endlich lang und kann damit nicht die minimale Länge haben. Sei nun eine kürzeste
Kantenfolge mit den Endknoten u, v ∈ V gegeben. Nach Beobachtung 2.6 enthält
diese Kantenfolge einen u-v-Weg, der nicht länger sein kann als die Kantenfolge. Da-
bei ist die Länge der Kantenfolge nach dem Beweis der Beobachtung 2.6 genau dann
minimal, wenn die Kantenfolge der Weg selbst ist. Jeder andere u-v-Weg ist auch eine
Kantenfolge mit den Endknoten u, v ∈ V und darum nicht kürzer als die gegebene
Kantenfolge.

�

Unter einem gleichgewichteten Graphen versteht man den Graphen G = (V,E,w) mit
w ≡ K , wobei K eine Konstante ist. Wenn in dieser Arbeit nichts anderes angegeben
ist, soll K = 1 sein. Es soll noch bemerkt werden, dass distG(u, v) > K ist, falls
{u, v} /∈ E.

Definition 2.8 Sei G ein Graph. Gibt es einen u-v-Weg für alle u, v ∈ V (G), so heißt
G zusammenhängend; sonst heißt G unzusammenhängend. Die maximalen zusammen-
hängenden Teilgraphen eines Graphen sind seine Zusammenhangskomponenten.

Definition 2.9 Ein zusammenhängender Graph ohne Kreise (als Teilgraph) heißt
Baum. Ein Knoten vom Grad höchstens gleich eins in einem Baum heißt Blatt. Ein
Graph ohne Kreise heißt Wald.

Die Zusammenhangskomponenten eines Waldes sind offensichtlich Bäume. Mit g(G)
wird in dieser Arbeit die Taillenweite eines gleichgewichteten Graphen G = (V,E)
bezeichnet. Nach [32] ist die Taillenweite die kleinste Anzahl der Kanten eines Kreises
in einem Graphen G = (V,E). Enthält ein Graph keinen Kreis, wird g(G) = ∞
gesetzt. Der Durchmesser eines Graphen G = (V,E,w) ist die maximale Distanz
zweier Knoten in G. Er wird mit diam(G) bezeichnet. Es gilt:

diam(G) ≥ distG(u, v) ∀u, v ∈ V (G).

Hier sind noch einige Definitionen nach [61]:
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2 Begriffe und Notationen

Definition 2.10 Sei G ein Graph und X,Y ⊆ V (G) .
Man setzt E(X,Y ) := {{x, y} ∈ E(G) : x ∈ X\Y, y ∈ Y \X} .

Definition 2.11 Die Menge der Nachbarn von X ⊆ V ist Γ(X) := {v ∈ V (G)\X :
E(X, {v}) 6= ∅} .

Definition 2.12 Ein Knoten mit Grad 0 heißt isoliert.
Ein Graph, für den alle Knoten den Grad k haben, heißt k-regulär.

2.2 Distanzräume und Metriken

Mit |X| wird die Kardinalität einer endlichen Menge X, mit 2X die Potenzmenge
der Menge X bezeichnet. Das Megensystem aller zweielementigen Teilmengen einer
Grundmenge X wird mit

(
X
2

)
bezeichnet.

Ein Distanzraum ist nach [31] ein geordnetes Paar (X, ρ) , das aus einer GrundmengeX
und einer Distanzfunktion ρ : X×X −→ R+ besteht und folgende Bedingungen
erfüllt:

(D1) ρ(x, x) = 0 ∀x ∈ X
(D2) ρ(x, y) = ρ(y, x) ∀x, y ∈ X (Symmetrie)

In dieser Arbeit wird ein Distanzraum (X, ρ) mitunter auch nur mit X bezeichnet,
wenn klar ist, welche Distanzfunktion zu diesem Raum gehört.
Eine symmetrische Funktion f : X ×X −→ R über einer endlichen Menge X mit
f(x, x) = 0 ∀x ∈ X kann als ein Vektor mit

(|X|
2

)
Komponenten geschrieben

werden: Sei X = {x1, x2, ..., xn} und k ∈
{
1, 2, ...,

(
n
2

)}
; dann kann man die

k-te Komponente von f eindeutig festlegen:

fk = f (xi, xj)
mit 1 ≤ i < j ≤ n

und k =
(
j − 1

2

)
+ i.

(2.2)

Umgekehrt beschreibt der Vektor [fk](
n
2)

k=1 die symmetrische Funktion f eindeutig.
Insbesondere kann die Metrik ρ eines Distanzraumes (X, ρ) als Vektor mit

(|X|
2

)
Kom-

ponenten aufgefasst werden.
Die Funktion ρ eines Distanzraumes (X, ρ) wird nach [31] eine Halbmetrik genannt,
falls zusätzlich die Dreiecksungleichung gilt:

(D3) ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z) ∀x, y, z ∈ X

In diesem Fall wird (X, ρ) als halbmetrischer Raum bezeichnet.
Ein halbmetrischer Raum (X, ρ) heißt metrischer Raum ([31]), falls zusätzlich gilt:

12
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(D4) ρ(x, y) = 0 =⇒ x = y ∀x, y ∈ X

In diesem Fall nennt man ρ eine Metrik .
Die Knotenmenge V eines (positiv) gewichteten Graphen G = (V,E,w) bildet zusam-
men mit der Distanzfunktion des Graphen einen metrischen Raum (V,distG) . (D1),
(D2) und (D4) sind offensichtlich erfüllt, und distG (v1, v2) kann für alle Knotenpaa-
re v1, v2 ∈ V (G) wegen der Definition der Distanzfunktion eines Graphen für keinen
Knoten u ∈ V (G) größer als distG (v1, u) + distG (u, v2) sein. Dies impliziert (D3).
Umgekehrt kann jeder metrische Raum (X, ρ) endlicher Kardinalität durch einen
endlichen gewichteten Graphen G = (V,E,w) dargestellt werden. Dazu setze man
V := X, E =

(
X
2

)
und w({u, v}) := ρ(u, v) ∀{u, v} ∈ E. Enthält dieser

Graph eine Kante ẽ = {v1, v2} und einen weiteren v1-v2-Weg P̃ (der mindestens zwei
Kanten enthalten muss) mit

w ({v1, v2}) = w
(
E
(
P̃
))

,

so heißt die Kante ẽ redundant .

Beobachtung 2.13 Eine redundante Kante kann aus einem Graphen entfernt wer-
den, ohne die Metrik zu verändern.

Beweis: Für einen kürzestesten x-y-Weg P (x, y ∈ V ) können zunächst zwei Fälle
unterschieden werden:
1. Fall: P enthält nicht die Kante ẽ . Dieser Fall ist trivial.
2. Fall: P enthält die Kante ẽ . Ersetzt man in P die Kante ẽ durch den Weg P̃
erhält man eine endliche Kantenfolge, die nicht länger als P ist. Nach Folgerung 2.7
ist diese Kantenfolge ein x-y-Weg.

�
Die Distanzfunktion distG eines Graphen G = (V,E) kann wie in (2.2) als ein Vektor
mit

(|V |
2

)
Komponenten geschrieben werden.

Sei (X, ρ) ein metrischer Raum und Y eine nichtleere Teilmenge von X . Dann kann
man gemäß [79] folgende Distanzen definieren:

ρ (Y, x) := inf
y∈Y

ρ(y, x) ∀x ∈ X;

und ρY (x, z) := |ρ(Y, x)− ρ(Y, z)| ∀x, z ∈ X.
=⇒ ρY (x, z) ≤ ρ(x, z) ∀x, z ∈ X.

Eine Kugel Bρ(x, r) ⊆ X (mit Radius r und Mittelpunkt x ∈ X ) ist wie folgt
definiert:

Bρ(x, r) := {z ∈ X : ρ(x, z) ≤ r} .

Ein Schnitt in einem endlichen metrischen Raum (X, ρ) ist eine echte Teilmenge S ⊂
X mit S 6= ∅ . S(X) = 2X\{∅, X} ist die Menge aller Schnitte in X. Analog ist
S(V ) = 2V \{∅, V } die Menge aller Schnitte in einem Graphen G = (V,E) .

13
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2.3 Einbettungen metrischer Räume

Seien (X, ρ) und (X ′, ρ′) zwei metrische Räume mit |X| ≤ |X ′| . Eine Einbettung des
Raumes (X, ρ) in den Raum (X ′, ρ′) ist eine injektive Funktion ϕ : X −→ X ′.
Die Zahl

||ϕ||Lip := sup
x,y∈X
x6=y

ρ′(ϕ(x), ϕ(y))
ρ(x, y)

∈ (R+ ∪ {∞})

heißt nach [44], [68] und [69] Expansion, nach [22] Lipschitz-Konstante oder gemäß
[88] Lipschitznorm der Einbettung ϕ.
Sei Y = f(X) ⊆ X ′ das Bild der Einbettung ϕ. Da eine Einbettung immer injektiv
ist, existiert eine Umkehrfunktion ϕ−1 : Y −→ X. Die Zahl

∣∣∣∣ϕ−1
∣∣∣∣

Lip
:= sup

x,y∈X
x6=y

ρ(x, y)
ρ′(ϕ(x), ϕ(y))

∈ (R+ ∪ {∞})

heißt Lipschitz-Konstante der Umkehrfunktion ϕ−1 oder gemäß [44], [68] und [69]
Schrumpfung der Einbettung ϕ. In dieser Arbeit werden die Begriffe „Lipschitzkon-
stante“ oder „Lipschitznorm“ nicht weiter verwendet.
Schließlich ist die Zahl

ζ(ϕ, (X, ρ)) := ||ϕ||Lip ·
∣∣∣∣ϕ−1

∣∣∣∣
Lip

∈ (R+ ∪ {∞})

nach [44], [68] und [69] die Verzerrung der Einbettung ϕ.
Offensichtlich gilt: ζ(ϕ, (X, ρ)) ≥ 1 für alle Einbettungen.
Falls

||ϕ||Lip =
∣∣∣∣ϕ−1

∣∣∣∣
Lip

= 1

so heißt die Einbettung ϕ gemäß [31] isometrisch oder Isometrie, und es gilt dann:

ρ′(ϕ(x), ϕ(y)) = ρ(x, y) ∀x, y ∈ X

Falls die Verzerrung ζ(ϕ, (X, ρ)) = 1 ist, so ist die Einbettung nur bis auf einen
konstanten Faktor isometrisch, d. h. es gibt ein α ∈ R+\{0} , so dass

ρ′(ϕ(x), ϕ(y)) = α · ρ(x, y) ∀x, y ∈ X

Wegen der Äquivalenz zwischen endlichen gewichteten Graphen und endlichen me-
trischen Räumen, lässt sich die Einbettung von endlichen gewichteten Graphen auf

14
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die Einbettung endlicher metrischer Räume zurückführen und umgekehrt. Mit dem
gleichen Konzept kann man auch die Einbettung von Graphen in Graphen untersu-
chen. In dieser Arbeit ist ζ(ϕ,G) die Verzerrung einer Einbettung ϕ des Graphen
G = (V,E,w).
Gemäß [96] heißt eine Einbettung ϕ : (X, ρ) −→ (X ′, ρ′) exakt , wenn gilt:

ρ (x, y) = ρ (x̃, ỹ) =⇒ ρ′ (ϕ(x), ϕ(y)) = ρ′ (ϕ (x̃) , ϕ (ỹ)) ∀x, y, x̃, ỹ ∈ X.

2.4 Vektorräume

Ein Vektorraum (bzw. ein linearer normierter Raum) ist ein geordnetes Tripel (X,K, ||.||)
aus einer Grundmenge X, einem Zahlkörper K und einer Funktion ||.|| : X −→ R+,
die folgende Axiome erfüllt:

(N1) ||x|| = 0 ⇐⇒ x = 0,
(N2) ||λ · x|| = |λ| · ||x|| ∀x ∈ X, λ ∈ K (Linearität),
(N3) ||x||+ ||y|| ≥ ||x+ y|| ∀x, y ∈ X (Dreiecksungleichung).

Jeder normierte Raum ist mit

ρ(x, y) := ||x− y|| (2.3)

auch ein metrischer Raum. In dieser Arbeit werden nur reelle Vektorräume betrachtet
(K = R).
Die Elemente eines Vektorraumes heißen Vektoren. Die Dimension eines Vektorraumes
Z ist die maximale Anzahl linear unabhängiger Vektoren in ihm und wird mit dim(Z)
bezeichnet.
Eine wichtige Klasse normierter Räume sind die `dp-Räume mit 1 ≤ p ≤ ∞, d ∈ N
und `dp =

(
Rd,R, ||.||p

)
. Dabei sind die Normen ||.||p wie folgt definiert:

||x||p :=


p

√
d∑

i=1

|xi|p, 1 ≤ p <∞,

max
1≤i≤d

|xi| , p = ∞;

wobei xi die i-te Komponente des Vektors x ist. Die Normen ||.||p heißen auch Hölder-
p-Normen. Eine andere Bezeichnung für ||x||∞ ist Maximumnorm. Die Hölder-1-Norm
wird auch als Manhattannorm und die Hölder-2-Norm als euklidische Norm bezeich-
net.
In dieser Arbeit wird die Bezeichnung `p-Raum verwendet, wenn die Dimension des
Raumes nicht festgelegt oder beschränkt sein soll. Alle `p-Räume sind Banachräume.
Weitere Informationen über Banachräume findet der Leser in [49] und [100].
Eine Kugel Bp(x, r) ⊆ Rd (mit Radius r und Mittelpunkt x ∈ Rd ) in der Norm
||.||p ist wie eine Kugel im metrischen Raum definiert, wobei (2.3) verwendet wird.
B2(x, r) ist eine dim(x)-dimensionale euklidische Kugel, B1(x, r) ein Kreuzpolytop
und B∞(x, r) ein dim(x)-dimensionaler Würfel (mit Kantenlänge 2r). Der Index p
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wird auch weggelassen, wenn die Norm des Raumes klar ist oder nicht festgelegt sein
soll.
Mit V d

p wird in dieser Arbeit das d-dimensionale Volumen der Kugel Bp(0, 1) bezeich-
net.
Alle `p-Räume sind äquivalent zu bestimmten Banach-Minkowski-Räumen mit einer
konvexen zentralsymmetrischen Eichfigur. Banach-Minkowski-Räume werden in [60]
ausführlich erklärt. So entspricht der `d2 dem d-dimensionalen euklidischen Raum, d. h.
dem Banach-Minkowski-Raum mit der gewöhnlichen Einheitskugel als Eichfigur. Der
Raum `d∞ entspricht dem d-dimensionalen Banach-Minkowski-Raum mit dem Würfel
[−1, 1]d als Eichfigur.
Analog zu den Kugeln in `dp-Räumen wird in dieser Arbeit mit BZ(x, r) eine Kugel des
Banach-Minkowski-Raumes Z mit Mittelpunkt x und Radius r bezeichnet, und mit VZ

ist das Volumen der dim(Z)-dimensionalen Einheitskugel (oder Eichfigur) BZ(0, 1)
im Banach-Minkowski-Raum Z gemeint.
Eine weitere wichtige Klasse linearer normierter Räume sind Banach-Minkowski-Räume,
deren Einheitskugel ein zentralsymmetrisches Polytop ist. Eine solche Einheitskugel
BPolytop(0, 1) kann durch eine Matrix A ∈ Rt×d und einen Vektor b ∈ Rt (t ∈ N
vollständig beschrieben werden:

BPolytop(0, 1) :=
{
x ∈ Rd | Ax ≤ b

}
Es kann ohne Beschränkung der Allgemeinheit angenommen werden, dass dieses Un-
gleichungssystem irredundant ist, das heißt, es gibt keinen Index 1 ≤ i ≤ t , so dass
ein Vektor λ ∈ Rd

+ mit λi = 0 existiert, so dass λTA = Ai,., und λT b ≥ bi . Da man
ferner annehmen kann, dass die Einheitskugel volldimensional ist, können alle Zeilen
so skaliert werden, dass

bi = 1 ∀i ∈ {1, ...,m} (2.4)

Somit wird die Einheitskugel eindeutig durch die Matrix A beschrieben, und man
kann BPolytop(0, 1) =: BA(0, 1) setzen. Da die Einheitskugel zentralsymmetrisch ist,
gibt es zu jeder Zeile Ai,. genau eine Zeile Aj,. = −Ai,. mit i 6= j. Die Zeilen i und
j beschreiben zwei „gegenüber liegende“ Facetten der Einheitskugel und definieren ein
gemeinsames Funktional |Ai,.x| = |Aj,.x| für alle x ∈ Rd. Die durch die Einheitskugel
definierte Norm eines Vektors x ∈ Rd ist nach [67]:

||x||A := max
1≤k≤m

|Ak,.x|

Die affine Hülle einer Punktmenge X ⊆ `d2 ist der kleinste affine Unterraum U ⊆ `d2 ,
mit X ⊆ U .

2.5 Einbettungen in Vektorräume

Eine Einbettung eines metrischen Raumes (X, ρ) bzw. eines gewichteten Graphen
G = (V,E,w) in einen `p-Raum wird in dieser Arbeit optimal genannt, wenn sie
ohne Berücksichtigung der Dimension die kleinstmögliche Verzerrung unter allen mög-
lichen Einbettungen des Raumes (X, ρ) bzw. des Graphen G in den `p hat. Diese
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kleinstmögliche Verzerrung wird in dieser Arbeit mit ζp(X, ρ) bzw. ζp(G) bezeichnet.
Es gilt

ζp(X, ρ) ≤ ζ(ϕ, (X, ρ)) für jede Einbettung ϕ : X −→ `p;
ζp(G) ≤ ζ(ϕ,G) für jede Einbettung ϕ : G −→ `p.

Die Verzerrung ζp(G) wird auch optimal für eine Einbettung des Graphen G in den `p
genannt.
Mit ζp(n) wird kleinstmögliche Verzerrung für beliebige Graphen mit n Knoten und
beliebige metrische Räume mit n Punkten unter allen Einbettungen in den Raum `p
bezeichnet. Es gilt:

ζp(n) ≥ ζp(X, ρ) für jeden metrischen Raum X mit |X| = n;
ζp(n) ≥ ζp(G) für jeden Graphen G = (V,E) mit |V | = n.

Hat eine Einbettung die kleinstmögliche Verzerrung in den Raum `dp, so wird sie in die-
ser Arbeit optimal in der Dimension d genannt. Diese dimensions-optimale Verzerrung
wird in dieser Arbeit mit ζd

p (X, ρ) bzw. ζd
p (G) bezeichnet. Es gilt

ζ1
p(X, ρ) ≥ ζ2

p(X, ρ) ≥ · · · ≥ ζ∞p (X, ρ) = ζp(X, ρ);

ζ1
p(G) ≥ ζ2

p(G) ≥ · · · ≥ ζ∞p (G) = ζp(G).

Mit ζd
p (n) wird die kleinstmögliche Verzerrung für beliebige Graphen mit n Knoten

und beliebige metrische Räume mit n Punkten unter allen Einbettungen in den Raum
`dp bezeichnet. Es gilt:

ζd
p (n) ≥ ζd

p (X, ρ) für jeden metrischen Raum X mit |X| = n.

2.6 Abschätzungen für das Wachstum einer Funktion

Wichtig für diese Arbeit sind auch Abschätzungen für das Wachstum von Funktionen,
die über der Menge der natürlichen Zahlen definiert sind. Die folgende Definition ist
an [1] angelehnt:

Definition 2.14 Es seien f und g zwei Funktionen von der Menge N der natürlichen
Zahlen in die Menge R der reellen Zahlen. Dann gelten folgende Notationen:
f(n) ∈ O(g(n)) ⇐⇒ ∃C > 0, n0 ∈ N; so dass |f(n)| ≤ C · |g(n)| ∀n ≥ n0.
f(n) ∈ Ω(g(n)) ⇐⇒ ∃C > 0, n0 ∈ N; so dass |f(n)| ≥ C · |g(n)| ∀n ≥ n0.
f(n) ∈ Θ(g(n)) ⇐⇒ ∃C1, C2 > 0, n0 ∈ N; so dass C1 · |g(n)| ≤ |f(n)| ≤
C2 · |g(n)| ∀n ≥ n0.

Ein Algorithmus heißt nach [93] effizient , wenn er polynomielle Laufzeit hat, das heißt,
wenn es eine Konstante k ∈ N gibt, so dass die Laufzeit des Algorithmus in O

(
tk
)

liegt. Dabei ist t die Länge der Eingabe, das heißt die Anzahl der Bits der Eingabe.
Es gibt mehrere Algorithmen-Klassen, für die keine effizienten Algorithmen bekannt
sind. Dazu gehören die Klasse der NP-vollständigen und die Klasse der NP-schweren
Probleme, die in [61] definiert werden. Hat man Probleme dieser Art zu lösen, so ist
man oft schon mit einer Approximation zufrieden, falls sich diese effizient berechnen
lässt.
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2.7 Matrizen und Kegel

Die Transponierte einer Matrix A wird mit AT bezeichnet, und In ist die Einheitsma-
trix der Ordnung n.
Die folgenden Definitionen sind an [53] angelehnt:
Sn bezeichne die Menge der symmetrischen Matrizen der Ordnung n, das heißt:

A = AT ∀A ∈ Sn ⊂ Rn×n.

Sn ist ein Unterraum des Rn×n mit einer Dimension von
(
n+1

2

)
.

Definition 2.15 A ∈ Sn heißt positiv semidefinit (A � 0), falls xTAx ≥ 0 ∀x ∈
Rn.
A ∈ Sn heißt positiv definit (A � 0), falls xTAx > 0 ∀x ∈ Rn\{0}.
Die Menge der positiv semidefiniten Matrizen der Ordnung n wird mit Sn

+, die Menge
der positiv definiten Matrizen der Ordnung n mit Sn

++ bezeichnet.

Definition 2.16 Eine Menge K ⊆ Rd heißt Kegel, falls λ(x + y) ∈ K ∀x, y ∈
K, λ ∈ R+.

Nach [53] stammt folgender Satz von Féjer:

Satz 2.17 Eine Matrix Q ∈ Sn ist genau dann positiv semidefinit, wenn
n∑

i,j=1

pij · qij ≥ 0 für alle Matrizen P ∈ Sn
+ .

Linial, London und Rabinovich gaben in [67] einen einfachen Beweis des Satzes von
Féjer:

Beweis: Zunächst habe P ∈ Sn
+ den Rang 1, also ist P = x · xT für einen

Vektor x ∈ Rn . Dann gilt:

n∑
i,j=1

pij · qij =
n∑

i,j=1

xixj · qij

=
n∑

i,j=1

xTQx ≥ 0.

Also ist Q positiv semidefinit.
Ist andererseits Q positiv semidefinit, und habe P den Rang 1, dann ist

n∑
i,j=1

pij · qij ≥ 0.

Der allgemeine Fall folgt aus der Tatsache, dass jede Matrix P ∈ Sn
+ eine nichtnega-

tive Linearkombination von positiv semidefiniten Rang-1-Matrizen ist.
�

Nach [53] ist leicht zu sehen, dass Sn
+ ein Kegel im Raum der symmetrischen Matrizen

ist.
Mit Qn wird in dieser Arbeit die Menge der positiv semidefiniten Matrizen der Ord-
nung n und Zeilensumme null bezeichnet.
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Die Adjazenzmatrix A eines Graphen G = (V,E) ist nach [1] wie folgt definiert:

A ∈ {0, 1}|V |×|V |

aij =

{
1, {vi, vj} ∈ E
0, sonst.

Offensichtlich ist jede Adjazenzmatrix symmetrisch. Die Eigenwerte der Adjazenzma-
trix A eines Graphen G = (V,E) werden auch kurz als Eigenwerte des Graphen
bezeichnet.
11 ist in dieser Arbeit der Vektor, in dem alle Komponenten 1 sind. Gemäß [74] liegen
alle Eigenwerte eines k-regulären Graphen G im Intervall [−k, k] , und der größte Ei-
genwert von G ist k, wobei 11 der zugehörige Eigenvektor ist.
Mitunter betrachtet man auch die Laplacematrix L bzw. die normierte Laplacematrix
L̂ eines Graphen, die nach [29] wie folgt definiert sind:

lij =


δ (vi) , i = j;
−1, {vi, vj} ∈ E;
0, sonst.

l̂ij =


1, i = j ∧ δ (vi) > 0;

− 1√
δ (vi) · δ (vj)

, {vi, vj} ∈ E;

0, sonst.

Gemäß [26] liegen alle Eigenwerte der normierten Laplacematrix eines Graphen im
Intervall [0, 2] , und der kleinste Eigenwert der normierten Laplacematrix ist 0 (mit
dem zugehörigen Eigenvektor 11). Somit ist die normierte Laplacematrix eines Graphen
immer positiv semidefinit, aber nie positiv definit.
Für einen k-regulären Graphen gilt:

L̂ = I|V | −
1
k
·A, (2.5)

Für einen gleichgewichteten Graphen G = (V,E) und jedes i ∈ {0, 1, ...,diam(G)}
kann man auch die i-te Adjazenzmatrix A(i) definieren:

A(i) ∈ {0, 1}|V |×|V |

a
(i)
jk =

{
1, distG (vj , vk) = i

0, sonst.

Für einen beliebig gewichteten Graphen G = (V,E,w) benötigt man manchmal die
Distanzmatrix D, die wie folgt definiert ist:

dij = distG (vi, vj) .
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2.8 Einige Graphenklassen

Mit Kn wird der vollständigen Graph mit n Knoten bezeichnet, das heißt:

G = (V,E) = Kn ⇐⇒ |V | = n ∧ E =
(
V

2

)
.

Eine Bipartition eines Graphen G = (V,E) ist nach [61] eine Partition der Kno-
tenmenge V = V1

.
∪ V2 , so dass keiner der beiden von V1 und V2 induzierten Teil-

graphen eine Kante hat. Ein Graph heißt nach [61] bipartit , wenn er eine Biparti-
tion besitzt. Mit Kn1,n2 wird der vollständige bipartite Graph mit der Bipartition
V = V1

.
∪ V2, |V1| = n1 und |V2| = n2 bezeichnet, das heißt:

G = (V,E) = Kn1,n2 ⇐⇒ V = V1

.
∪ V2 ∧

|V1| = n1, |V2| = n2 ∧
E = {{u, v} | u ∈ V1, v ∈ V2}.

Zwei Graphen G = (V,E,w) und G′ = (V ′, E′, w′) heißen isomorph, falls es eine
bijektive Funktion f : V −→ V ′ gibt mit {u, v} ∈ E ⇔ {f(u), f(v)} ∈ E′

und w({u, v}) = w′({f(u), f(v)}) ∀{u, v} ∈ E. Gemäß [32] unterscheidet man
meist nicht zwischen isomorphen Graphen. In diesem Sinne ist Kn1,n2 = Kn2,n1 .
Der Hyperwürfel Qd ist nach [1] ein Graph G = (V,E) mit

V = {0, 1}d und
E = {{u, v} | ∃i ∈ {1, ..., d} : ui 6= vi ∧ uj = vj ∀j ∈ {1, ..., d}\i}.

Eine Verallgemeinerung der Hyperwürfel sind die Hamminggraphen. Der Hamming-
graph H(q, d) hat die Knotenmenge Xd, wobei X eine endliche Grundmenge der Kar-
dinalität q ≥ 2 ist. Zwei Knoten des Hamminggraphen sind genau dann adjazent, wenn
sie sich in genau einer Koordinate unterscheiden.

2.9 Distanzreguläre Graphen

Ein zusammenhängender, gleichgewichteter Graph G = (V,E) heißt gemäß [96] di-
stanzregulär , falls für alle i ∈ {0, 1, ...,diam(G)} nichtnegative ganzzahlige Kon-
stanten ai, bi und ci existieren, so dass für alle Knoten x, y ∈ V mit distG(x, y) = i
gilt:

ai = |{z ∈ V : distG(x, z) = 1 ∧ distG(y, z) = i}| ;
bi = |{z ∈ V : distG(x, z) = 1 ∧ distG(y, z) = i+ 1}| ;
ci = |{z ∈ V : distG(x, z) = 1 ∧ distG(y, z) = i− 1}| .

(2.6)

Die Zahl ki := |{y ∈ V : distG(x, y) = i}| heißt i-ter Knotengrad von G und ist
unabhängig von x.
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In distanzregulären Graphen G = (V,E) gilt für die i-ten Adjazenzmatrizen die fol-
gende Beziehung

A(1)A(i) = ci+1A
(i+1) + aiA

(i) + bi−1A
(i−1) ∀i ∈ {1, 2, ...,diam(G)− 1}. (2.7)

Darum lässt sich jede Matrix A(i) (i ∈ {0, 1, ...,diam(G)} als ein Polynom der Adja-
zenzmatrix A = A(1) ausdrücken.
Beispiele für distanzreguläre Graphen sind die gleichgewichteten Hamminggraphen
(siehe Abschnitt 2.8).
Weitere Beispiele sind die gleichgewichteten Johnsongraphen: Sei Y eine Menge mit
ν ≥ 2µ Elementen. Der Johnsongraph J(ν, µ) hat nach [96] alle Teilmengen von Y mit
genau µ Elementen als Knotenmenge. Zwei Knoten x und y sind genau dann adjazent,
wenn |x ∩ y| = µ− 1.

2.10 Minoren

Es sei G = (V,E) ein Graph und ∅ 6= X ⊂ V. Eine Kontraktion von X beinhaltet
nach [61] erstens das Weglassen aller Knoten aus X und aller Kanten aus G[X] und
zweitens das Hinzufügen eines Knotens x sowie das Ersetzen aller nichtleeren Kan-
tenmengen Fv = {{u, v} ∈ E | u ∈ X} mit v ∈ V \X durch eine einzige
Kante {v, x} . Im Unterschied zu [61] werden in dieser Arbeit keine Mehrfachkanten
zugelassen.
G̃ =

(
Ṽ , Ẽ

)
ist nach [61] ein Minor des Graphen G = (V,E) , falls G̃ durch eine Folge

von Operationen der folgenden Art aus G entsteht: Löschen eines Knotens, Löschen
einer Kante oder Kontraktion einer Kante.

2.11 Logarithmen

log (·) ist in dieser Arbeit der Logarithmus zur Basis 2; ln (·) ist der natürliche Loga-
rithmus.

2.12 Die Definition der Expanderkonstanten

Die Knotenexpansions-Konstante oder kurz Expanderkonstante Φ = Φ(G) eines Gra-
phen G = (V,E) ist nach [81] wie folgt definiert:

Φ(G) = min
∅6=U⊂V

|U |≤ |V |
2

|{v ∈ V \U | ∃{u, v} ∈ E mit u ∈ U}|
|U | (2.8)

Ähnlich ist die Kantenexpansions-Konstante oder kurz Cheegerkonstante Ch = Ch(G)
eines Graphen G = (V,E) (gemäß [26]) definiert:

Ch(G) = min
∅6=U⊂V

|U |≤ |V |
2

|E(U, V \U)|
|U |
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Sei ∆ = ∆(G) der Maximalgrad des Graphen G. Dann gilt offensichtlich

Φ(G) ≤ Ch(G) ≤ ∆(G) · Φ(G). (2.9)

Sei G := (Gk)k∈N eine Familie von Graphen über einer endlichen oder abzählbaren
Indexmenge N . Falls

Φ(G) := inf
i∈N

Φ (Gi) > 0,

so heißt G eine (Knoten-) Expander-Graphenfamilie. Falls Φ(G) = 0 gibt, heißt G
eine Nichtexpander-Graphenfamilie.
Falls

Ch(G) := inf
i∈N

Ch (Gi) > 0,

so heiße G Kantenexpander-Graphenfamilie.
Eine Graphenfamilie G := (Gi)i∈N heiße in dieser Arbeit k-regulär, wenn jeder Graph
G ∈ G k-regulär ist. Der Minimalgrad δ(G) und der Maximalgrad ∆(G) einer Gra-
phenfamilie G seien wie folgt definiert:

δ(G) = inf
G∈G

δ(G),

∆(G) = sup
G∈G

∆(G).

Eine Graphenfamilie soll in dieser Arbeit gleichgewichtet heißen, falls jeder Graph
G ∈ G gleichgewichtet ist.
Solange ∆ (G) < ∞, ist wegen (2.9) eine Graphenfamilie G genau dann eine
Expander-Graphenfamilie, wenn sie eine Kantenexpander-Graphenfamilie ist. Insbe-
sondere ist der Begriff der k-regulären Expander-Graphenfamilie äquivalent zum Be-
griff der k-regulären Kantenexpander-Graphenfamilie.

2.13 Eigenschaften der Expander-Graphenfamilien

Sei G = (V,E) ein Graph mit n := |V | .
λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn seien die Eigenwerte seiner Adjazenzmatrix A = AG und
µ1 ≤ µ2 ≤ · · · ≤ µn die Eigenwerte seiner Laplacematrix L = LG . Falls G k-
regulär ist, gilt:

L = k · In −A;
=⇒ µi = k − λi ∀ i ∈ {1, 2, · · · , n}.

(2.10)

Gemäß [26] und [29] gilt stets µ1 = 0 und, falls der Graph G k-regulär ist, λ1 = k .
Der Eigenwert µ2 = µ2(G) ist positiv mit der Expanderkonstanten Φ(G) korreliert.
Nach [29] gilt:
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2 Begriffe und Notationen

Φ(G) ≥ 2 · µ2(G)
∆(G) + 2 · µ2(G)

und µ2(G) ≥ Φ2(G)
4 + 2Φ2(G)

;
(2.11)

wobei ∆(G) der Maximalgrad des Graphen G ist.
Daraus folgt, dass Φ(G) > 0 ⇐⇒ µ2(G) > 0 und, falls G k-regulär ist:
Φ(G) > 0 ⇐⇒ λ2(G) < k. Wegen (2.9) gelten diese Beziehungen auch für die Chee-
gerkonstante. Gemäß [23] ist eine k-reguläre Graphenfamilie G = (Gi)

∞
i=1 genau dann

eine Kantenexpander-Graphenfamilie, wenn lim sup
i→∞

λ2 (Gi) < k. .

Graphen mit einer positiven Expanderkonstanten haben auch einen „kleinen“ Durch-
messer. Nach [50] gilt für k-reguläre Graphen G = (V,E) :

λ2(G) <
k

2
=⇒ diam(G) ∈ O(log |V |).

2.14 Markov-Ketten und Erwartungswerte

Sei X = {x1, x2, · · · xn} eine endliche Grundmenge. Eine symmetrische Markov-
Kette ist gemäß [70] eine Folge von Zuständen (Zt)

∞
t=0 mit Zt ∈ X ∀ t ∈ N∪{0},

die mit einer symmetrischen stochastischen Matrix P ∈ Rn×n (das heißt mit nicht-
negativen Einträgen und Zeilensumme 1) ausgestattet ist, wobei pij die bedingte
Wahrscheinlichkeit für das Ereignis Zt+1 = xj unter der Bedingung Zt = xi (unab-
hängig von t) ist. Ferner sollen die Ereignisse Z0 = xi für jedes i ∈ {1, 2, · · · , n} mit

Wahrscheinlichkeit
1
n

eintreten. P heißt Übergangs- oder Transitionsmatrix .
Der Erwartungswert einer Zufallsgröße Z wird in dieser Arbeit mit EZ bezeichnet.
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3 Einbettungen in Banachräume mit
optimaler Verzerrung

3.1 Einbettungen in den `∞

Nach [79] bewies zuerst Fréchet, dass sich jeder metrische Raum (X, ρ) endlicher
Kardinalität isometrisch in den Raum `

|X|
∞ einbetten lässt. Dazu soll er jedem Punkt

x ∈ {1, 2, ..., |X|} = X die Koordinaten:

ϕ(x) = (ρ (x, y))|X|
y=1 (3.1)

gegeben haben. Linial, London und Rabinovich wandten diese Einbettung 1995 in [67]
auf gewichtete Graphen G = (V,E,w) an. Das heißt:

ϕ(v) = (distG(v, u))|V |u=1 ∀v ∈ {1, ..., |V |} = V

Sie argumentierten, dass einerseits:

||ϕ(v)− ϕ(u)||∞ = max
k
|[ϕ(v)]k − [ϕ(u)]k|

≥ |[ϕ(v)]u − [ϕ(u)]u|
= distG(u, v)− 0 ∀u, v ∈ V

und andererseits

|[ϕ(v)]v̄ − [ϕ(u)]v̄| = |distG(u, v̄)− distG(v, v̄)|
≤ distG(u, v) ∀u, v, v̄ ∈ V

wegen der Dreiecksungleichung.

Ferner zeigen Linial, London und Rabinovich in dem gleichen Aufsatz, dass man für
die isometrische Einbettung einiger Graphenklassen in den `∞ mit einer kleineren
Dimension auskommt.

Satz 3.1 Bäume können isometrisch in den `d∞ mit d ≤
⌈

1
log 3− 1

· log |V |
⌉

ein-

gebettet werden.

Beweisskizze nach [67]: Es wird als bekannt vorausgesetzt, dass jeder Baum T =
(V,E) einen zentralen Knoten z ∈ V besitzt, so dass keine Zusammenhangskompo-

nente von G [V \{z}] mehr als
2
3
·|V | Knoten enthält. Darum kann man zwei Teilbäume
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3 Einbettungen in Banachräume mit optimaler Verzerrung

T1, T2 in T mit |V (T1)| ≤
2
3
· |V |, |V (T2)| ≤

2
3
· |V | und V (T1) ∩ V (T2) ⊆ {z}

auswählen.
Seien die Teilbäume T1, T2 bereits isometrisch durch die Funktion ϕ1, ϕ2 in die Räu-
me `k1

∞ und `k2
∞ eingebettet. Dabei kann man ohne Beschränkung der Allgemeinheit

annehmen, dass ϕ1(z) = 0 , falls z ∈ V (T1) , und ϕ2(z) = 0 , falls z ∈ V (T2) ist1.
Dann kann man den Baum T durch eine Funktion ϕ isometrisch in den `k∞ mit
k = max {k1, k2}+ 1 wie folgt einbetten:

[ϕ(v)]i =



[ϕ1(v)]i, v ∈ T1 ∧ i ≤ k1

[ϕ2(v)]i, v ∈ T2 ∧ i ≤ k2

distT (z, v), v ∈ T1 ∧ i = k

−distT (z, v), v ∈ T2 ∧ i = k

0, sonst.

Der Beweis folgt nun durch rekursive Anwendung dieser Technik.
�

Der gleichgewichtete vollständige Graph Kn kann nach [67] isometrisch in den `d∞ mit

d = dlog ne (3.2)

eingebettet werden, wobei man die Knoten des Graphen auf die Ecken des Würfels
[0, 1]d abbildet.
Winkler zeigte 1983 in [102], dass ein gleichgewichteter Graph G = (V,E) isometrisch
auf die Ecken des Würfels [0, 1]|V |−1 ⊂ `

|V |−1
∞ abgebildet werden kann.

3.2 Allgemeine Ergebnisse verschiedener Autoren zu
Einbettungen in Banachräume

Bourgain fand 1985 ein sehr grundlegendes Resultat, das die Größenordnung einer
Verzerrung einer optimalen Einbettung in einen beliebigen `p-Raum mit 1 ≤ p ≤ ∞
nach oben abschätzt. Bourgain zeigte zunächst in [19] die Gültigkeit dieser Schranke
für den `1 und den `2:

Proposition 3.2 Jeder metrische Raum (X, ρ) endlicher Kardinalität kann mit ei-
ner Verzerrung in O(log |X|) in den euklidischen Raum `2 eingebettet werden.

Beweis nach [19]: Für jede natürliche Zahl t sei Pt das Mengensystem aller Teil-
mengen von X mit t Elementen und P = 2X\{∅}. Bourgain verwendet dann
folgende Proposition:

Proposition 3.3 Es gibt eine positive Konstante C, so dass für alle x, z ∈ X:

ρ(x, z) ≤ C ·
|X|∑
t=1

1
t · |Pt|

·
∑

Y ∈Pt

ρY (x, z);

wobei ρY (x, z) wie in (2.2) definiert ist.

1Falls z ∈ V (Ti) und ϕi(z) 6= 0 für ein i ∈ {1, 2} , verschiebe die Einbettung ϕi um −ϕi(z) .
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3 Einbettungen in Banachräume mit optimaler Verzerrung

Sei

f :X −→ `|P|∞

mit [f(x)]Y := ρ (Y, x) ∀x ∈ X, Y ∈ P.
=⇒ ||f ||Lip = 1;

wobei ρ (Y, x) wie in (2.2) definiert ist.
Bourgain wendet dann folgende Funktion an:

Λ : `|P|∞ −→ `
|P|
1

mit [Λ(v)]Y :=
1

t · |Pt|
· vY ∀Y ∈ Pt, v ∈ `|P|∞ .

(3.3)

Die Operatornorm wird mit höherer Funktionalanalysis berechnet: ||Λ|| = ln |X|.
Mit Proposition 3.3 gilt dann:

||Λ ◦ f ||Lip ≤ ln |X|
und

∣∣∣∣(Λ ◦ f)−1
∣∣∣∣

Lip
≤ C.

Bourgain wendet dann noch folgende Funktionen an:

Λ′ : `|P|∞ −→ `
|P|
2

mit [Λ(v)]Y :=

√
1

t · |Pt|
· vY ∀Y ∈ Pt, v ∈ `|P|∞

Λ′′ : `|P|2 −→ `
|P|
1

mit [Λ(u)]Y :=

√
1

t · |Pt|
· uY ∀Y ∈ Pt, u ∈ `|P|2

(3.4)

Die Operatornormen werden mit ||Λ′|| = ||Λ′′|| =
√

ln |X| angegeben. Mit Pro-
position 3.3 gilt dann:

||Λ′ ◦ f ||Lip ≤
√

ln |X|

und
∣∣∣∣(Λ′ ◦ f)−1

∣∣∣∣
Lip

≤ C ·
√

ln |X|.

�

Im nächsten Abschnitt werde ich einfache Abschätzungen für die Operatornormen
||Λ||, ||Λ′|| und ||Λ′′|| mit elementarer Funktionalanalysis angegeben.

Beweisideen für Proposition 3.3 aus [19]: Für ein beliebiges Punktepaar {x, z} ∈
X werden natürliche Zahlen a0 < a1 < · · · < ah und reelle Zahlen r0 ≤
r1 ≤ · · · ≤ rh =

ρ(x, z)
2

gewählt, so dass |Bρ (x, ri)| ≥ ai und |Bρ (z, ri)| ≥
ai. Für jeden Index i ∈ {0, 1, · · · , h} wird dann ein geeigneter Index t ∈

{1, 2, · · · , |X|} genommen, so dass ai · t ungefähr
|X|
10

ist. Aus Wahrscheinlichkeits-
Betrachtungen folgt dann, dass mindestens ein fester Anteil (c · |Pt|) der Mengen aus
Pt „fern“ von x und „nahe“ z (oder umgekehrt) ist.
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3 Einbettungen in Banachräume mit optimaler Verzerrung

Die Proposition folgt dann durch Aufsummieren über alle i ∈ {0, 1, · · · , h}.
�

Nach Matoušek ([79]) kann jede endliche Teilmenge des `2 isometrisch in einen `p-
Raum geeigneter Dimension mit einem beliebigen p ∈ [1,∞] eingebettet werden, und
darum gilt Bourgains obere Schranke auch für einen `p-Raum mit einem beliebigen
p ∈ [1,∞] . Umgekehrt kann nicht jede endliche Teilmenge des `1 isometrisch in den
`2 eingebettet werden (siehe Abschnitt 3.11).
Da aber jeder metrische Raum endlicher Kardinalität sogar isometrisch in den `∞
eingebettet werden kann, könnte man vermuten, dass die Verzerrung einer optima-
len Einbettung in den `p für wachsendes p ∈ [2,∞] monoton abnimmt. Matoušek
zeigte 1997 in [81] für ein Teilintervall die Richtigkeit dieser Vermutung: Es gibt näm-
lich eine universelle Konstante C, so dass für 1 ≤ p < log n jeder gewichtete Graph

G = (V,E,w) mit |V | = n mit einer Verzerrung von höchstens
C

p
· log n in den Raum

`p eingebettet werden kann. Der Beweis kann in [81] nachgelesen werden.
Andererseits zeigte Matoušek auch, dass Bourgains Schranke scharf ist. Es gibt näm-
lich tatsächlich Graphen G = (V,E) , die nicht besser als mit einer Verzerrung in
der Größenordnung von log |V | in den euklidischen Raum eingebettet werden kön-
nen. Speziell zeigte Matoušek in [81], dass für k-reguläre, gleichgewichtete Expander-
Graphenfamilien G = (Gi)i∈N

Satz 3.4 Für k-reguläre, gleichgewichtete Expander-Graphenfamilien G = (Gi)i∈N

gilt

ζp (Gi) ∈ Ω
(

Φ (Gi)
pk · log k

· log |V (Gi)|
)

⊆ Ω
(

Φ(G)
pk · log k

· log |V (Gi)|
)

∀ i ∈ N
(3.5)

mit 1 ≤ p <∞ .

Beweisideen aus [81]: Matoušek benutzt folgendes Lemma aus [54]:

Lemma 3.5 Sei G eine Expander-Graphenfamilie mit |V (G)| = n ∀G ∈ G
und z1, z2, · · · , zn beliebige reelle Zahlen mit Median ω. Dann gilt für jeden Gra-
phen G ∈ G :

∑
{i,j}∈E(G)

|zi − zj | ≥ Φ(G) ·
∑

i∈V (G)

|zi − ω| (3.6)

An der Beziehung (3.6) ändert sich nichts, wenn man alle zi (i = 1, 2, · · · , n) um
−ω verschiebt. Darum folgt:

∑
{i,j}∈E(G)

|zi − zj | ≥
Φ(G)
n− 1

·
∑

{i,j}∈(V (G)
2 )

|zi − zj | (3.7)

Durch einige Umformungen, die hier nicht explizit erwähnt werden sollen, erhält Ma-
toušek aus (3.7) für k-reguläre Expander-Graphenfamilien und beliebige reelle Zahlen
z1, z2, · · · , zn mit Median ω:
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∑
{i,j}∈E(G)

|zi − zj |p ≥
(

Φ(G)
2pk

)p

· k

n− 1
·
∑
i∈V

|zi − ω|p

≥
(

Φ(G)
4pk

)p

· k

n− 1
·

∑
{i,j}∈(V (G)

2 )
|zi − zj |p .

(3.8)

Seien nun x1, x2, · · · , xn ∈ `p beliebig. Durch Aufsummieren über alle Koordianten
erhält man aus (3.8):

∑
{i,j}∈E(G)

||xi − xj ||pp ≥
(

Φ(G)
4pk

)p

· k

n− 1
·

∑
{i,j}∈(V (G)

2 )
||xi − xj ||pp . (3.9)

Die Ungleichung (3.9) gilt insbesondere auch, wenn xi das Bild des Knotens i für alle
i ∈ {1, 2, · · · , n} innerhalb eines Graphen G ∈ G unter einer beliebigen Einbettung

des Graphen in den `p ist. Da der Graph k-regulär ist, hat er genau
kn

2
Kanten und

n(n− 1)
2

Knotenpaare. Daraus folgt mit Ungleichung (3.9), dass die `p-Abstände der

adjazenten Knotenpaare im p-ten Mittel mindestens das
Φ(G)
4pk

-fache des p-ten Mittels

der `p-Abstände aller Knotenpaare ist. Damit folgt die Aussage, falls die Graphdistan-

zen aller Knotenpaare im p-ten Mittel Ω
(

log n
log k

)
sind.

Sei b :=
log(n/4)

log k
. Da der Graph k-regulär ist, haben höchstens

b−1∑
i=0

ki ≤ kb =
n

4
Knoten eine Distanz von weniger als b von einem beliebigen, aber festen Knoten des

Graphen. Darum haben mindestens
3
4

aller Knotenpaare eine Distanz von mindestens

b =
log n− 2

log k
≥ 1

3
· log n
log k

für n ≥ 8 .

�

Linial, Magen und Saks bewiesen 1998 in [68], dass jeder Baum mit n Knoten mit einer
Verzerrung von O(log log n) in den Raum `2 eingebettet werden kann. Diese Schranke
wurde 1999 von Matoušek in [82] auf O

(√
log log n

)
verbessert. Er bewies sogar:

Satz 3.6 Die optimale Verzerrung bei der Einbettung von Bäumen in `p-Räume mit
p ∈ (1,∞) liegt in O

(
p
√

log log n
)
.

Beweisideen aus [82]: Sei T = (V,E,w) ein gewichteter Baum. Maoušek definiert
zunächst die Raupendimension cdim(T ) eines Baumes T rekursiv wie folgt:

• cdim(T ) = 0, falls |V (T )| = 1.

• cdim(T ) = k + 1, falls es von einem festen Knoten r ∈ V (T ), der die Wur-
zel des Baumes genannt wird, kantendisjunkte Wege P1, P2, ..., Pr gibt, so
dass die Raupendimension jeder Zusammenhangskomponente des Waldes W =
(V (T ), E(T )\

⋃r
i=1E (Pi)) kleiner oder gleich k ist.
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Matoušek zeigt dann, dass cdim(T ) ≤ log |V (T )| gilt. Entsprechend der Definition
der Raupendimension wählt man einen Wurzelknoten r ∈ V und ein festes Wegesys-
tem P = {P1, P2, ..., Pr, Pr+1, ..., Pd} . Matoušek definiert dann eine Einbettung
f : T −→ `d1 mit f(r) = 0 , wobei jede Koordinate des `dp eineindeutig einem Weg
des Wegesystems P zugeordnet wird. Für jeden beliebigen Knoten v ∈ V (T ) gibt es
einen eindeutigen Weg P (r, v) in T von r nach v, und alle Kanten des Weges P (r, v)
liegen auf Teilstücken gewisser Wege Pi1 , Pi2 , ..., Pia

∈ P mit a ≤ cdim(T ). So
lässt sich die Distanz der Knoten r und v wie folgt zerlegen:

wk :=
∑

e ∈ E(P (r, v)) ∩ E (Pik
)
w(e) ∀ k ∈ {1, 2, ..., a}

distT (r, v) =
a∑

k=1

wk

Matoušek weist dann den Koordinaten [f(v)]i1 , [f(v)]i2 , ... , [f(v)]ia
bestimmte

Werte in Abhängigkeit von wi1 , wi2 , ... , wia
zu und kann für diese Einbettung

zeigen, dass ζ(f, T ) ∈ O
(

p
√

log cdim(T )
)
⊆ O

(
p
√

log log |V (T )|
)
.

�

Für jeden Baum T = (V,E,w) und jedes p ∈ [1,∞] (insbesondere auch für p ∈ [1, 2) )
gilt ζp(T ) ∈ O

(√
log log |V |

)
, weil jede endliche Teilmenge des `2 isometrisch in einen

`p-Raum für beliebiges p ∈ [1,∞] eingebettet werden kann. In Abschnitt 3.9 wird ge-
zeigt, dass Bäume sogar isometrisch in den `1 eingebettet werden können.

Linial und Magen zeigten in [69], dass für eine optimale Einbettung ϕ eines gleichge-

wichteten Graphen G = (V,E) in den `2 der Quotient
||ϕ(u)− ϕ(v)||2

distG(u, v)
genau dann

sein Maximum annimmt, wenn die Knoten u, v ∈ V adjazent sind.

3.3 Einfache Abschätzungen für die Operatornormen
||Λ||, ||Λ′|| und ||Λ′′||

Ich gebe noch einfache Abschätzungen für die Normen der Operatoren Λ, Λ′ und Λ′′

aus (3.3) und (3.4) an. (X, ρ), P und Pt für natürliche Zahlen t seien wie im Beweis
von Proposition 3.2 definiert.
Sei v ∈ `|P|∞ beliebig und

µ = ||v||∞
= max

Y ∈P
|vY | . (3.10)
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=⇒ ||Λ(v)||1 =
|X|∑
t=1

1
t · |Pt|

·
∑
Y ∈P

|vY |

≤
|X|∑
t=1

1
t · |Pt|

·
∑
Y ∈P

µ

=
|X|∑
t=1

1
t
· µ

= µ ·
|X|∑
t=1

1
t

(3.11)

mit Gleichheit genau dann, wenn alle Komponenten des Vektors v den gleichen Betrag
haben. Die Norm des Operators Λ kann durch zwei Integrale abgeschätzt werden:

|X|∫
0

1
η + 1

dη ≤ ||Λ|| ≤ 1 +

|X|∫
1

1
η
dη;

ln (|X|+ 1) ≤ ||Λ|| ≤ 1 + ln |X|.
=⇒ ||Λ|| ∈ Θ(ln |X|).

(3.12)

Damit ist ||Λ|| hinreichend genau abgeschätzt.
Seien v und µ wie in (3.10). Dann gilt:

||Λ′(v)||22 =
|X|∑
t=1

1
t · |Pt|

·
∑
Y ∈P

v2
Y

≤
|X|∑
t=1

1
t · |Pt|

·
∑
Y ∈P

µ2

=
|X|∑
t=1

1
t
· µ2

= µ2 ·
|X|∑
t=1

1
t

mit Gleichheit genau dann, wenn alle Komponenten des Vektors v den gleichen Betrag
haben. Analog zu (3.12) ist ||Λ′|| ∈ Θ

(√
ln |X|

)
.

Sei nun u ∈ `|P|2 beliebig.
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3 Einbettungen in Banachräume mit optimaler Verzerrung

||Λ′′(u)||1 =
|X|∑
t=1

√
1

t · |Pt|
·
∑
Y ∈P

|uY |

=
|X|∑
t=1

√
1
t
·
∑
Y ∈P

1√
|Pt|

· |uY |

≤
|X|∑
t=1

√
1
t
·


√√√√√√
∑
Y ∈P

1
|Pt|︸ ︷︷ ︸

=1

·
√∑

Y ∈Pt

|uY |2

 (nach Cauchy-Schwarz)

=
|X|∑
t=1

√
1
t
·
√∑

Y ∈Pt

|uY |2

≤

√√√√ |X|∑
t=1

1
t
·

√√√√ |X|∑
t=1

∑
Y ∈Pt

|uY |2 (nach Cauchy-Schwarz)

=

√√√√ |X|∑
t=1

1
t
· ||u||2.

Damit ist ||Λ′′|| ∈ O
(√

ln |X|
)

und wegen

Λ = Λ′′ ◦ Λ′

folgt ||Λ|| ≤ ||Λ′′|| · ||Λ′||;

=⇒ C1 · ln |X| ≤ C2 ·
√

ln |X| · ||Λ′′|| für geeignete C1, C2 > 0.

=⇒ ||Λ′′|| ∈ Ω
(√

ln |X|
)
.

=⇒ ||Λ′′|| ∈ Θ
(√

ln |X|
)
.

3.4 Dimensionsreduktion ohne Vergrößerung der
Verzerrung

Es soll nun wieder um Einbettungen in Banachräume mit optimaler Verzerrung gehen.
Eine n-elementige Punktmenge X im `2 spannt einen affinen Unterraum U mit
dim(U) ≤ n − 1 auf. Da die euklidischen Abstände zweier beliebiger Punkte invari-
ant gegenüber Verschiebung und Drehung sind, kann man einen Punkt x ∈ X in den
Koordinatenursprung verschieben und sich dann auf den Unterraum U − x beschrän-
ken. Man kommt mit einer Dimension von höchstens dim(U) ≤ n − 1 aus, ohne die
Distanzen zu verändern.
Im Banachraum `p mit p 6= 2 sind die Abstände zweier Punkte nicht mehr invariant
gegenüber Drehungen. Aber nach [79] kann man sich auf eine Dimension von höchs-
tens

(
n
2

)
beschränken, ohne die Abstände zweier beliebiger Punkte einer n-elementigen

Punktmenge zu verändern.
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3 Einbettungen in Banachräume mit optimaler Verzerrung

3.5 Berechnung einer optimalen Einbettung in den
euklidischen Raum

Wie kann man einen gegebenen Graphen mit optimaler Verzerrung in den euklidischen
Raum einbetten? Um dies zu erklären, wird hier weitgehend [64] genutzt.
Sei G = (V,E,w) ein Graph mit n = |V | Knoten und ϕ : G −→ `d2 eine
Einbettung in den euklidischen Raum. M ∈ Rn×d sei die Koordinatenmatrix des
Bildes der Einbettung in den `d2 (mit irgendeiner Dimension d), wobei die Zeile mi der
Matrix M die Koordinaten des Bildes des Knotens vi ∈ V (i ∈ {1, 2, ..., n}) enthält.
Dann ist X := MMT eine positiv semidefinite Matrix, und es gilt:

||ϕ (vi)− ϕ (vj)||22 = (mi −mj)
T (mi −mj)

= xii + xjj − 2xij ∀i, j ∈ {1, 2, ..., n}
(3.13)

Sei ferner

ζ̃ :=
1

ζ2(ϕ,G)
. (3.14)

Ohne Beschränkung der Allgemeinheit kann angenommen werden, dass ||ϕ||Lip =
1 und ζ(ϕ,G) =

∣∣∣∣ϕ−1
∣∣∣∣

Lip
. Anderenfalls multipliziere alle Koordinaten mit

1
||ϕ||Lip

. Damit gilt:

ζ̃ · dist2G (vi, vj) ≤ ||ϕ (vi)− ϕ (vj)||22 ≤ dist2G (vi, vj)
∀i, j ∈ {1, 2, ..., n}.

Um die Verzerrung zu optimieren, kann man folgendes semidefinite Programm lösen:

max ζ̃

s.t. 〈Eij , X〉 ≤ dist2G (vi, vj) 1 ≤ i < j ≤ n

ζ̃ · dist2G (vi, vj)− 〈Eij , X〉 ≤ 0 1 ≤ i < j ≤ n

X � 0

ζ̃ ≥ 0.

(3.15)

Dabei ist Eij := (yi − yj) (yi − yj)
T
, wobei y1, y2, ..., yn die n Einheitsvek-

toren des Raumes `n2 sind. Das Produkt in spitzen Klammern ist wie folgt definiert:

〈A,B〉 :=
n∑

i,j=1

aijbij .

Sei ζ̃∗ der Optimalwert des semidefiniten Optimierungsproblems, dann ist offensicht-

lich ζ2(G) =
1√
ζ̃∗

die optimale Verzerrung des Graphen unter allen Einbettungen

in den `2. Da eine optimale Matrix X∗ des Optimierungsproblems positiv semidefinit
ist, kann sie wie folgt zerlegt werden:
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3 Einbettungen in Banachräume mit optimaler Verzerrung

X∗ = U ΛUT

= U
√

Λ︸ ︷︷ ︸
=M∗

·
(
U
√

Λ
)T

; (3.16)

wobei Λ die Diagonalmatrix der Eigenwerte von X∗ und U die Matrix mit den Ei-
genvektoren von X∗ ist. Die Wurzel wird komponentenweise gezogen. Diese Zerlegung
liefert die Koordinatenmatrix M∗ einer optimalen Einbettung ϕ∗ in den euklidischen
Raum. Da einige Eigenwerte der Matrix X∗ null sein können, kann man die entspre-
chenden Spalten der Matrix M∗ streichen und somit die Dimension der Einbettung
verringern, ohne die Verzerrung zu verändern.
So weit reichen die Ergebnisse aus [64]. Aber mir fiel später noch eine Kleinigkeit auf,
die ich hier kurz erwähnen möchte:

Beobachtung 3.7 Sei µ die Anzahl der positiven Eigenwerte einer optimalen Ma-
trix X∗ des semidefiniten Programms (3.15). Dann hat die affine Hülle des Bildes
der Einbettung, das durch die Matrix M∗ (mit M∗ (M∗)T = X∗) repräsentiert wird,
entweder die Dimension µ oder die Dimension µ− 1.

Beweis: Sei µ die Anzahl der positiven Eigenwerte einer optimalen Matrix X∗ =
U ΛUT , wobei Λ eine Diagonalmatrix mit den Eigenwerten von X∗ und U eine Matrix
mit den Eigenvektoren von X∗ ist. Dann hat die Matrix M∗ = U

√
Λ den Rang µ,

da alle Spalten der Matrix U orthogonal sind (siehe Gleichung 3.16). Somit spannen
die Zeilen der Matrix M∗ einen µ-dimensionalen Unterraum R des `n2 auf. Subtrahiert
man die Zeile m1,· von allen Zeilen der Matrix M∗, so erhält man eine Matrix M̂ ,
deren Zeilen einen Unterraum R̂ mit dim

(
R̂
)
≤ µ aufspannen. Liegt m1,· in diesem

Unterraum, so gilt: dim
(
R̂
)

= dim(R) = µ . Anderenfalls ist dim(R) = dim
(
R̂
)

+1 .
�

Will man eine optimale Einbettung berechnen und gleichzeitig die Dimension der Ein-
bettung so klein wie möglich halten, so kann man noch fordern, dass der Knoten
v1 ∈ V in den Koordinatenursprung eingebettet wird. Dies erreicht man, indem man
noch die Nebenbedingung

x11 = 0 (3.17)

in das semidefinite Programm (3.15) einfügt. Man zerlegt die optimale Matrix X∗

wieder wie in Gleichung (3.16) und streicht alle Nullspalten aus der Matrix M∗.

3.6 Das duale Programm

Linial, London und Rabinovich bewiesen in [67], dass ein metrischer Raum (X, ρ) der
Mächtigkeit |X| = n < ∞ mit Verzerrung ζ in den euklidischen Raum eingebettet
werden kann, wenn für alle Matrizen Q ∈ Qn gilt:

∑
qij>0

qij · ρ2(i, j) + ζ2 ·
∑

qij<0

qij · ρ2(i, j) ≤ 0. (3.18)
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3 Einbettungen in Banachräume mit optimaler Verzerrung

Sei nämlich M ∈ Rn×d die Koordinatenmatrix einer beliebigen Einbettung wie in
Abschnitt 3.5. Dann ist die Matrix B = MMT positiv semidefinit, und es gilt die
Gleichung (3.13) mit X = B .
Ohne Beschränkung der Allgemeinheit kann angenommen werden, dass∣∣∣∣ϕ−1

∣∣∣∣
Lip

= 1 und ζ(ϕ, (X, ρ)) = ||ϕ||Lip . (siehe Beweis von Satz 5.4.)
Somit gelten (gemäß [67]) folgende Ungleichungen:

Jij : ζ2(ϕ, (X, ρ)) · ρ2 (xi, xj) ≥ bii − 2bij + bjj ≥ ρ2 (xi, xj) . (3.19)

Multipliziert man nun jede Ungleichung Jij mit dem Eintrag qij einer Matrix Q ∈
Qn und addiert alle diese Ungleichungen, so erhält man die angegebene Ungleichung
(3.18), wobei man für qij > 0 den rechten Teil der Ungleichung Jij und sonst den
linken Teil der Ungleichung Jij nimmt. Das soll hier einmal vorgeführt werden. Sei
dazu ζ := ζ(ϕ, (X, ρ)) . Nach Satz 2.17 und Ungleichung (3.19) gilt für alle Matrizen
Q ∈ Qn:

qij · bii − 2qij · bij + qij · bjj ≥ qij · ρ2 (xi, xj) ∀ qij > 0;

∧ qij · bii − 2qij · bij + qij · bjj ≥ qij · ζ2 · ρ2 (xi, xj) ∀ qij < 0;

=⇒
n∑

i,j=1

qij · bii︸ ︷︷ ︸
=0

−2 ·
n∑

i,j=1

qij · bij︸ ︷︷ ︸
≥0

+
n∑

i,j=1

qij · bjj︸ ︷︷ ︸
=0

≥ 2 ·
∑

qij>0

qij · ρ2 (xi, xj)

+ 2 · ζ2 ·
∑

qij<0

qij · ρ2 (xi, xj) .

Beobachtung 3.8 Aus dem dualen Programm zu (3.15) kann die Ungleichung (3.18)
von Linial, London und Rabinovich hergeleitet werden.

Beweis: Wir führen Lagrange-Multiplikatoren z̃ ≥ 0 und ẑ ≤ 0 für die Nebenbe-
dingungen des primalen Programms (3.15) ein:

max
X�0

ζ̃≥0

min
z̃≥0
ẑ≤0

ζ̃ −
∑

1≤i<j≤n

z̃ij

(
〈Eij , X〉 − dist2G (vi, vj)

)
−

∑
1≤i<j≤n

ẑij

(
〈Eij , X〉 − ζ̃ · dist2G (vi, vj)

)

≤ min
z̃≥0
ẑ≤0

max
X�0

ζ̃≥0

ζ̃ ·

1 +
∑

1≤i<j≤n

ẑij · dist2G (vi, vj)

+
∑

1≤i<j≤n

z̃ij · dist2G (vi, vj)

−

〈 ∑
1≤i<j≤n

(z̃ij + ẑij) · Eij , X

〉
.

Daraus erhalten wir folgendes duale Programm:
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3 Einbettungen in Banachräume mit optimaler Verzerrung

min
z̃, ẑ

∑
1≤i<j≤n

z̃ij · dist2G (vi, vj)

s.t.
∑

1≤i<j≤n

ẑij · dist2G (vi, vj) ≤ −1

∑
1≤i<j≤n

(z̃ij + ẑij) · Eij︸ ︷︷ ︸
=:Q

� 0

z̃ ≥ 0
ẑ ≤ 0.

(3.20)

Für die Einträge der Matrix Q ergibt sich:

qij =


i−1∑
k=1

(z̃ki + ẑki) +
n∑

k=i+1

(z̃ik + ẑik) , i = j

−z̃ij − ẑij , sonst.

=⇒ Q · 11 = 0;
=⇒ Q ∈ Qn.

Da die positiv semidefiniten Matrizen einen Kegel in Sn bilden, ist auchQn ein Kegel in

Sn. Also können wir eine zulässige Matrix mit dem Faktor
1∑

1≤i<j≤n

|ẑij | · dist2G (vi, vj)

multiplizieren, ohne unzulässig zu werden. Ferner können wir ohne Beschränkung der
Allgemeinheit annehmen, dass

z̃ij = 0, falls ẑij < 0;
und ẑij = 0, falls z̃ij > 0.

Daraus folgt dann wegen schwacher Dualität und der Definition von ζ̃ (siehe (3.14):

∑
qij>0

qij · dist2G (vi, vj)︸ ︷︷ ︸
=1

+ ζ2 ·
∑

qij<0

qij · dist2G (vi, vj)︸ ︷︷ ︸
≤−ζ̃

≤ 0.

�

Beobachtung 3.9 Für positiv gewichtete Graphen G = (V,E,w) gilt starke Duali-
tät2 zwischen dem primalen Programm (3.15) und dem dualen Programm (3.20).

Beweis: Es genügt zu zeigen, dass das primale Programm eine strikt zulässige Lösung(
X, ζ̃

)
und einen endlichen Optimalwert besitzt. Dann ist die Regularitätsbedingung

von Slater erfüllt, und es gilt starke Dualität (siehe [53]).
Seien
2Das heißt, beide Programme sind zulässig und haben den gleichen Optimalwert.
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3 Einbettungen in Banachräume mit optimaler Verzerrung

X =
w̃2

3
· In

und ζ̃ =
w̃2

3 · diam2(G)
;

wobei w̃ die Länge einer kürzesten Kante in E = E(G) ist. Dann ist X positiv definit,
ζ̃ > 0 , und alle Ungleichungsbedingungen sind strikt erfüllt.
Der Optimalwert des primalen Programms ist immer endlich, weil ζ̃ nie größer als 1
sein kann.

�

Aus der Ungleichung (3.18) folgerten Linial und Magen in [69] die Gleichung

ζ2(X, ρ) = max
Q∈Qn



√√√√√√
∑

qij>0
qij · ρ2(i, j)∑

qij<0
|qij | · ρ2(i, j)

, falls Q einen Eintrag qij < 0 hat;

1, sonst.

(3.21)

Dass hier wirklich Gleichheit gilt, wissen wir erst, nachdem wir die starke Dualität
gezeigt haben.
Der Aufsatz [69] macht eine weitere interessante Aussage über eine dual optimale
Matrix Q ∈ Qn :

Aussage 3.10 Für eine Matrix Q ∈ Qn , die Gleichung (3.21) erfüllt, gilt:

• qij ≤ 0 für alle Punktpaare xi 6= xj ∈ X mit
ρ (xi, xj)

||ϕ (xi)− ϕ (xj)||2
<∣∣∣∣ϕ−1

∣∣∣∣
Lip

;

• qij ≥ 0 für alle Punktepaare xi 6= xj ∈ X mit
||ϕ (xi)− ϕ (xj)||2

ρ (xi, xj)
< ||ϕ||Lip .

Das heißt: qij ist null für alle Punktepaare xi 6= xj ∈ X , für die
||ϕ (xi)− ϕ (xj)||2

ρ (xi, xj)
weder minimal noch maximal wird. Diese Bedingungen können die Konstruktion einer
optimalen Matrix Q ∈ Qn und damit die Berechnung der optimalen Verzerrung
ζ2(G) erleichtern.

Beweisideen aus [69]: Sei xi 6= xj ∈ X ein beliebiges Punktepaar mit
ρ (xi, xj)

||ϕ (xi)− ϕ (xj)||2
<
∣∣∣∣ϕ−1

∣∣∣∣
Lip

gewählt. Dann kann man ρij (xi, xj) :=

||ϕ (xi)− ϕ (xj)||2·
∣∣∣∣ϕ−1

∣∣∣∣
Lip

und ρij(y, z) = ρ(y, z) ∀ {y, z} 6= {xi, xj} setzen.
Der Distanzraum

(
X, ρij

)
muss dann nicht mehr die Dreieicksungleichung erfüllen,

aber er erfüllt immer noch die Bedingung (D4) aus dem Abschnitt 2.2 dieser Arbeit.
Die Definition der Einbettung, der Expansion, der Schrumpfung und der Verzerrung
lässt sich leicht auf solche Distanzräume erweitern. Ferner gilt für solche Distanzräu-
me auch noch die Beziehung (3.21), weil im Beweis der Ungleichung (3.18) die Drei-
eicksungleichung nicht benutzt wurde. Linial und Magen folgern für die Einbettung
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ϕij :
(
X, ρij

)
−→ `2, die sich von der optimalen Einbettung ϕ : (X, ρ) −→ `2

nur durch die veränderte Distanzfunktion im Urbildraum unterscheidet:

∣∣∣∣∣∣(ϕij
)−1
∣∣∣∣∣∣

Lip
=
∣∣∣∣ϕ−1

∣∣∣∣
Lip

∧
∣∣∣∣ϕij

∣∣∣∣
Lip

≤ ||ϕ||Lip ;

=⇒ ζ
(
ϕij ,

(
X, ρij

))
≤ ζ (ϕ, (X, ρ)) .

(3.22)

Andererseits ist ρij (xi, xj) > ρ (xi, xj) , und darum muss qij ≤ 0 gelten.
Analog zeigt man den anderen Fall.

�

3.7 Einbettung distanzregulärer Graphen in den
euklidischen Raum

Sei G = (V,E) ein distanzregulärer Graph mit n := |V | und A seine Adjazenzmatrix
mit den sortierten Eigenwerten θ1 ≥ θ2 ≥ · · · ≥ θn. Ferner seien ν0, ν1, ..., νdiam(G)

Polynome, so dass gilt:

A(i) = νi(A) ∀i ∈ {0, 1, ...,diam(G)} . (3.23)

Vallentin bewies in [96]:

Satz 3.11

ζ2
2 (G) ≥

diam2(G) · kdiam(G)

k1
· min
2≤j≤n

{
k1 − θj

kdiam(G) − νdiam(G) (θj)

}
; (3.24)

wobei k1 und kdiam(G) wie in Abschnitt 2.9 definiert sind.
Zum Beweis bringt Vallentin zunächst folgendes Lemma:

Lemma 3.12 Sei G = (V,E) ein distanzregulärer Graph. Dann existiert eine exakte
Einbettung in den euklidischen Raum mit optimaler Verzerrung.

Beweis nach [96]: Sei ϕ eine optimale Einbettung von G = (V,E) mit ζ =
ζ2(G) = ||ϕ||Lip

(∣∣∣∣ϕ−1
∣∣∣∣

Lip
= 1
)

und B = MMT die Grammatrix wie in (3.13),
so dass gilt:

dist2G(u, v) ≤ bii + bjj − 2bij ≤ ζ2 · dist2G(u, v) ∀u, v ∈ V. (3.25)

A sei die kommutative Algebra, die von den i-ten Adjazenzmatrizen A(i) generiert
wird (i = 0, 1, ...,diam(G)). A heißt Bose-Mesner-Algebra von G und ist mit dem

inneren Produkt 〈A,C〉 =
n∑

i,j=1

aij · cij ausgestattet.
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Vallentin definiert dann die Grammatrix B̄ als Projektion der Matrix B auf A. B̄
soll eine exakte Einbettung ϕ̄ mit ζ (ϕ̄, G) = ζ repräsentieren.

• B̄ muss positiv semidefinit sein: Seien V1, V2, ..., Vk die orthogonalen Ei-
genräume von A. Die zugehörigen Projektionsmatrizen E1, E2, ..., Ek sind
positiv semidefinit und damit 〈B,Ei〉 ≥ 0 ∀i ∈ {1, 2, ..., k}. Somit ist

B̄ =
k∑

i=1

〈B,Ei〉
〈Ei, Ei〉

· Ei positiv semidefinit. X

• ϕ̄ muss exakt sein: B̄ kann auch wie folgt dargestellt werden:

B̄ =
diam(G)∑

i=1

〈B,A(i)〉
〈A(i), A(i)〉

·A(i). Seien u, v ∈ V beliebig und

ρ = distG(u, v). Dann gilt:

b̄uv =
diam(G)∑

k=1

〈B,A(k)〉
〈A(k), A(k)〉

· a(k)
uv

=
〈B,A(ρ)〉
〈A(ρ), A(ρ)〉

· a(ρ)
uv

=
1
|Rρ|

·
∑

{x,y}∈Rρ

bx,y .

(3.26)

mit Rρ =
{
{x, y} ∈ V 2 | distG(x, y) = ρ

}
. Aus (3.26) folgt unmittelbar,

dass ϕ̄ eine exakte Einbettung ist. X

• Die Verzerrung von ϕ̄ soll nicht größer als die Verzerrung von ϕ sein: Aus (3.26)
und (3.25) folgt:

dist2G(u, v) ≤ 1
|Rρ|

·
∑

{x,y}∈Rρ

(bxx + byy − 2bxy)

= b̄uu + b̄vv − 2b̄uv

≤ ζ2 · dist2G(u, v) ∀u, v ∈ V mit distG(u, v) = ρ

∀ρ ∈ {0, 1, ...,diam(G)}. X

�

Beweisskizze für (3.24) nach [96]: Es wird (3.21) verwendet und eine positiv semi-
definite MatrixQmit Zeilensumme null konstruiert. Sei dazu β ∈ {1, 2, ...,diam(G)}
und

Qα,β := (k1 − αkβ) ·A(0) −A(1) + α ·A(β).

Nach (3.21) gilt dann:

ζ2
2 (G) ≥

{
kβ · β2 · α

k1
| Qα,β � 0

}
.

Es wird gezeigt, dass
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α = min
2≤j≤n

{
k1 − θj

kβ − νβ (θj)

}
;

hinreichend für Qα,β � 0 ist. Mit β := diam(G) folgt die Aussage.
�

Vallentin folgert aus dem in Ungleichung (3.24) vorgestellten Ergebnis:

Satz 3.13 Für alle gleichgewichteten Hamminggraphen H(q, d) und gleichge-
wichteten Johnsongraphen J(ν, µ) gilt:

ζ2(H(q, d)) =
√
d

ζ2(J(ν, µ)) =
√
µ

(3.27)

Insbesondere hat also jeder gleichgewichtete Hyperwürfel Qd eine optimale Verzerrung
von

√
d =

√
log |V | im euklidischen Raum (siehe dazu auch Abbildung 3.4).

Beweisideen aus [96]: Vallentin benutzt, dass die Polynome ν2, ν3, ..., νdiam(G)

und die Eigenwerte sowohl der Hamming- als auch der Johnsongraphen bereits bekannt
sind und verweist dabei auf [11].

�

3.8 Einbettung weiterer Graphenklassen in den
euklidischen Raum

Der gleichgewichtete vollständige Graph Kn kann offensichtlich isometrisch in den
gleichseitigen (n− 1)-dimensionalen Simplex abgebildet werden.

Linial und Magen zeigten in [69], dass ϕ : Cn −→ R2 mit

ϕ (vj) =
1

2 sin π
n

·

cos
2πj
n

sin
2πj
n

 (j = 0, 1, ..., n− 1) (3.28)

eine optimale Einbettung des gleichgewichteten Kreises
Cn = ({v0, v1, ..., vn−1} , {ei = {vi−1, vi} | i ∈ {1, 2, ..., n− 1}} ∪ {en = {vn−1, v0}})
in den euklidischen Raum ist. Zum Beweis konstruierten sie eine positiv semidefinite
Matrix mit Zeilensumme null und setzten sie in die Gleichung (3.21) ein. Die optimale
Verzerrung des gleichgewichteten Kreises Cn mit gerader Kantenzahl n beträgt

ζ (ϕ,Cn) =
n

2
· sin π

n
(3.29)

39



3 Einbettungen in Banachräume mit optimaler Verzerrung

und ist nicht größer als die rechte Seite der Gleichung (3.21). Somit muss die Ein-
bettung ϕ optimal sein. Im Kapitel 6 dieser Arbeit wird auf diese Einbettung zurück-
gekommen werden.

In [69] wird auch ein ähnliches Resultat für Produkte H =
m∏

i=1

Cni von Kreisen be-

wiesen. Der Produktgraph G =
m∏

i=1

Gi hat die Knotenmenge

V = {(v1, v2, ..., vm) | vi ∈ V (Gi) ∀i ∈ {1, ...,m}} . Zwei Knoten u = (u1, ..., um)
und v = (v1, ..., vm) sind genau dann adjazent, wenn es ein j ∈ {1, ...,m} gibt
mit {uj , vj} ∈ E(Gj) und ui = vi ∀i ∈ {1, ...,m}\{j}. .

Satz 3.14 ϕ : H −→ R2m mit

ϕ ((v1, ..., vm)) =



cos 2πv1
n1

2 sin π
n1

sin 2πv1
n1

2 sin π
n1

...

...
cos 2πvm

nm

2 sin π
nm

sin 2πvm

nm

2 sin π
nm


ist eine optimale Einbettung des gleichgewichteten Produktgraphen H in den euklidi-
schen Raum.

Beweisideen aus [69]: Man sieht leicht, dass

||ϕ||Lip = max
u,v∈V
u 6=v

||ϕ(u)− ϕ(v)||2
distH(u, v)

= 1;

wobei das Maximum genau dann angenommen wird, wenn {u, v} ∈ E. Anders als

bei gleichgewichteten Kreisen gerader Länge nimmt der Quotient
distH(u, v)

||ϕ(u)− ϕ(v)||2
nicht immer dann sein Maximum über allen Knotenpaaren u, v ∈ V mit u 6= v
an, wenn u und v antipodal liegen. Um das Problem in den Griff zu bekommen,
definierten Linial und Magen folgenden ganzzahligen Abstandsvektor zwischen zwei
Knoten u, v ∈ V :

h(u, v) := [distGi
(ui, vi)]

m
i=1 (3.30)

Es ist klar, dass für zwei Knotenpaare {u, v}, {ũ, ṽ} ∈ V 2 mit h(u, v) = h (ũ, ṽ):

distH(u, v)
||ϕ(u)− ϕ(v)||2

=
distH (ũ, ṽ)

||ϕ (ũ)− ϕ (ṽ)||2
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3 Einbettungen in Banachräume mit optimaler Verzerrung

gilt. Für alle möglichen solchen Abstandsvektoren h ∈
m⊗

i=1

{
0, 1, ...,

⌊ni

2

⌋}
wird

dann eine positiv definite Matrix Q(h) mit Zeilensumme null definiert und gezeigt,
dass

√√√√√√
∑

qij(h)>0

qij(h) · dist2H (vi, vj)∑
qij(h)<0

|qij(h)| · dist2H (vi, vj)
=

distH (vk, vl)
||ϕ (vk)− ϕ (vl) ||2

∀ (vk, vl) ∈ V 2 mit k 6= l und h = h (vk, vl)
(3.31)

gilt. Die Verzerrung ζ(ϕ,H) =
∣∣∣∣ϕ−1

∣∣∣∣
Lip

ist das Maximum über beiden Seiten
der Gleichung (3.31), und nach Gleichung (3.21) ist die Optimalität der Einbettung
bewiesen.

�

3.9 Einbettungen in den `1

Sei (X, ρ) ein metrischer Raum endlicher Kardinalität. Nach [31] ist ξS eine Schnitt-
Halbmetrik für einen Schnitt S ⊂ X mit S 6= ∅, falls gilt:

ξS(x, y) =

{
0, x, y ∈ S ∨ x, y ∈ X\S
1, sonst.

(3.32)

Da ξS für alle S ∈ S eine Halbmetrik ist, kann ξS für jedes solche S wie in (2.2) als
Vektor mit

(|X|
2

)
Komponenten geschrieben werden.

Deza und Laurent zeigten in [31]:

Proposition 3.15 Ein metrischer Raum (X, ρ) endlicher Kardinalität kann genau
dann isometrisch in den `1 eingebettet werden, wenn ρ als nichtnegative Linearkom-
bination von Schnitt-Halbmetriken dargestellt werden kann.

Beweis nach [31]:
⇐=:
Sei (X, ρ) ein metrischer Raum und

ρ =
d∑

i=1

λi · ξSi

mit Si ∈ S(X) ∀ i ∈ {1, 2, ..., d}.

Dann definiert man:
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3 Einbettungen in Banachräume mit optimaler Verzerrung

ϕ : X −→ `d1

mit [ϕ(x)]k =

{
λk, x ∈ Sk

0, sonst
∀x ∈ X;

=⇒ ||ϕ(x)− ϕ(y)||1 = ρ(x, y) ∀x, y ∈ X.

=⇒:
Wegen der Additivität der Manhattannorm genügt es, die Behauptung für eine iso-
metrische Einbettung in den `11 zu zeigen. Wir nehmen somit an, dass ρ(x, y) =
|ϕ(x) − ϕ(y)| für alle x, y ∈ X gilt. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei
ϕ (x1) ≤ ϕ (x2) ≤ · · · ≤ ϕ (xn) mit X = {x1, x2, ..., xn} . Dann ist

ρ =
n−1∑
i=1

(ϕ (xi+1)− ϕ (xi)) · ξSi

mit Si = {x1, x2, ..., xi} .

�

Dieses Ergebnis wurde zuerst von Assouad (1980) gefunden.
Es folgt, dass alle gewichteten Bäume isometrisch in den Raum `1 eingebettet werden
können. Jeder Kante e ∈ E des Baumes T = (V,E,w) kann nämlich eindeutig ein
Schnitt S(e) ⊂ V zugeordnetet werden3. Da es in einem Baum für je zwei Knoten
u, v ∈ V (T ) genau einen u-v-Weg P (u, v) gibt, gilt:

distT (u, v) =
∑

e∈E(P (u,v))

w(e)

=
∑

e∈E(P (u,v))

w(e) · ξS(e)({u, v})

=⇒ distT =
∑

e∈E(T )

w(e) · ξS(e).

(3.33)

Ein geometrischer Beweis geht wie folgt: Sei yk ∈ `|V |−1
1 (k = 1, ..., |V | − 1) der

Vektor, dessen k-te Koordinate 1 und dessen sonstige Koordinaten 0 sind, E(T ) :={
e1, e2, ..., e|V |−1

}
und ϕ (ek) = w (ek) · yk. Bettet man den Knoten u ∈ V in

den Koordinatenursprung des Raumes `|V |−1
1 ein, so erhält man folgende Einbettung

für alle Knoten v ∈ V :

ϕ(v) =
∑

e∈P (u,v)

ϕ(e)

Es ist sofort klar, dass diese Einbettung isometrisch ist.
Deza und Laurent zeigten in [31], dass das Entscheidungsproblem, ob ein gegebener
Graph G isometrisch in den `1 eingebettet werden kann, NP-vollständig ist. Denn Karp
zeigte 1972, dass das (NP-vollständige) Partitionsproblem polynomiell auf das Problem
des maximalen Schnitts reduziert werden kann. Deza und Laurent zeigten nun, dass
das Problem des maximalen Schnitts polynomiell auf das Entscheidungsproblem, ob

3Ein Knoten v ∈ V gehöre genau dann zu S(e), wenn es nach dem Löschen der Kante e einen
x-v-Weg in T\{e} für einen festen Knoten x ∈ V gibt.
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3 Einbettungen in Banachräume mit optimaler Verzerrung

Abbildung 3.1: Eine Kante e eines Baumes und der Schnitt S(e), der ihr eindeutig
zugeordnet werden kann.

ein gegebener Graph isometrisch in den `1 eingebettet werden kann, reduziert werden
kann.
Weitere Informationen über Entscheidungsprobleme und die Methode der polynomi-
ellen Reduktion finden sich in [61].
Der vollständige bipartite Graph K2,3 kann nicht isometrisch in den Raum `1 einge-
bettet werden. Gupta, Newman, Rabinovich und Sinclair geben in [44] an, dass ein
Graph genau dann isometrisch in den Raum `1 eingebettet werden kann, wenn er kei-
nen K2,3-Minor enthält.
Es gibt auch einen Zusammenhang zwischen der optimalen Verzerrung eines Graphen
im Raum `1 und Mehrgüterfluss-Problemen. Die folgenden Definitionen sind an [67]
und [44] angelehnt:

Definition 3.16 Ein ungerichtetes Netzwerk N über einem Graphen G = (V,E,w)
ist ein 6-Tupel N = (V,E,C,D, σ, τ) mit |D| = |σ| = |τ | =: k, wobei
C : V 2 −→ R+ eine symmetrische Kapazitätsfunktion (C(u, v) = C(v, u) ∀u, v ∈
V ), σ, τ ⊆ V eine Menge von Quellen bzw. Senken mit σi 6= τi ∀ i ∈ {1, 2, ..., k}
ist und D1, D2, ..., Dk ∈ R+ als die Nachfragen der Güter i = 1, ..., k bezeich-
net werden. Man setzt: C(u, v) = 0 für alle Knotenpaare {u, v} /∈ E und
C(v, v) = 0 für alle Knoten v ∈ V.

Definition 3.17 Ein Fluss sei eine schiefsymmetrische Funktion f : V 2 −→ R
mit f(u, v) = −f(v, u) ∀u, v ∈ V. Eine Menge von Flüssen f1, ..., fk heißt
zulässig, falls folgende zwei Bedingungen erfüllt sind:

k∑
i=1

|fi(u, v)| ≤ C (u, v) ∀u, v ∈ V ;∑
u∈V

fi(u, v) = 0 ∀v ∈ V \ {σi, τi} , ∀i ∈ {1, ..., k} (Kirchhoffsches Gesetz).
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3 Einbettungen in Banachräume mit optimaler Verzerrung

Abbildung 3.2: Der eindeutige Weg zwischen zwei Baumknoten und die Schnitte, die
den Wegkanten zugeordnet werden.

Das Mehrgüterfluss-Problem über dem Netzwerk N lautet nun:

maxλ

s.t.
∑
v∈V

fi (σi, v) = λDi ∀i ∈ {1, ..., k}∑
v∈V

fi (v, τi) = λDi ∀i ∈ {1, ..., k}

fi(u, v) + fi(v, u) = 0 ∀u, v ∈ V, i ∈ {1, ..., k}
k∑

i=1

|fi(u, v)| ≤ C (u, v) ∀u, v ∈ V∑
u∈V

fi(u, v) = 0 ∀v ∈ V \ {σi, τi} , ∀i ∈ {1, ..., k}

λ ≥ 0.

(3.34)

Dieses Problem kann effizient gelöst werden.
Um nun das Problem des minimalen Schnittes zu beschreiben, wird noch definiert:

∆στ (u, v) :=

{
Di, {u, v} = {σi, τi}
0, sonst.

(3.35)

Bei dieser Definition wird vorausgesetzt, dass es keine zwei Indizes i 6= j gibt mit
σi = σj und τi = τj . Falls dies der Fall wäre, könnte man die beiden Güter i und j
zusammenfassen.
Da ∆στ und die Kapazitätsfunktion C symmetrisch sind und ∆στ (v, v) = 0 =
C(v, v) ∀ v ∈ V, können ∆στ und C wie in (2.2) als Vektoren mit je

(|V |
2

)
Kompo-

nenten geschrieben werden.
Das Problem des minimalen Schnittes im Netzwerk N lautet dann:

44



3 Einbettungen in Banachräume mit optimaler Verzerrung

min
S∈S(V )

ΞS =
CT ξS
ξT
S ∆στ

; (3.36)

wobei ΞS der Wert des Mehrgüterschnitts S ∈ S(V ) ist. Es gilt stets:

ΞS ≥ λ. (3.37)

Für k = 1 sagt der Satz von Ford und Fulkerson, dass die Optimalwerte beider
Probleme gleich sind (siehe [61]). Für k > 1 kann es eine Dualitätslücke geben, die
nach [44] wie folgt definiert werden kann:

γN =
ΞS∗

λ∗
. (3.38)

Dabei sind Ξ∗S und λ∗ die Optimalwerte der beiden Optimierungsprobleme. Nach [44]
ist das Problem des minimalen Schnitts NP-schwer. Aber in [67] wurde gezeigt, dass
die optimale Verzerrung ζ1(G) der Einbettung des Graphen G = (V,E,w) eine obere
Schranke für die Dualitätslücke γN liefert. Mit den in Abschnitt 3.2 erwähnten Resul-
taten gilt damit: γN ∈ O(log |V |).
Kennt man andererseits eine Dualitätslücke γN für ein Netzwerk N über dem Gra-
phen G = (V,E,w) , so hat man folglich eine untere Schranke für die Verzerrung ζ1(G).

3.10 Einbettung einiger Graphenklassen in den `1

Linial, London und Rabinovich bewiesen in [67]:

Proposition 3.18 Ein gleichgewichteter Kreis C2m = (V,E) =
({v0, v1, ..., v2m−1} , {ei = {vi−1, vi} | i ∈ {1, 2, ..., 2m− 1}} ∪ {e2m = {v2m−1, v0}})
mit gerader Kantenzahl kann isometrisch in den Raum `m1 eingebettet werden.

Beweis nach [67]: Sei yk ∈ `p (k = 1, 2, ...,m) der k-te Einheitsvektor. Dann
ist die Einbettung

ϕ : Cn −→ `
n/2
1

mit ϕ (vi) =


i∑

k=1

yk, i ≤ m

m∑
k=i−m+1

yk, sonst

(3.39)

offensichtlich isometrisch.
�

Ein seriell-paralleler Graph G = (V,E,w, {s, t}) hat zwei ausgezeichnete Knoten
s, t ∈ V und ist nach [44] wie folgt definiert:
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Abbildung 3.3: Isometrische Einbettung eines gleichgewichteten Kreises mit sechs
Kanten (grün) in der Manhattannorm. (Der Würfel soll die räumli-
che Vorstellung verbessern.)

Konstruktion 3.19 • Der Graph ({s, t}, {e = {s, t}}, w, {s, t}) ist ein seriell-
paralleler Graph.

• Seien G1 = (V1, E1, w, {s, x}) und G2 = (V2, E2, w, {x, t}) zwei seriell-
parallele Graphen mit V1∩V2 = {x}. Dann ist auch G = (V1 ∪ V2, E1 ∪ E2, w, {s, t})
ein seriell-paralleler Graph.

• Seien G1 = (V1, E1, w, {s, t}) und G2 = (V2, E2, w, {s, t}) zwei seriell-
parallele Graphen mit V1 ∩ V2 = {s, t} und |V2| > 2. Dann ist auch G =
(V1 ∪ V2, E1 ∪ E2, w, {s, t}) ein seriell-paralleler Graph.

Ein seriell-paralleler Graph kann auch mit G = (V,E,w) bezeichnet werden, wenn
man nicht wissen will, welche die beiden ausgezeichneten Knoten sind.
Gupta, Newman, Rabinovich und Sinclair zeigten in [44]:

Satz 3.20 Die optimale Verzerrung einer Einbettung eines seriell-parallelen Graphen
G = (V,E,w, {s, t}) in den `1 ist durch eine Konstante beschränkt.

ζ1(G) < 14.

Beweisideen nach [44]: Es wird als bekannt vorausgesetzt, dass ein seriell-paralleler
Graph auch wie folgt konstruiert werden kann:

Konstruktion 3.21 (i) G2 = {{v1, v2} , {ê = {v1, v2}}} ist ein seriell-paralleler
Graph.

(ii) Sei Gk = {Vk, Ek} (mit k ≥ 2) ein seriell-paralleler Graph und ẽ = {x, y}
eine seiner Kanten. Ferner sei vk+1 /∈ Vk . Dann ist
Gk+1 := {Vk ∪ {vk+1} , Ek ∪ {{x, vk+1} , {y, vk+1}}} ein seriell-paralleler Graph.
Die Kante ẽ heißt Vaterkante des Knotens vk+1.
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(iii) Sei Gn = (Vn, En) ein seriell-paralleler Graph. Dann schreiben Gupta, Newman,
Rabinovich und Sinclair, dass durch Löschen einer beliebiger Kantenmenge wie-
der ein seriell-paralleler Graph entsteht4.

Da in diesem Beweis mit beliebig gewichteten Graphen gearbeitet wird, kann der dritte
Schritt der Konstruktion 3.21 ignoriert werden. Denn eine Kante e = {x, y} ∈ E (Gn)
mit w(e) = distG−e(x, y) hat keinen Einfluss auf die Metrik des Graphen (siehe
Beobachtung 2.13).
Durch die Konstruktion 3.21 ohne den dritten Schritt werden die Kanten der Menge
En streng hierarchisch geordnet. Die Knoten der Menge Vn werden halb-hierarchisch
geordnet. Denn jeder Knoten v ∈ Vn\ {v1, v2} hat eine Vaterkante und damit zwei
Elternknoten. Unter Ausnutzung der hierarchischen und halb-hierarchischen Struktu-
ren des Graphen Gn = (Vn, En, w) konstruieren Gupta, Newman, Rabinovich und
Sinclair eine neue Metrik ρ auf der Knotenmenge Vn mit folgenden Eigenschaften:

• ρ(u, v) ≤ distGn
(u, v) ∀u, v ∈ V ;

• 14 · ρ(u, v) > distGn
(u, v) ∀u, v ∈ V ;

• ρ ist eine nichtnegative Linearkombination von Schnitt-Halbmetriken.

Der Beweis verwendet implizit eine Einbettung f : Gn −→ (Vn, ρ) mit ζ (f,Gn) <
14 , und nach Proposition 3.15 es gibt eine isometrische Einbettung (Vn, ρ) −→ `1.
Damit gilt:

ζ (ϕ ◦ f,Gn) ≤ ζ (f,Gn) · ζ (ϕ, (Vn, ρ))︸ ︷︷ ︸
=1

≤ 14;

wobei ϕ ◦ f die Komposition der Einbettungen f und ϕ ist (siehe dazu auch Beob-
achtung 6.10).

�

3.11 Einbettung einer endlichen Punktmenge eines
Banachraumes in einen anderen Banachraum

Jeder lineare normierte Raum ist auch ein metrischer Raum. Darum kann jede endliche
Punktmenge X eines Banachraumes isometrisch in den `|X|

∞ eingebettet werden (siehe
Abschnitt 3.1). Die minimale Verzerrung einer Einbettung in einen beliebigen `p-Raum
(1 ≤ p ≤ ∞) ist durch O(log |X|) beschränkt (siehe Abschnitt 3.2).
Arora, Lee und Naor zeigten in [8], dass die minimale Verzerrung einer Einbettung
einer endlichen Punktmenge X ⊂ `1 in den `2 durch O(

√
log |X| · log log |X|)

beschränkt ist.
Es ist nicht bekannt, ob diese Schranke scharf ist. Ein ungüstigstes bekanntes Beispiel
ist der d-dimensionale gleichgewichtete Hyperwürfel Qd =

(
{0, 1}d, E

)
. Er kann

mit einer Verzerrung

4Der Graph muss aber zumindest zusammenhängend bleiben, um ein seriell-paralleler Graph zu sein.
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ζ1 (Qd) =
√
d

=
√

log |V (Qd)|

in den `2 eingebettet werden. Eine optimale Einbettung ist einfach die identische Ab-
bildung, wobei der Urbild- und der Bildraum nur verschiedene Normen haben (siehe
dazu auch [34]).

Abbildung 3.4: Eine optimale Einbettung des dreidimensionalen gleichgewichteten Hy-
perwürfels in den euklidischen Raum. Die Kanten werden am stärksten
expandiert, die Diagonalen am stärksten geschrumpft.
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4 Einbettungen in Banachräume mit
kleiner Dimension

Mitunter sucht man keine Einbettung mit optimaler Verzerrung. Man will auch die
Dimension möglichst klein halten und nimmt dafür eine gewisse Vergrößerung der
Verzerrung in Kauf. In diesen Fällen möchte man wissen, wie die Verzerrung von der
Dimension oder die Dimension von der Verzerrung abhängt.

4.1 Das Johnson-Lindenstrauss-Lemma

Sei (X, ρ) ein metrischer Raum endlicher Kardinalität und ζ2(X, ρ) seine optimale
Verzerrung unter allen Einbettungen in den `2. Johnson und Lindenstrauss zeigten
1984 in [55]:

Lemma 4.1 Für jedes τ ∈ (0, 1) gibt es eine Konstante K = K(τ) und
eine Einbettung
ϕ : X −→ `d2 mit:

ζ(ϕ) ≤ 1 + τ

1− τ
· ζ2(X, ρ) und

d = K · log |X|

Frankl und Maehara konnten 1988 in [39] die Dimension d etwas genauer abschätzen:

Lemma 4.2 Falls

ε ∈
(

0,
1
2

)
und d = d(n, ε) =

⌈
27 · ln |X|

3 · ε2 − 2 · ε3

⌉
+ 1

<
√
|X|,

(4.1)

dann existiert eine Einbettung ϕ : X −→ `
d(n,ε)
2 mit

ζ(ϕ) ≤
√

1 + ε

1− ε
· ζ2(X, ρ). (4.2)

Folgerung 4.3 Falls
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τ ∈
(
0, 2−

√
3
)

und d = d(n, τ) =

⌈
27 ·

(
1 + τ2

)3 · ln |X|
12 · τ2 · (1 + τ2)− 16 · τ3

⌉
+ 1

<
√
|X|,

dann gibt es eine Einbettung ϕ : X −→ `
d(n,τ)
2 mit

ζ(ϕ) ≤ 1 + τ

1− τ
· ζ2(X, ρ).

Beweis: Seien die Bedingungen (4.1) erfüllt, und sei ϕ : X −→ `
d(n,ε)
2 eine

Einbettung, die (4.2) erfüllt. Dann soll gelten:

ζ(ϕ)
!
≤ 1 + τ

1− τ
· ζ2(X, ρ) ;

⇐⇒ ζ(ϕ) ≤

√
1 + 2τ + τ2

1− 2τ + τ2
· ζ2(X, ρ) :

⇐⇒ ζ(ϕ) ≤

√√√√1 + 2τ
1+τ2

1− 2τ
1+τ2

· ζ2(X, ρ) ;

=⇒ ε =
2τ

1 + τ2
.

(4.3)

Nach der ersten Zeile der Bedingung (4.1) muss gelten:

ε ∈
(

0,
1
2

)
,

=⇒ 2τ
1 + τ2

<
1
2
,

=⇒ τ2 − 4τ + 1 > 0.

Die Nullstellen der linken Seite der letzten Zeile sind τ = 2 ±
√

3. Somit muss
τ ∈

(
0, 2−

√
3
)

sein.
Setzen wir das Ergebnis (4.3) in die zweite Zeile der Bedingung (4.1) ein, so erhalten
wir:

d = d(n, ε) =
⌈

27 · ln |X|
3 · ε2 − 2 · ε3

⌉
+ 1

=


27 · ln |X|

3 ·
(

2τ
1+τ2

)2

− 2 ·
(

2τ
1+τ2

)3

+ 1

=

⌈
27 ·

(
1 + τ2

)3 · ln |X|
12 · τ2 · (1 + τ2)− 16 · τ3

⌉
+ 1.
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�

Dasgupta und Gupta gaben in [30] einen einfachen Beweis des Johnson-Lindenstrauss-
Lemmas.

Beweisideen aus [30]: Sei (X, ρ) zunächst optimal in den `t2 (mit ζ2(X, ρ) =
ζt
2(X, ρ) ) eingebettet. Die Idee ist, die eingebettete Punktmenge in einen zufälligen
d-dimensionalen Unterraum zu projizieren. P sei der Projektionsoperator. Dann sind
die projizierten Abstände ||Px− Py||2 „streng“ um den Erwartungswert√
d

t
· ||x − y||2 verteilt. Insbesondere ist die Wahrscheinlichkeit, dass für alle

(|X|
2

)
eingebetteten Punktepaare

(1− τ) · ||x− y||2 ≤
√
t

d
· ||Px− Py||2 ≤ (1 + τ) · ||x− y||2

gilt, größer als null. Darum muss es einen d-dimensionalen Unterraum des `t2 mit den
gewünschten Eigenschaften geben.

�

Eine deutsche Übersetzung dieses Beweises ist in [59] zu finden.
So, Ye und Zhang bewiesen 2008 das Johnson-Lindenstrauss-Lemma mit einem ande-
ren Ansatz in [94].

4.2 Weitere Ergebnisse

Matoušek bewies 1992 in [79], dass für metrische Räume (X, ρ) mit |X| = n < ∞
folgende Abschätzungen gelten:

Satz 4.4 (i) Für 1 ≤ p ≤ log n
3

ist ζd
p (n) ∈ O

(
(log n)1+1/p

p

)
, falls

d ≥ Cp
1 · (log n)2 mit einer geeigneten Konstanten C1.

(ii) Sei 1 ≤ p ≤ ∞ und d ≥ C2 · (log n)2 mit einer geeigneten Konstanten
C2. Dann gilt: ζd

p ∈ O(log n).

Beweisideen nach [79]: Matoušek setzt t := dlog ne+ 1 und bezeichnet für k =
0, 1, ..., t− 1 mit Mk das Mengensystem aller Teilmengen aus X mit 2k Elementen.
Dann definiert Matoušek folgende Wahrscheinlichkeitsmaße über den Mengensystemen
Mk (k = 0, 1, ..., t− 1) und M :

µk({Y }) =
1

|Mk|
∀Y ∈Mk, ∀k ∈ {0, 1, ..., t− 1};

µ({Y }) =
µk({Y })

t
∀Y ∈Mk, ∀k ∈ {0, 1, ..., t− 1}.

Für k = 0, 1, ..., t − 1 wird das Mengensystem Pk durch r :=
d

t
unabhängige

Ziehungen einer zufälligen Menge aus Mk gebildet, und es sei P =
t−1⋃
i=0

Pi.

Für ein solches P definiert Matoušek die Einbettung
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4 Einbettungen in Banachräume mit kleiner Dimension

f :X −→ `p(P )

mit [f(x)]Y =
ρ (Y, x)

p
√
d

, Y ∈ P ;

=⇒ ||f ||Lip ≤ 1;

(4.4)

wobei ρ (Y, x) wie in (2.2) definiert ist.
Um das Resultat (i) zu beweisen, zeigt er, dass für ein beliebiges Punktepaar x, z ∈ X

nur mit „geringer“ Wahrscheinlichkeit
∣∣∣∣{Y ∈ Pk | ρY (x, z) ≥ p · ρ(x, z)

log n

}∣∣∣∣ „zu

klein“ ist. Darum muss es ein Mengensystem P =
t−1⋃
i=0

Pi mit

Pi ⊆Mi

und |Pi| ≤ r ∀i ∈ {0, 1, ..., t− 1}
(4.5)

geben, so dass es für jedes Punktepaar x, z ∈ X einen Index k gibt mit∣∣∣∣{Y ∈ Pk | ρY (x, z) ≥ p · ρ(x, z)
log n

}∣∣∣∣ „ausreichend groß “. Für dieses P wird dann

die Schrumpfung der Einbettung f mit O
(

(log n)1+1/p

p

)
abgeschätzt.

Für das Resultat (ii) wird folgendes Lemma aus [19] verwendet:

Lemma 4.5 Seien x, z ∈ X . Dann existieren nichtnegative Zahlen
ρ0, ρ1, ..., ρt−1 und paarweise disjunkte Indizes k0, k1, ..., kt−1, so dass

t−1∑
i=0

ρi ≥
ρ(x, z)

3

und µki ({Y ∈Mk | ρY (x, z) ≥ ρi}) ≥ c;

wobei c eine positive Konstante ist.

Dann zeigt Matoušek, dass |{Y ∈ Pki
| ρY (x, z) ≥ ρi}| nur mit „geringer“ Wahr-

scheinlichkeit „klein“ ist. Darum muss es ein Mengensystem P geben, dass die Bedin-
gungen (4.5) erfüllt, so dass für alle Indizes ki die Mengensysteme
{Y ∈ Pki | ρY (x, z) ≥ ρi} „ausreichend viele“ Mengen enthalten. Für ein solches
P wird die Schrumpfung der Einbettung f mit O(log n) abgeschätzt.

�

Matoušek bewies 1996 in [80] die folgenden beiden Sätze:

Satz 4.6 (i) Sei ζ ≥ 1 die gewünschte Verzerrung. Dann gibt es eine Einbettung
ϕ : X −→ `d∞ mit d ≤ 12 ζ · n

1
b(ζ+1)/2c · lnn und ζ(ϕ, (X, ρ)) ≤ ζ.

(ii) Sei Z ein Banachraum, in den alle metrischen Räume mit n Punkten mit einer
Verzerrung ζ ≥ 1 eingebettet werden können. Dann gilt:

dim(Z) ≥

{
c(ζ) · n

1
b(ζ+1)/2c , ζ ∈ [1, 7) ∪ [9, 11),

c(ζ) · n
1

2·b(ζ+1)/2c , sonst,
wobei c(ζ) nur von ζ abhängt.
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4 Einbettungen in Banachräume mit kleiner Dimension

Satz 4.7 Sei Y ein Banachraum, in den ein beliebiger metrischer Raum (X, ρ) end-
licher Kardinalität mit einer Verzerrung ζ ≥ 1 eingebettet werden kann, wobei Y von
(X, ρ) abhängen darf. Dann gilt:

dim(Y ) ≥

{
c (bζc) · n1/bζc, ζ ∈ [2, 4) ∪ [5, 6),
c (bζc) · n1/(2·bζc), sonst,

wobei c (bζc) nur vom ganzzahligen Anteil von ζ abhängt.
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5 Graphen mit großer Taillenweite

5.1 Einige Eigenschaften von Graphen mit großer
Taillenweite

Es sei G = (V,E) ein Graph mit Taillenweite g = g(G) und Minimalgrad δ = δ(G) .
Ferner sei

b :=
⌊
g(G)

2

⌋
− 1;

und b̃ :=
⌊
g(G)− 1

2

⌋
.

(5.1)

Diestel definiert in [32] folgende Zahl für den Graphen G:

n0(δ, g) =


1 + δ ·

b∑
i=0

(δ − 1)i, falls g ungerade ist;

2 ·
b∑

i=0

(δ − 1)i, falls g gerade ist
(5.2)

mit b wie in Gleichung (5.1) und bringt folgendes Ergebnis von Alon, Hoory und Linial:

Satz 5.1 Ein Graph mit Minimalgrad δ(G) ≥ δ ≥ 2 und Taillenweite g(G) ≥ g hat
mindestens n0(δ, g) Knoten.

Die Aussage des Satzes folgt aus der Tatsache, dass der Graph G lokal wie ein Baum
aussieht. Diestel folgert in [32] daraus weiter:

Folgerung 5.2 Für einen Graphen G = (V,E) mit Minimalgrad δ(G) ≥ 3 gilt:

g(G) < 2 · log |V |. (5.3)

Beweis nach [32]: Ist g = g(G) gerade, so gilt:

n0(3, g) = 2 · 2b+1 − 1
2− 1

= 2b+1 +
(
2b+1 − 2

)
> 2g/2
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5 Graphen mit großer Taillenweite

Ist g = g(G) ungerade, so gilt:

n0(3, g) = 1 + 3 · 2b+1 − 1
2− 1

=
3√
2
· 2g/2 − 2

> 2g/2

Wegen |V | ≥ n0(3, g) folgt die Behauptung.
�

Ich gebe noch eine andere Folgerung aus dem Satz 5.1 an, die für δ ≥ 4 etwas schärfer
ist als Folgerung 5.2:

Folgerung 5.3 Sei b̃ wie in (5.1). Dann gilt für einen Graphen G = (V,E) mit
Minimalgrad δ(G) ≥ δ ≥ 2 :

log |V | > b̃ · log(δ − 1); (5.4)

Beweis: Für g = g(G) gerade gilt mit (5.2):

n0(δ, g) > 2 · (δ − 1)b;
=⇒ log n0(δ, g) > b · log(δ − 1)

= b̃ · log(δ − 1).

Für g = g(G) ungerade gilt mit (5.2):

n0(δ, g) > k · (δ − 1)b

> (δ − 1)b+1;
=⇒ log n0(δ, g) > (b+ 1) · log(δ − 1)

= b̃ · log(δ − 1).

Mit dem Satz 5.1 folgt die Aussage.
�

5.2 Abschätzungen für die Dimension einer
Einbettung eines Graphen mit großer Taillenweite

Ich komme nun zu dem wichtigsten Resultat meiner Arbeit. Dabei betrachte ich eine
Einbettung eines Graphen in einen Banach-Minkowski-Raum Z mit konvexer, zen-
tralsymmetrischer Eichfigur1 und schätze die Dimension des einbettenden Raumes in
Abhängigkeit von der Taillenweite und dem Minimalgrad des Graphen sowie der Ver-
zerrung der Einbettung nach unten ab:
1Z kann insbesondere auch ein `p-Raum mit 1 ≤ p ≤ ∞ sein.
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5 Graphen mit großer Taillenweite

Satz 5.4 Sei G = (V,E) ein gleichgewichteter Graph mit Minimalgrad δ = δ(G)
und Taillenweite g = g(G) , und sei n0(δ, g) wie in (5.2). Dann gilt für eine beliebige
Einbettung ϕ : G −→ Z des Graphen G in einen Banach-Minkowski-Raum Z mit
konvexer, zentralsymmetrischer Eichfigur:

d := dim(Z) ≥ log n0(δ, g)
log g + log ζ(ϕ,G)

.

Beweis: Sei G = (V,E) ein gleichgewichteter Graph mit V = {v1, v2, ..., vn} , δ =
δ(G), und g = g(G) . Ferner sei ϕ : G −→ Z eine Einbettung des Graphen G
in einen Banach-Minkowski-Raum Z mit konvexer, zentralsymmetrischer Eichfigur;
n0(δ, g) wie in (5.2) und b wie in Gleichung (5.1). Ohne Beschränkung der Allgemein-
heit kann angenommen werden, dass

∣∣∣∣ϕ−1
∣∣∣∣

Lip
= 1 und ||ϕ||Lip = ζ(ϕ,G)

ist. Anderenfalls multipliziere alle Koordinaten mit
∣∣∣∣ϕ−1

∣∣∣∣
Lip

.

Denkt man sich um das Bild jedes Knotens vk ∈ V eine Kugel2 BZ

(
ϕ (vk) ,

1
2

)
(k =

1, 2, ..., n), dann ist das Innere zweier verschiedener Kugeln BZ

(
ϕ (vi) ,

1
2

)
und

BZ

(
ϕ (vj) ,

1
2

)
für alle 1 ≤ i < j ≤ n disjunkt. Seien u, v ∈ V zwei adjazente

Knoten. Falls g ungerade ist, sind mindestens n0(δ, g) der n Kugeln BZ

(
ϕ (vk) ,

1
2

)
(k ∈ {1, 2, ..., n} in der größeren Kugel

BZ

(
ϕ(u),

(
b+

3
2

)
· ζ(ϕ,G)

)
= BZ

(
ϕ(u),

g

2
· ζ(ϕ,G)

)

enthalten. Falls g gerade ist, sind mindestens n0(δ, g) der n Kugeln BZ

(
ϕ (vk) ,

1
2

)
(k ∈ {1, 2, ..., n} in der Vereinigung der Kugeln

BZ

(
ϕ(u),

(
b+

1
2

)
· ζ(ϕ,G)

)
∪ BZ

(
ϕ(v),

(
b+

1
2

)
· ζ(ϕ,G)

)
⊆ BZ

(
ϕ(u) + ϕ(v)

2
, (b+ 1) · ζ(ϕ,G)

)
= BZ

(
ϕ(u) + ϕ(v)

2
,
g

2
· ζ(ϕ,G)

)

enthalten. Ein Vergleich der Volumina ergibt in beiden Fällen:

(
ζ(ϕ,G) · g

2

)d

· VZ ≥ n0(δ, g) ·
1
2d
· VZ ; (5.5)

=⇒ (ζ(ϕ,G) · g)d ≥ n0(δ, g); (5.6)

=⇒ d ≥ log n0(δ, g)
log ζ(ϕ,G) + log g

. (5.7)

�

2Was eine Kugel ist, hängt von der Eichfigur des Banach-Minkowski-Raumes Z ab.
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5 Graphen mit großer Taillenweite

Folgerung 5.5 Sei ϕ : G −→ Z eine beliebige Einbettung eines gleichgewichteten
Graphen G in einen Banach-Minkowski-Raum Zmit konvexer, zentralsymmetrischer
Eichfigur und Dimension d = dim(Z) .

(i) Falls G den Minimalgrad δ(G) ≥ δ ≥ 3 hat, gilt:

d >
g(G)

2 · (log ζ(ϕ,G) + log g(G))
.

(ii) Falls G ein Element einer Graphenfamilie G mit Minimalgrad δ(G) ≥ δ ≥ 3 ist,
gilt:

d >

⌊
g(G)−1

2

⌋
· log(δ − 1)

log ζ(ϕ,G) + log g(G)
∀G ∈ G

∈ Ω
(

g(G) · log δ
log ζ(ϕ,G) + log g(G)

)
.

Beweis: (i) folgt unmittelbar aus dem Satz 5.4 und dem Beweis der Folgerung 5.2.

(ii) Aus Satz 5.4 und dem Beweis der Folgerung 5.3 folgt unmittelbar:

d >

⌊
g(G)−1

2

⌋
· log(δ − 1)

log ζ(ϕ,G) + log g(G)

>
g(G)

4 · log δ
2

log ζ(ϕ,G) + log g(G)
für g(G) ≥ 3, δ ≥ 3

=
g(G) · log δ

8 · (log ζ(ϕ,G) + log g(G))

∈ Ω
(

g(G) · log δ
log ζ(ϕ,G) + log g(G)

)
.

�

5.3 Abschätzungen für die Verzerrung einer
Einbettung eines Graphen mit großer Taillenweite

Es werde wieder ein Graph in einen Banach-Minkowski-Raum Z eingebettet. Ich schät-
ze die Verzerrung der Einbettung in Abhängigkeit von der Taillenweite und dem Mi-
nimalgrad des Graphen sowie der Dimension des einbettenden Raumes ab:

Folgerung 5.6 Sei G = (V,E) ein gleichgewichteter Graph mit Minimalgrad δ(G) =
δ und Taillenweite g = g(G) , und sei n0(δ, g) wie in (5.2). Dann gilt für eine belie-
bige Einbettung ϕ : G −→ Z des Graphen G in einen Banach-Minkowski-Raum
Z mit konvexer, zentralsymmetrischer Eichfigur und dim(Z) = d :

ζ(ϕ,G) ≥
d
√
n0(δ, g)
g(G)

.
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5 Graphen mit großer Taillenweite

Beweis: Es seien die Voraussetzungen des Beweises von Satz 5.4 erfüllt. Ich wende
die Ungleichung (5.6) an und löse nach ζ(ϕ,G) auf:

(ζ(ϕ,G) · g)d ≥ n0(δ, g);

=⇒ ζ(ϕ,G) ≥
d
√
n0(δ, g)
g

.

�

Folgerung 5.7 Sei ϕ : G −→ Z eine beliebige Einbettung eines Graphen G in
einen Banach-Minkowski-Raum Z mit konvexer, zentralsymmetrischer Eichfigur und
d = dim(Z).

(i) Falls G ein gleichgewichteter Graph mit Minimalgrad δ(G) ≥ δ ≥ 3 und g(G) =
g ist, dann gilt:

ζ(ϕ,G) >
2g/(2d)

g
.

(ii) Sei b̃ wie in Gleichung (5.1). Falls G ein gleichgewichteter Graph mit Minimal-
grad δ(G) ≥ δ ≥ 3 und g(G) = g ist, dann gilt:

ζ(ϕ,G) >
(δ − 1)b̃/d

g
.

(iii) Sei Z fest und G ein beliebiges Element einer gleichgewichteten Graphenfamilie
G = (Gi)

∞
i=1 mit Minimalgrad δ(G) ≥ δ ≥ 3 und lim

i→∞
g (Gi) = ∞. Dann

gilt für jedes feste α <
log(δ − 1)
2 · log δ

:

ζ(ϕ,G) ∈ Ω
(
δαg(G)/d

)
für G ∈ G.

Beweis: (i) folgt unmittelbar aus Folgerung 5.6 und dem Beweis von Folgerung 5.2.
(ii) folgt unmittelbar aus Folgerung 5.6 und dem Beweis von Folgerung 5.3.

(iii) Sei γ :=
log(δ − 1)
2 · log δ

. Nach (ii) ist

ζ(ϕ,G) >
(δ − 1)b̃/d

g(G)

≥ (δ − 1)(g(G)−2)/(2d)

g(G)

=
δγ·(g(G)−2)/d

g(G)

=
δγ·g(G)/d

g(G) · δ2γ/d

= δα·g(G)/d · δ
(γ−α)·g(G)/d

g(G) · δ2γ/d︸ ︷︷ ︸
≥1 für

g(G) groß genug

.

�
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5 Graphen mit großer Taillenweite

5.4 Vergleich der Abschätzungen mit allgemeinen
Resultaten anderer Autoren

Nach Abschnitt 3.1 kann jeder Graph isometrisch in den `∞ eingebettet werden (siehe
(3.1)). Satz 5.4 liefert eine untere Schranke für die Dimension einer isometrischen
Einbettung eines Graphen mit großer Taillenweite in den `∞:

Folgerung 5.8 Sei G = (V,E) ein gleichgewichteter Graph mit Minimalgrad δ =
δ(G) und Taillenweite g = g(G) , und sei n0(δ, g) wie in (5.2). Dann gilt für eine
isometrische Einbettung ϕ : G −→ `d∞ des Graphen G:

d ≥ log n0(δ, g)
log g

.

Nach Proposition 3.2 liegt die optimale Verzerrung einer `2-Einbettung eines beliebigen
Graphen G = (V,E) in O(log |V |) . Die Taillenweite eines beliebigen Graphen G =
(V,E) mit Minimalgrad δ(G) ≥ 3 liegt gemäß Folgerung 5.2 ebenfalls in O(log |V |) .
Damit folgt aus Satz 5.4 und Folgerung 5.2:

Folgerung 5.9 Sei G = (V,E) ein gleichgewichteter Graph mit Minimalgrad δ =
δ(G) ≥ 3 und Taillenweite g = g(G) , und sei n0(δ, g) wie in (5.2). Dann gilt für eine
Einbettung ϕ : G −→ `d2 des Graphen G mit optimaler Verzerrung:

d ∈ Ω
(

log n0(δ, g)
log log |V |

)
⊆ Ω

(
g

log log |V |

)
.

5.5 Konstruktion regulärer Graphen mit großer
Taillenweite

Offensichtlich hat jeder Graph G = (V,E) eine Taillenweite g(G) ≥ 3. Alle Kreise
Cm = (V,E) mit m Kanten sind offensichtlich 2-regulär und haben die Taillenweite
g(G) = m . Alle Hyperwürfel Qd sind d-regulär und haben für d ≥ 2 die Taillenweite
g (Qd) = 4 .
Komplizierter ist die Konstruktion k-regulärer Graphen G mit k ≥ 3 und g(G) ≥ 5 .
Dazu muss etwas weiter ausgeholt werden.
Die folgende Definition ist an [76] angelehnt:

Definition 5.10 Sei (Γ, ◦) eine Gruppe (mit der Grundmenge Γ und der Gruppen-
operation ◦) und S ⊆ Γ . Dann ist

Cay (Γ, ◦, S) = (V,E)
mit V = Γ
und E = {{v, v ◦ s} | v ∈ Γ, s ∈ S}

der Cayleygraph der Gruppe (Γ, ◦) mit dem Erzeugendensystem S.
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5 Graphen mit großer Taillenweite

Ein Cayleygraph Cay(Γ, ◦, S) hat unendlich viele Knoten, wenn Γ unendlich viele
Gruppenelemente enthält. Solche unendlichen Graphen werden hier nur betrachtet, um
endliche reguläre Graphen mit großer Taillenweite zu konstruieren. In allen anderen
Kapiteln und Abschnitten dieser Arbeit sind Graphen immer endlich.
Auch die folgenden Definitionen stammen aus [76]:

Definition 5.11 Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement. Dann ist SL2(R)
die Gruppe der 2× 2-Matrizen mit Determinante 1 über dem Ring R, das heißt:

A ∈ SL2(K) =⇒ aij ∈ R ∀ i, j ∈ {1, 2},

mit der Matrixmultiplikation als Gruppenoperation.

Definition 5.12 Sei (Γ, ◦) eine Gruppe und S ⊆ Γ. Ein Wort über S ist eine endliche
Folge f1, f2, ..., fn, so dass für alle 1 ≤ i ≤ n entweder fi ∈ S oder f−1

i ∈ S .
Das Wort heißt reduziert, falls fi 6= f−1

i+1 für alle 1 ≤ i < n gilt.

Margulis verwendet in [76] das Erzeugendensystem S = {A,B} mit

A :=
[
1 2
0 1

]
und B :=

[
1 0
2 1

]
,

um einen regulären Cayleygraphen der Gruppe SL2(Z) zu erzeugen. Der Graph
Cay (SL2(Z), ·, S) ist 4-regulär, denn mit jedem v ∈ V = SL2(Z) sind die Kanten

{v, vA}, {v, vB},
{
v, vA−1

}
und

{
v, vB−1

}
inzident. Außerdem wird angegeben, dass es keine nichttriviale multiplikative Relation
zwischen A und B gibt. Das heißt, dass zwei verschiedene reduzierte Wörter über S
zwei verschiedene Matrizen in SL2(Z) bestimmen3. Mit anderen Worten: Die reduzier-
ten Wörter entsprechen genau den Wegen im Cayleygraphen Cay (SL2(Z), ·, S) ,
und zwei verschiedene Wege im Cayleygraphen Cay (SL2(Z), ·, S) haben höchstens
einen gemeinsamen Endknoten. Es gibt somit keinen Kreis in Cay (SL2(Z), ·, S) .
Dies impliziert, dass der Cayleygraph Cay (SL2(Z), ·, S) ein unendlich großer 4-
regulärer Wald ist.
Margulis ersetzt dann den Ring Z der ganzen Zahlen durch den Primzahlkörper Fp =
Z/pZ (mit p ≥ 3 ). Der Cayleygraph Cay (SL2 (Fp) , ·, S) enthält offensichtlich
Kreise, da er immer noch 4-regulär ist, aber nur endlich viele Knoten hat. Margulis
beweist dann, dass

g (Cay (SL2 (Fp) , ·, S)) ∈ Ω (log p).

3Margulis beruft sich dazu auf [75].
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Auch einige weitere Autoren konstruieren reguläre Graphen mit großer Taillenweite
als Cayleygraphen über Gruppen quadratischer Matrizen mit bestimmten Erzeugen-
densystemen. Beispiele sind [51] und [74].

Erdös und Sachs zeigten in [37], dass zu jedem k ≥ 2 und jedem g ≥ 3 ein k-regulärer
Graph G = (V,E) mit Taillenweite g(G) = g existiert. Außerdem schätzten sie die
minimale Knotenzahl eines solchen Graphen noch genauer ab als in Satz 5.1 (von Alon,
Hoory und Linial).

5.6 Algebraische Eigenschaften von Graphen mit
großer Taillenweite

Sei b̃ wie in (5.1). Für einen gleichgewichteten k-regulären Graphen G = (V,E) und
jedes i ∈

{
0, 1, ..., b̃

}
kann die i-te Adjazenzmatrix durch ein Polynom der Adja-

zenzmatrix ausgedrückt werden:

A(i) = Pi(A)

mit Pi(x) =


1, i = 0;
x, i = 1;
xP1(x)− kP0(x), i = 2;
xPi−1(x)− (k − 1)Pi−2(x), i > 2.

(5.8)

Diese Polynome heißen nach [70] Geronimuspolynome, und es gilt:

Pi(k) = k(k − 1)i−1 ∀i > 0. (5.9)

5.7 Optimale Einbettungen von Graphen mit großer
Taillenweite in den `2

In diesem und in dem folgenden Abschnitt sollen wieder Ergebnisse anderer Autoren
zu Einbettungen vorgestellt werden. Diese Resultate hätten auch in Kapitel 3 aufge-
zählt werden können. Aber sie sollen in den Zusammenhang der Graphen mit großer
Taillenweite eingeordnet werden.
Linial, Magen und Naor bewiesen 2002 in [70]:

Satz 5.13 Für k-reguläre Graphen mit k ≥ 3 ist

ζ2(G) ∈ Ω
(√

g(G)
)

(5.10)

Skizze eines Beweises nach [70]: Linial, Magen und Naor geben gleich zwei Beweise
an. Der erste Beweis verwendet Markov-Ketten, der zweite Beweis die Geronimuspo-
lynome (siehe Abschnitt 5.1 sowie die Beziehung (3.21).
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5 Graphen mit großer Taillenweite

Der erste Beweis verwendet auch den Begriff des Markov-Typs, der in [9] eingeführt
wurde: Sei (X, ρ) ein metrischer Raum und (Zt)

∞
t=0 eine symmetrische Markov-Kette,

die eine zufällige Irrfahrt in X beschreibt (das heißt: jeder Zustand ist ein Punkt
x ∈ X .) Die reelle Zahl Mp(X, t) sei das kleinste C > 0 , das folgende Ungleichung
erfüllt:

E ρp (Zt, Z0) ≤ Cp · t · E ρp (Z1, Z0) . (5.11)

Man sagt, dass (X, ρ) den Markov-Typ p hat, falls Mp(X) := sup
t
Mp(X, t) <

∞. Mp(X) wird Markov-Typ-p-Konstante genannt.
Linial, Magen und Naor geben dann einen Beweis an, dass der euklidische Raum `2
den Markov-Typ 2 hat und M2 (`2) = 1 ist (was bereits in [9] gezeigt wurde). Aus
dem Ergebnis wird gefolgert:

Folgerung 5.14 Für jeden metrischen Raum (X, ρ) ist ζ2(X, ρ) ≥M2(X) .

Linial, Magen und Naor wählen nun eine zufällige Irrfahrt (Zt)
∞
t=0 in der Knotenmenge

eines gleichgewichteten k-regulären Graphen G = (V,E) mit k ≥ 3 und g = g(G) ,

wobei (in jedem Schritt) jede Kante mit Wahrscheinlichkeit
1
k

gegangen wird. Solange

dabei t ≤
⌊
g − 1

2

⌋
, kann man die lokale Baumstruktur des Graphen ausnutzen: In

jedem Schritt wächst distG (Zt, Z0) mindestens mit Wahrscheinlichkeit
k − 1
k

um 1

und sinkt höchstens mit Wahrscheinlichkeit
1
k

um 1. Damit ist

E distG (Zt, Z0) ≥
k − 2
k

· t.

=⇒ E dist2G (Zt, Z0) ≥ E2 distG (Zt, Z0)

≥
(
k − 2
k

)2

· t2

(5.12)

Andererseits ist mit (5.11):

M2
2 (G) · t · E dist2G (Z1, Z0)︸ ︷︷ ︸

=1

≥ E dist2G (Zt, Z0) . (5.13)

Die Aussage (5.10) folgt nun mit t =
⌊
g − 1

2

⌋
.

�

Für k-reguläre, gleichgewichtete Expander-Graphenfamilien G = (Gi)i∈N mit k ≥
3 lässt sich mit Abschätzung (3.5) und Ungleichung (5.3) eine schärfere Schranke
angeben als in (5.10):
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5 Graphen mit großer Taillenweite

ζ2 (Gi) ≥ C · Φ (Gi)
2k · log k

· log |V (Gi)| ( für ein C > 0)

>
C

2
· Φ (Gi)
2k · log k

· g (Gi) ∀ i ∈ N ;

=⇒ ζ2 (Gi) ∈ Ω
(

Φ (Gi)
k · log k

· g (Gi)
)

⊆ Ω
(

Φ(G)
k · log k

· g (Gi)
)

∀ i ∈ N.

(5.14)

Es ist eine offene Frage, ob ζ2(G) ∈ Ω(g(G)) für alle Graphen G gilt.

5.8 Optimale Einbettungen von Graphen mit großer
Taillenweite aus einer Kantenexpander-
Graphenfamilie in den `1

Es soll noch einmal an den Zusammenhang zwischen `1-Einbettungen und Mehrgüter-
fluss-Problemen erinnert werden (siehe Abschnitt 3.9). In einem Netzwerk N über
einem Graphen G = (V,E,w) kann es eine Dualitätslücke γN zwischen einem mi-
nimalen Mehrgüterschnitt und einem maximalen Mehrgüterfluss geben. γN ist eine
untere Schranke für ζ1(G) . In diesem Abschnitt seien C(·, ·) und D(·, ·) wie in Defi-
nition 3.16, λ wie in (3.34), ξS wie in (3.32), ΞS wie in (3.36) und ∆στ wie in (3.35).
Die symmetrischen Funktionen ξS , C und ∆στ können wie in (2.2) als Vektoren mit
je
(|V |

2

)
Komponenten geschrieben werden.

Leighton und Rao zeigten in [63], dass man in einem Graphen G = (V,E) mit Mi-
nimalgrad δ(G) ≥ 3 und einer positiven Cheegerkonstanten Ch(G) ein ungerichtetes
Netzwerk konstruieren kann, so dass gilt:

γN ∈ Ω
(

Ch(G)
∆̃(G)

· log |V |
)
, (5.15)

wobei ∆̃(G) der durchschnittliche Knotengrad des Graphen G ist.

Konstruktion und Abschätzung nach [63]: Sei n = |V | . Leighton und Rao
nehmen für jede zweielementige Knotenmenge Xi ⊆ V ein Gut i, wobei genau ein
Knoten aus Xi die Quelle σi und der andere Knoten aus Xi die Senke τi darstellt.
Ferner setzen sie w ≡ 1, D ≡ 1 und C(u, v) = 1 ∀ {u, v} ∈ E. Dann ist
∆στ = 11 , und es gilt für einen minimalen Mehrgüterschnitt:

ΞS = min
S∈S(V )

|E(S, V \S)|
ξT
S 11

≥ Ch(G)
max {S, V \S}

≥ Ch(G)
n− 1

.

(5.16)
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5 Graphen mit großer Taillenweite

Da G den Minimalgrad δ(G) ≥ 3 hat, haben höchstens
n

2
Knoten eine Distanz kleiner

als log n − 2 von einem beliebigen, aber festen Knoten u ∈ V . Daraus folgt, dass
mindestens die Hälfte der

(
n
2

)
Güter jeweils über mindestens log n−2 Kanten fließen.

Daraus folgt für die Gesamtkapazität des Netzwerks:

C̃T · 11 ≥ 1
2
·
(
n

2

)
· λ · (log n− 2) (5.17)

Nach (2.1) ist 2 · |E| = n · ∆̃(G) und somit:

λ ≤ 2 · CT · 11
(log n− 2) ·

(
n
2

)
=

2 · |E|
(log n− 2) ·

(
n
2

)
=

n · ∆̃(G)
(log n− 2) ·

(
n
2

)
=

2 · ∆̃(G)
(log n− 2) · (n− 1)

=⇒ γN =
ΞS∗

λ∗

≥ Ch(G) · (log n− 2) · (n− 1)
(n− 1) · 2 · ∆̃(G)

=
Ch(G) · (log n− 2)

2 · ∆̃(G)

Für n ≥ 8 folgt:

γN ≥ Ch(G) · log n
6 · ∆̃(G)

∈ Ω
(

Ch(G)
∆̃(G)

· log n
) (5.18)

Auf die Bedingung w ≡ 1 kann nachträglich wieder verzichtet werden. Diese Bedin-
gung erleichterte nur das Zählen der Kanten.

�

Für Kantenexpander-Graphenfamilien G = (Gi)i∈N mit Minimalgrad δ(G) ≥ 3 gilt

wegen (5.15) auch ζ1 (Gi) ∈ Ω
(

Ch (Gi)
∆̃ (Gi)

· log |V (Gi)|
)

∀ i ∈ N und analog zu

(5.14):

ζ1 (Gi) ∈ Ω
(

Ch (Gi)
∆̃ (Gi)

· g (Gi)
)

⊆ Ω
(

Ch (G)
∆(G)

· g (Gi)
)

⊆ Ω
(

Φ (G)
∆(G)

· g (Gi)
)

∀ i ∈ N.

(5.19)
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5 Graphen mit großer Taillenweite

In der letzten Zeile der Abschätzung (5.19) wurde die linke Seite der Ungleichung (2.9)
benutzt.
Es ist eine offene Frage, ob für beliebige Graphenfamilien (Gi)

∞
i=1 mit

g (Gi)
i→∞−→ ∞ auch ζ1 (Gi) gegen unendlich wächst.

5.9 Weitere Vergleiche mit einem eigenen Resultat

Nach Abschnitt 5.7 ist ζ2(G) ∈ Ω
(√

g(G)
)

für alle k-regulären GraphenGmit k ≥ 3 .
Für k-reguläre Expander-Graphenfamilien G mit festem k ist nach den letzten beiden
Abschnitten ζ1(G), ζ2(G) ∈ Ω (g(G)) für alle G ∈ G .
Nach Folgerung 5.7 (iii) wächst die Verzerrung einer Einbettung eines Graphen G mit
Minimalgrad δ(G) ≥ 3 sogar exponentiell mit der Taillenweite, aber nur für eine feste
Dimension! Im Allgemeinen kann man erwarten, dass die Dimension einer optimalen
Einbettung mit der Taillenweite wächst. Somit ist mit einem wesentlich langsameren
Wachstum der optimalen Verzerrung zu rechnen.
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6 Einbettung beliebig gewichteter
Kreise in den `2 und in den `1

6.1 Ein einfacher Ansatz für den euklidischen Raum

Linial und Magen zeigten in [69], wie man gleichgewichtete Kreise optimal in den eu-
klidischen Raum einbettet (siehe Gleichung 3.28). Basierend auf diesem Ansatz hatte
ich zwei Ideen zur Erweiterung dieses Konzeptes auf beliebig positiv gewichtete Kreise.
Diese Graphen haben auch eine beliebig große Taillenweite, allerdings nur den Kno-
tengrad 2.
Der erste Ansatz ist, die Länge einer kürzesten Kante unter der Einbettung zu erhalten:

Lemma 6.1 Sei Cn = Cn(w) = (V,E,w) = ({v0, v1, ..., vn−1} , {ei = {vi−1, vi} |
i ∈ {1, 2, ..., n− 1}} ∪ {en = {vn−1, v0}} , w) ein gewichteter Kreis, w∗ = min

e∈E
w(e)

und Wk =
k∑

i=1

w (ei) (k = 1, ..., n) . Dann gilt für die Einbettung

ϕ :Cn(w) −→ `22

mit ϕ (vk) =
w∗

2 · sin w∗·π
Wn

·

cos
2πWk

Wn

sin
2πWk

Wn

 ,
dass die Verzerrung

ζ (ϕ,Cn(w)) ≤ π

2

ist.

Bemerkung: Es wird nicht behauptet, dass diese Einbettung optimal oder dimensions-
optimal ist.

Zum Beweis des Lemmas benötige ich zwei Beobachtungen:

Beobachtung 6.2 (i) Die Funktion f1(x) =


sin(πx)

x
, x 6= 0

π, x = 0

ist monoton fallend im Intervall
[
0,

1
2

]
.
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6 Einbettung beliebig gewichteter Kreise in den `2 und in den `1

(ii) Die Funktion f2(x) =


x

sin(πx)
, x ∈

(
0,

1
2

]
1
π
, x = 0

ist monoton wachsend im Intervall
[
0,

1
2

]
.

Beweis: (i) Man betrachte folgendes Integral:

h(y) =

y∫
0

1−
(
1 + tan2 η

)︸ ︷︷ ︸
≤0

dη ≤ 0 für y ∈
[
0,
π

2

)
.

Integrieren liefert:

h(y) = y − tan y ≤ 0

=⇒ cos y · h(y) = y · cos y − sin y ≤ 0 für y ∈
[
0,
π

2

)
.

(6.1)

Nun kann man f1(x) nach x ableiten und erhält:

f ′1(x) =
πx · cos(πx)− sin(πx)

x2
.

Nach der Ungleichung (6.1) ist die Ableitung f ′1(x) ≤ 0 für 0 < x <
1
2
.

Außerdem ist f ′1

(
1
2

)
≤ 0 wegen der Stetigkeit der Ableitung für x > 0. Für den

Fall x = 0 kann man zweimal die Regel von L’Hospital anwenden:

lim
x→0

f ′1(x) =
πx · cos(πx)− sin(πx)

x2

∣∣∣∣
x=0

=
−π2x · sin(πx)

2x

∣∣∣∣
x=0

=
−π2 · sin(πx)− π3x · cos(πx)

2

∣∣∣∣
x=0

= 0

(ii): Man wende die Regel von L’Hospital auf f1(0) an:

lim
x→0

f1(x) =
sin(πx)

x

∣∣∣∣
x=0

=
π · cos(πx)

1

∣∣∣∣
x=0

= π
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6 Einbettung beliebig gewichteter Kreise in den `2 und in den `1

Also ist f1(x) echt positiv im Intervall
[
0,

1
2

]
und monoton fallend. Damit ist

f2(x) =
1

f1(x)
monoton wachsend.

�

Beobachtung 6.3 Seien r1, r2 reelle Zahlen und z1, z2 Vektoren der Art

zi =
[
cos (2ri)
sin (2ri)

]
(i ∈ {1, 2})

Dann gilt: ||z1 − z2||2 = 2 · |sin (r1 − r2)|.

Beweis:

||z1 − z2||22 = (cos (2r1)− cos (2r2))
2 + (sin (2r1)− sin (2r2))

2

= 2− 2 · cos (2r1) · cos (2r2)− 2 · sin (2r1) · sin (2r2)
= 2− 2 · cos (2 · (r1 − r2))

= 4 · sin2 (r1 − r2) .
=⇒ ||z1 − z2||2 = 2 · |sin (r1 − r2)| ;

weil die Norm nie negativ ist. �

Beweis des Lemmas 6.1: Zur Vereinfachung wird jetzt gesetzt: W̄ :=
w∗

Wn
.

Zunächst überprüft man, dass für zwei Knoten vi, vi+1 ∈ V mit distCn(w) (vi, vi+1) =
w∗ folgt, dass ||ϕ (vi)− ϕ (vi+1)||2 = w∗:

||ϕ (vi)− ϕ (vi+1)||2 =
w∗

2 · sin
(
πW̄

) · 2 · ∣∣∣∣sin π · (Wi −Wi+1)
Wn

∣∣∣∣ (nach Beobachtung 6.3)

=
w∗

sin
(
πW̄

) · ∣∣sin (πW̄ )∣∣
= w∗

Analog gilt für den Abstand der Bilder zweier Knoten unter der Einbettung ϕ:

||ϕ (vi)− ϕ (vj)||2 =
w∗

2 · sin
(
πW̄

) · 2 · ∣∣∣∣sin π · (Wi −Wj)
Wn

∣∣∣∣
=

w∗

2 · sin
(
πW̄

) · 2 · sin π · (distCn(w) (vi, vj)
)

Wn

=⇒ ||ϕ||Lip = max
1≤i<j≤n

sin π·distCn(w)(vi,vj)

Wn

distCn(w)(vi,vj)

Wn︸ ︷︷ ︸
=:f

�
distCn(w)(vi,vj)

Wn

�

· W̄

2 · sin
(
πW̄

)︸ ︷︷ ︸
=const.

= 1,
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6 Einbettung beliebig gewichteter Kreise in den `2 und in den `1

weil die Funktion f nach Beobachtung 6.2 für
distCn(w) (vi, vj)

Wn
≤ 1

2
monoton

fallend ist. Es muss somit nur noch die Schrumpfung der Einbettung abgeschätzt
werden:

ζ (ϕ,Cn(w)) =
∣∣∣∣ϕ−1

∣∣∣∣
Lip

= max
1≤i<j≤n

2 · sin
(
πW̄

)
w∗

·
distCn(w) (vi, vj)

2 ·
∣∣∣sin π·distCn(w)(vi,vj)

Wn

∣∣∣
=

sin
(
πW̄

)
w∗

·Wn ·
diam Cn(w)

Wn

sin π·diam Cn(w)
Wn

≤
sin
(
πW̄

)
w∗

· Wn

2 · sin π
2

(nach Beobachtung 6.2)

=
sin
(
πW̄

)
2W̄

≤
sin
(
πW̄

)
2W̄

∣∣∣∣∣
W̄=0

(nach Beobachtung 6.2)

=
π · cos

(
πW̄

)
2

∣∣∣∣∣
W̄=0

(nach L’Hospital)

=
π

2

�

Es kann leicht gezeigt werden, dass die Einbettung ϕ nicht optimal ist. Zum Bei-
spiel kann das Dreieck C3 = C3 ({3, 4, 5}) mit den Kantenlängen {3, 4, 5} isome-
trisch in den `22 eingebettet werden. Unter der Einbettung ϕ beträgt die Verzerrung
ζ (ϕ,C3{3, 4, 5}) ≈ 1, 22.

6.2 Erhaltung aller Kantenlängen

Der zweite Ansatz zur Einbettung beliebig gewichteter Kreise ist, jede Kantenlänge
des Kreises unter der Einbettung beizubehalten:

Satz 6.4 Sei Cn = Cn(w) = (V,E,w) = ({v0, v1, ..., vn−1} , {ei = {vi−1, vi} |
i ∈ {1, 2, ..., n− 1}} ∪ {en = {vn−1, v0}} , w) ein gewichteter Kreis und K =

K (Cn(w)) ∈ R+\{0}, so dass

(I) K · w(e) ≤ 1 ∀e ∈ E und

(II) a)
n∑

i=1

arcsin (K · w (ei)) = π oder

b)
n−1∑
i=1

arcsin (K · w (ei)) = arcsin (K · w (en)) <
π

2
.

Dann gilt für die Einbettung ψ : V −→ `22 mit
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6 Einbettung beliebig gewichteter Kreise in den `2 und in den `1

ψ (vk) =
1

2K
·

cos
(

2 ·
k∑

i=1

arcsin (K · w (ei))
)

sin
(

2 ·
k∑

i=1

arcsin (K · w (ei))
)
 , (6.2)

dass die Verzerrung

ζ (ψ,Cn(w)) ≤ π

2

ist.

Abbildung 6.1: Die Einbettungen zweier Dreiecke mit (6.2), links der Fall (IIa), rechts
der Fall (IIb) des Satzes 6.4

Nun werden einige Beobachtungen angegeben, die später als Bausteine für den Beweis
des Satzes 6.4 dienen sollen:

Beobachtung 6.5 (i) ||ψ(u)− ψ(v)||2 = w({u, v}) ∀{u, v} ∈ E (Cn(w)) ;

(ii) ||ψ(u)− ψ(v)||2 ≤ distCn(w)(u, v) ∀u, v ∈ V (Cn(w)) ;

(iii) arcsinx ≥ x für x ∈ [0, 1].

Beweis: (i): Nach Beobachtung 6.3 gilt für alle j ∈ {1, 2, ..., n− 1}:

||ψ (vj)− ψ (vj−1)||2 =
1

2K
· 2 · |sin arcsin (K · w (ej))|

= w (ej) .

Im Fall (II a) des Satzes 6.4 gilt für die Kante en = {vn−1, v0}:
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6 Einbettung beliebig gewichteter Kreise in den `2 und in den `1

||ψ (v0)− ψ (vn−1)||2 =
1
K
·

∣∣∣∣∣sin
n−1∑
i=1

arcsin (Kw (ei))

∣∣∣∣∣
=

1
K
· |sin (π − arcsin (Kw (en)))|

=
1
K
· |sin arcsin (Kw (en))|

= w (en) .

Der Fall (II b) des Satzes ist für die Kante en = {vn−1, v0} trivial.

(ii): Seien

Pm =
{
{u, v} ∈ V 2 | es gibt einen kürzesten Weg von u nach v mit m Kanten

}
(m = 0, 1, ..., n− 1).

Der Beweis folgt nun durch Induktion über die Anzahl m der Kanten eines kürzesten
Weges von u nach v. Für Knotenpaare aus P0 ist die Aussage trivial, und für Knoten-
paare aus P1 wurde ihre Gültigkeit unter (i) gezeigt.
Gelte die Aussage nun für alle Knotenpaare aus Pm für ein m ≤ n− 2. Ich zeige, dass
daraus die Gültigkeit der Aussage für alle Knotenpaare aus Pm+1 folgt, falls die Menge
Pm+1 nicht leer ist:
Sei {u, v} ∈ Pm+1. Dann gibt es einen Knoten v′ ∈ V mit {u, v′} ∈ Pm und
{v′, v} ∈ P1. und

distCn(w)(u, v′) + distCn(w)(v′, v) = distCn(w)(u, v)
=⇒ ||ψ(u)− ψ(v)||2 ≤ ||ψ(u)− ψ(v′)||2 + ||ψ(v′)− ψ(v)||2

≤ distCn(w)(u, v′) + distCn(w)(v′, v)
= distCn(w)(u, v)

Damit ist die Aussage bewiesen.

(iii):

arcsinx =

x∫
0

1√
1− η2

dη für x ∈ [0, 1)

≥
x∫

0

1 dη

= x und

arcsin(1) =
π

2
> 1

�

Beobachtung 6.6 Seien vi, vj ∈ V (Cn(w)) mit 1 ≤ i < j ≤ n. Dann gibt
es in Cn(w) einen Weg P = P (i, j) von vi nach vj mit

a = a(i, j) :=
∑

e∈E(P )

arcsin (K · w(e))

≤ π

2
und

(6.3)
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||ψ (vi)− ψ (vj)||2 =
1
K
· sin a(i, j). (6.4)

Beweis: Seien vi, vj ∈ V (Cn(w)) beliebig, aber fest. Da Cn(w) ein Kreis ist, gibt
es genau zwei Wege P1, P2 von vi nach vj mit

P1 = ({vi, vi+1, ..., vj} , {ei+1, ei+2, ..., ej}) ,
P2 = ({vi, vi−1, ..., v0, vn−1, ..., vj} , {ei, ei−1, ..., e1, en, ..., ej+1}) ;

ak :=
∑
e∈Pi

arcsin (K · w(e)) (k ∈ {1, 2}).

Im Fall (II a) des Satzes 6.4 gilt nach Beobachtung 6.3 und der Definition der ai:

||ψ (vi)− ψ (vj)||2 =
1
K
· sin a1

=
1
K
· sin (π − a1)

=
1
K
· sin a2.

Damit erfüllen beide Wege P1 und P2 die Gleichung (6.4), und eine der beiden Zahlen
a1, a2 muss ≤ π

2
sein.

Im Fall (II b) des Satzes 6.4 erfüllt der Weg P1 die Gleichung (6.4), und es ist immer
a1 ≤

π

2
. �

Beweis des Satzes 6.4: Aus der Beobachtung 6.5 (i) und (ii) folgt unmittelbar:

||ψ||Lip = max
1≤i<j≤n

||ψ (vi)− ψ (vj)||
distCn(w) (vi, vj)

= 1

Sei {vi, vj} ∈ V 2 mit i 6= j ein Knotenpaar, für das der Quotient
distCn(w) (vi, vj)
||ψ (vi)− ψ (vj)||2

sein Maximum annimmt. Dann gilt:

ζ (ψ,Cn(w)) =
∣∣∣∣ψ−1

∣∣∣∣
Lip

=
distCn(w) (vi, vj)
||ψ (vi)− ψ (vj)||2

=
K · distCn(w) (vi, vj)

sin a(i, j)
(nach Beobachtung 6.6)

≤
K ·

∑
e∈P (i,j)

w(e)

sin a(i, j)
(mit P (i, j) wie in Beobachtung 6.6)

=

∑
e∈P (i,j)

(K · w(e))

sin a(i, j)

≤

∑
e∈P (i,j)

arcsin(K · w(e))

sin a(i, j)
(nach Beobachtung 6.5 (iii))
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6 Einbettung beliebig gewichteter Kreise in den `2 und in den `1

=
a(i, j)

sin a(i, j)

≤
π
2

sin π
2

(nach Beobachtung 6.6 und Beobachtung 6.2)

=
π

2
�

Enthält der Kreis Cn(w) = (V,E,w) eine Kante ê ∈ E mit

w (ê) ≥ 1
2
·
∑
e∈E

w(e), (6.5)

so gibt es kein geeignetes K, das die Bedingungen des Satzes 6.4 erfüllt. Aber sol-
che entarteten Kreise sollten kein Problem darstellen, weil sie sogar isometrisch in
den Raum `12 eingebettet werden können und die Bedingung (6.5) in linearer Zeit (in
O(n) ) überprüft werden kann.
Ich schrieb das MATLAB1-Programm „WeightedCycle“, das die Zahl K = K (Cm(w))
mittels Newton-Iteration berechnet. Außerdem ermittelt das Programm die Verzerrung
und zeichnet eine Graphik der Einbettung nach Gleichung (6.2). Dieses Programm ist
auf der CD-ROM, die dieser Diplomarbeit beiliegt, enthalten. Weitere Hinweise zu
diesem Programm befinden sich im Anhang.

6.3 Vergleich der `2-Einbettungen mit den Resultaten
anderer Autoren

Die Verzerrung der Einbettungen eines gewichteten Kreises Cn(w) = (V,E,w) nach
Lemma 6.1 und Satz 6.4 ist durch eine Konstante beschränkt. Das ist für großes n viel
besser als Bourgains Schranke für die Verzerrung einer optimalen `2-Einbettung eines
beliebigen Graphen (Proposition 3.2). Die optimale Verzerrung ζ (Cn(w)) müsste aber
nach (3.5) in der Größenordnung von log n liegen, falls die Familie aller gewichteten
Kreise eine Expander-Graphenfamilie wäre.

Beobachtung 6.7 Die Familie der gewichteten Kreisgraphen ist keine Expander-
Graphenfamilie.

Beweis: Sei Cn = (V,E) ein Kreis. Dann gibt es für jedes k ∈ N mit 1 ≤ k ≤ n

2
eine

Knotenmenge Ṽ ⊂ V mit
∣∣∣Ṽ ∣∣∣ = k , so dass die Anzahl der Nachbarn

∣∣∣Γ(Ṽ )∣∣∣ = 2
ist. Darum gilt:

Φ (Cn) = min
Ṽ⊂V

1≤|Ṽ |≤n/2

∣∣∣Γ(Ṽ )∣∣∣∣∣∣Ṽ ∣∣∣
=

2⌊
n
2

⌋ −→
n→∞

0.

1MATLAB ist ein eingetragenes Warenzeichen von The MathWorks, Inc; siehe www.mathworks.com
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6 Einbettung beliebig gewichteter Kreise in den `2 und in den `1

�

Die Einbettungen beliebig gewichteter Kreises nach Lemma 6.1 und Satz 6.4 können
auch mit der optimalen Einbettung gleichgewichteter Kreise nach (3.28) verglichen
werden.

Beobachtung 6.8 Für gleichgewichtete Kreise Cn (n = 3, 4, 5, ...) gilt:

sup
n≥3

ζ2 (Cn) =
π

2
.

Beweis: Zunächst soll gezeigt werden, dass die optimale `2-Verzerrung gleichgewich-
teter Kreise monoton in n wächst. Dazu setzen wir in Gleichung (3.29)

η :=
1
n
.

ζ2
(
C1/η

)
=

1
2η

· sin (η · π) .

Nach Beobachtung 6.2 ist ζ2
(
C1/η

)
monoton fallend in η, da η ≤ 1

3
ist.

Wir lassen nun η gegen null gehen und wenden die Regel von L’Hospital an:

lim
η→0

ζ2
(
C1/η

)
= lim

η→0

sin (η · π)
2 · η

= lim
η→0

π · cos (η · π)
2

=
π

2
.

�

Die obere Schranke der Verzerrungen nach Lemma 6.1 und Satz 6.4 ist somit nicht
schlechter als das Supremum der optimalen Verzerrungen gleichgewichteter Kreise.

6.4 Vergleich mit semidefiniter Programmierung

Um einen etwas besseren Eindruck von der Qualität der Einbettung nach Satz 6.4 zu
bekommen, kann man das semidefinite Programm (3.15) für einige gewichtete Kreise
lösen und mit der Einbettung nach (6.2) vergleichen. Um mir Tipparbeit zu erspa-
ren, schrieb ich noch ein C++-Programm namens SDPA_Converter für das Betriebs-
system Windows. Dieses Programm verwaltet intern einen gewichteten Graphen in
Form seiner Distanzmatrix. Es kann einen zufälligen gewichteten Kreis vorgegebener
Knotenzahl n generieren, indem es für jede Kreiskante eine Pseudo-Zufallszahl zieht,
und die Längen der Kreiskanten anzeigen. Anschließend kann es eine Eingabedatei im
SDPA-Format erzeugen, das ein semidefinites Programm nach (3.15) für den intern
gespeicherten Graphen repräsentiert. Die von SDPA_Converter generierten Dateien
schickte ich dann zum Lösen des semidefiniten Programms an die NEOS2-Solver csdp,
DSDP und pensdp. In Tabelle 6.1 sind die vom Programm „WeightedCycle“ berechnete
2http://neos.mcs.anl.gov/neos
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6 Einbettung beliebig gewichteter Kreise in den `2 und in den `1

Verzerrung der Einbettung (6.2) und die von den genannten NEOS-Solvern berechne-
te Verzerrung für einige zufällige Kreisgraphen vorgegebener Kantenzahl n gegenüber
gestellt. Der Solver pensdp liefert darüber hinaus auch eine primal optimale semidefi-
nite Matrix X, aus der man die Koordiantenmatrix M einer optimalen `2-Einbettung
berechnen kann. In Abbildung 6.2 wird die Einbettung (6.2) und die von pensdp be-
rechnete optimale Einbettung in die euklidische Ebene optisch dargestellt. Weitere
Abbildungen sind im Anhang dieser Arbeit zu finden.

Kanten- Verzerrung von NEOS-Solvern Bemer-
n längen nach (6.2) berechnete kung

Verzerrung
4 21.221; 25.861;

26.544; 7.031 1.1539 1.1293
4 25.678; 31.487;

19.359; 28.829 1.3482 1.3212
5 19.625; 25.854; 20.355;

24.091; 19.913 1.2672 1.2558
6 5.907; 15.136; 12.201;

19.953; 26.013; 21.628 1.3856 1.3499
21.598; 29.827;

7 29.643; 9.341; 1.4487 1.37 (*)
23.996; 2.862; 1.461

3.955; 10.117; 11.795;
8 15.244; 18.282; 1.4673 1.3912 (*)

32.739; 5.996; 20.066

Tabelle 6.1: (*) Der NEOS-Solver csdp konnte zwei der Optimierungsprobleme nicht lösen. Er gab
für den Kreis mit sieben Knoten als primale Lösung 647.2, als duale Lösung 0.57055,
für den Kreis mit acht Knoten als primale Lösung 349.6 und als duale Lösung 0.012711

an.

Wie man der Tabelle 6.1 entnehmen kann, ist die Einbettung nach Satz 6.4 nicht
optimal. Aber folgende Argumente sprechen für die Einbettung nach (6.2):

• Alle gewichteten Dreiecke (Kreise mit drei Kanten), die durch (6.2) eingebettet
werden können, werden isometrisch eingebettet. (Das ist klar nach dem Beweis
der Beobachtung 6.6 (i).)

• Die Einbettung enthält die von Linial und Magen in [69] beschriebene Einbettung
(3.28) gleichgewichteter Kreise als Spezialfall.

• Die obere Schranke der Verzerrung ist eine Konstante und nach Beobachtung 6.8
nicht schlechter als das Supremum der Verzerrungen der von Linial und Magen
beschriebenen Einbettung gleichgewichteter Kreise.

• Für die Einbettung nach (6.2) muss nur eine Zahl K mittels Newton-Iteration
berechnet werden, was möglicherweise schneller geht als die Lösung eines semi-
definiten Programms.

6.5 Einbettungen beliebig gewichteter Kreise in den
Raum `1 mit geringer Verzerrung

Linial, London und Rabinovich zeigten in [67], wie man gleichgewichtete Kreise gerader
Kantenzahl isometrisch in den `1 einbetten kann (siehe Gleichung 3.39).
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6 Einbettung beliebig gewichteter Kreise in den `2 und in den `1

Abbildung 6.2: Die Einbettungen der beiden Vierecke (Kreise mit vier Kanten) aus der
Tabelle 6.1. Die Einbettung nach Satz 6.4 ist jeweils schwarz, die vom
NEOS-Solver pensdp berechnete Einbettung jeweils grün dargestellt.

Ich erweitere diesen Ansatz auf beliebig gewichtete Kreise. Dazu beschränke ich mich
zunächst auf rationale Kantengewichte.

Lemma 6.9 Jeder gewichtete Kreis Cn = Cn(w) = (V,E,w) = ({v0, v1, ..., vn−1} ,
{ei = {vi−1, vi} | i ∈ {1, 2, ..., n− 1}} ∪ {en = {vn−1, v0}} , w) mit

w(e) ∈ Q+\{0} ∀e ∈ E

kann isometrisch in den Raum `1 eingebettet werden.

Für den Beweis des Lemmas benötige ich zunächst eine Beobachtung über die Kom-
position zweier Einbettungen:

Beobachtung 6.10 Seien (X, ρX) , (Y, ρY ) und (Z, ρZ) drei metrische Räume mit
|X| ≤ |Y | ≤ |Z| und ϕ : X −→ Y, ψ : Y −→ Z zwei injektive Funktionen.
Dann gilt:

ζ (ψ ◦ ϕ, (X, ρX)) ≤ ζ (ϕ, (X, ρX)) · ζ (ψ, (Y, ρY )) ;

wobei ψ ◦ ϕ die Komposition der Funktionen ϕ und ψ ist.

Beweis: Es gilt:

||ψ ◦ ϕ||Lip = sup
x,x̃∈X
x6=x̃

ρZ (ψ(ϕ(x)), ψ(ϕ(x̃)))
ρX (x, x̃)

= sup
x,x̃∈X
x6=x̃

(
ρZ (ψ(ϕ(x)), ψ(ϕ(x̃)))

ρY (ϕ(x), ϕ(x̃))
· ρY (ϕ(x), ϕ(x̃))

ρX (x, x̃)

)

≤ sup
y,ỹ∈Y
y 6=ỹ

ρZ (ψ(y), ψ(ỹ))
ρY (y, ỹ)

· sup
x,x̃∈X
x6=x̃

ρY (ϕ(x), ϕ(x̃))
ρX (x, x̃)

= ||ψ||Lip · ||ϕ||Lip .
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6 Einbettung beliebig gewichteter Kreise in den `2 und in den `1

Analog gilt:
∣∣∣∣(ψ ◦ ϕ)−1

∣∣∣∣
Lip

≤
∣∣∣∣ψ−1

∣∣∣∣
Lip

·
∣∣∣∣ϕ−1

∣∣∣∣
Lip

.

=⇒ ζ (ψ ◦ ϕ, (X, ρX)) = ||ψ ◦ ϕ||Lip ·
∣∣∣∣(ψ ◦ ϕ)−1

∣∣∣∣
Lip

≤ ||ψ||Lip · ||ϕ||Lip ·
∣∣∣∣ψ−1

∣∣∣∣
Lip

·
∣∣∣∣ϕ−1

∣∣∣∣
Lip

= ζ (ψ, (Y, ρY )) · ζ (ϕ, (X, ρX))

�

Beweis des Lemmas: Falls Cn(w) eine Kante ê ∈ E hat, die die Bedingung der
Gleichung (6.5) erfüllt, so kann die Kante ê gelöscht werden, ohne die Metrik des ent-
arteten Kreises zu verändern. Der verbleibende Weg kann isometrisch in den Raum `11
eingebettet werden.
Im Rest des Beweises wird der Fall, dass Cn(w) keine solche Kante ê enthält, un-
tersucht. Da alle Kantengewichte positiv und rational sind, gibt es natürliche Zahlen
h,m1,m2, ...,mn, so dass gilt:

w (ek) =
mk

h
∀k ∈ {1, 2, ..., n}

Ohne Beschränkung der Allgemeinheit kann angenommen werden, dass M :=
n∑

k=1

mk

eine gerade Zahl ist. (Anderenfalls multipliziere h und alle mk mit 2.) Der Graph
Cn(w) kann nun wie folgt in den gleichgewichteten Kreis CM =

(
Ṽ , Ẽ

)
=

({ṽ0, ṽ1, ..., ṽM−1} , {ẽ1, ..., ẽM}) eingebettet werden:

f :Cn(w) −→ CM ,

f (vk) = ṽs(k)

mit s(k) =
k∑

i=1

mi.

Für die Verzerrung ζ (f, Cn(w)) gilt dann:

ζ (f, Cn(w)) = ||f ||Lip ·
∣∣∣∣f−1

∣∣∣∣
Lip

= h · 1
h

= 1.

Gemäß [67] kann CM durch die Funktion ϕ aus (3.39) isometrisch in den Raum `1
eingebettet werden, und nach Beobachtung 6.10 gilt für die Gesamtverzerrung:

ζ (ϕ ◦ f, Cn(w)) ≤ ζ (f, Cn(w)) · ζ (ϕ,CM )
= 1,

Die Multiplikation aller Koordinaten mit
1
h

verändert die Verzerrung nicht und liefert
Isometrie.

�

Nun betrachte ich den allgemeinen Fall mit reellen positiven Kantenlängen.
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Satz 6.11 Für jedes ε > 0 gibt es eine Einbettung ψε des gewichteten Kreises Cn(w)
= (V,E,w) = ({v0, v1, ..., vn−1} , {ei = {vi−1, vi} | i ∈ {1, 2, ..., n− 1}} ∪ {en =
{vn−1, v0}} , w) in den `1 mit

ζ (ψε, Cn(w)) < 1 + ε.

Beweis: Sei ε > 0 beliebig, aber fest. Jede reelle Zahl kann beliebig genau durch

eine rationale Zahl approximiert werden. Sei dazu ε̃ := min
{

1
2
,
ε

4

}
und

w̃ (e1) , w̃ (e2) , ..., w̃ (en) ∈ Q+\{0}
mit |w̃ (ek)− w (ek)| < ε̃ · w (ek) ∀k ∈ {1, 2, ..., n}.

Man kann nun den Kreis Cn(w) identisch in den Kreis Cn (w̃) einbetten, wobei für
die identische Einbettung id gilt:

ζ (id, Cn(w)) = || id ||Lip ·
∣∣∣∣id−1

∣∣∣∣
Lip

< (1 + ε̃) · 1
1− ε̃

≤ (1 + ε̃) · (1 + 2ε̃)
≤ 1 + 4ε̃
≤ 1 + ε

nach Wahl von ε̃. Nach Lemma 6.9 kann Cn (w̃) isometrisch in den Raum `1 einge-
bettet werden, und für die Gesamtverzerrung gilt nach Beobachtung 6.10:

ζ (ϕ ◦ f ◦ id, Cn(w)) ≤ ζ (id, Cn(w)) · ζ (f, Cn (w̃)) · ζ (ϕ,CM )
< 1 + ε.

�

6.6 Einbettungen beliebig gewichteter Kreise in den
Raum `1 mit kleiner Dimension

Die Einbettung nach dem Beweis von Satz 6.11 kann eine sehr große Dimension benö-
tigen. Daher schätze ich jetzt die Verzerrung für Einbettungen in den `d1 ab.

Lemma 6.12 Jeder gewichtete Kreis Cn = Cn(w) = (V,E,w) = ({v0, v1, ..., vn−1} ,
{ei = {vi−1, vi} | i ∈ {1, 2, ..., n− 1}} ∪ {en = {vn−1, v0}} , w) kann mit einer

Verzerrung ζ ≤ d

d− 1
in den Raum `d1 (mit d ≥ 2 ) eingebettet werden.

Beweis: Falls Cn(w) eine Kante ê ∈ E hat, die die Bedingung der Gleichung (6.5)
erfüllt, so kann Cn(w) nach dem Beweis von Lemma 6.9 sogar isometrisch in den `11
eingebettet werden. Habe Cn(w) also keine solche Kante ê.
Seien
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6 Einbettung beliebig gewichteter Kreise in den `2 und in den `1

Wk :=
k∑

i=1

w (ei) ∀k ∈ {1, 2, ..., n}

und W̄ :=
Wn

2
.

Zunächst kann der Kreis Cn(w) in das Intervall [0, 2d] abgebildet werden:

f :Cn(w) −→ [0, 2d]

f (vj) =
d

W̄
·Wj

Das Intervall [0, 2d] kann nun auf eine geschlossene Raumkurve des `d1 abgebildet
werden. Sei dazu yk (k = 1, 2, ..., d) der k-te Einheitsvektor des Raumes `d1.

φ : [0, 2d] −→ `d1

φ(x) =


W̄

d
·

(∑
k≤x

yk + (x− bxc) · ydxe

)
, x ≤ d

W̄

d
·

( ∑
k>x−d

yk − (x− bxc) · ydx−de

)
, sonst .

Es ist leicht zu sehen, dass distCn(w)(u, v) = ||φ(f(u))− φ(f(v))||1 , falls einer der
beiden Punkte φ(f(u)), φ(f(v)) auf einer Knickstelle der einbettenden Raumkurve
liegt. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit liege φ(f(u)) auf einer Knickstelle der
einbettenden Raumkurve. Von diesem Punkt aus kann man bis zu einer Entfernung von
W̄ ≤ diamCn(w) die Raumkurve entlang gehen, so dass die `1-Norm gleichmäßig
mit der Distanz im Graphen Cn(w) wächst.
Liege nun keiner der beiden Punkte φ(f(u)), φ(f(v)) auf einer Knickstelle der
einbettenden Raumkurve. z1 und z2 seien die beiden Knickstellen, die am nächsten zu
φ(f(u)) liegen. Dann gilt für:

t1 := ||z1 − φ(f(u))||1 und
t2 := ||z2 − φ(f(u))||1 , dass

t1 + t2 =
W̄

d

ist, und die Strecke [z1, z2] liegt kollinear zu einem Einheitsvektor yk (siehe Abbildung
6.3). Von den beiden Knickstellen z1, z2 kann man entlang der Raumkurve jeweils
genau d− 1 Knickstellen weiter gehen, so dass gilt:

||z3 − φ(f(u))||1 =
d− 1
d

· W̄ + t1 und

||z4 − φ(f(u))||1 =
d− 1
d

· W̄ + t2
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Abbildung 6.3: Einbettung eines gewichteten Kreises in den `31. Die blauen Punkte
haben jeweils den gleichen Abstand von φ(f(u)) wie ihre Urbilder von
u. Der Abstand des orangefarbenen Punktes von φ(f(u)) wird in der
Einbettung geschrumpft.

für zwei weitere Knickstellen z3 und z4. Die Strecke [z3, z4] liegt ebenfalls kollinear
zum Einheitsvektor yk. Falls der Punkt φ(f(v)) nicht auf der Strecke [z3, z4] liegt, so
gilt wieder distCn(w)(u, v) = ||φ(f(u))− φ(f(v))||1 .
Falls der Punkt φ(f(v)) auf der Strecke [z3, z4] liegt, tritt einer der folgenden Fälle
ein:

distCn(w)(u, v) >
d− 1
d

· W̄ + t1 ∧ ||φ(f(u))− φ(f(v))||1 <
d− 1
d

· W̄ + t1 oder

distCn(w)(u, v) >
d− 1
d

· W̄ + t2 ∧ ||φ(f(u))− φ(f(v))||1 <
d− 1
d

· W̄ + t2.

Somit gilt ||φ ◦ f ||Lip ≤ 1, und der Quotient
distCn(w)(u, v)

||φ(f(u))− φ(f(v))||1
wird maximal

für t1 = t2 =
W̄

2d
und distCn(w)(u, v) = W̄ .
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=⇒ ζ (φ ◦ f, Cn(w)) ≤
∣∣∣∣∣∣(φ ◦ f)−1

∣∣∣∣∣∣
Lip

= max
u,v∈V
u 6=v

distCn(w)(u, v)
||φ(f(u))− φ(f(v))||1

≤ W̄
d−1

d · W̄

=
d

d− 1

Da v0 in eine Knickstelle der Raumkurve eingebettet wird gibt es mindestens eine
Kante e = {u, v0} mit distCn(w) (u, v0) = ||φ(f(u))− φ (f (v0))||1
Also ist ||φ◦f ||Lip = 1. �

Wiederum kann ich nicht beweisen, dass die beschriebene Einbettung optimal in der
Dimension d ist.
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7 Einbettung eines
gleichgewichteten vollständigen
Graphen in die hyperbolische
Ebene

Zum Schluss möchte ich noch ein Ergebnis für vollständige Graphen vorstellen. Solche
Graphen haben nur die Taillenweite 3, aber einen relativ großen Knotengrad. Der Kn

ist (n − 1)-regulär, also ist der Minimalgrad der Familie der vollständigen Graphen
in Θ(n) , wobei n die Anzahl der Knoten eines Graphen der Familie ist. Für eine iso-
metrische Einbettung des gleichgewichteten vollständigen Graphen Kn = (V,E,w)
benötigt man im `∞ eine Dimension von dlog ne (siehe Gleichung (3.2)). Für eine iso-
metrische Einbettung in den euklidischen Raum benötigt man sogar eine Dimension
von n− 1 (siehe Abschnitt 3.8). Ich werde einen solchen Graphen hier in die hyperbo-
lische Ebene einbetten. Das Erstaunliche an meinem Ergebnis ist, dass man nur eine
Dimension von 2 braucht und gleichzeitig die Verzerrung beliebig nahe an 1 annähern
kann.
Im Rahmen dieser Arbeit soll auf eine Einführung in die hyperbolische Geometrie ver-
zichtet werden. Der Leser findet zum Beispiel in [60] Informationen zu diesem Thema.
Es sollen hier nur die metrischen Eigenschaften der hyperbolischen Ebene kurz er-
klärt werden. Ein Modell der hyperbolischen Ebene ist die obere offene Halbebene

H2 :=
{[
x
y

]
∈ R2 | y > 0

}
, die gemäß [3] und [24] mit folgender Metrik ausge-

stattet ist:

ρ

([
x1

y1

]
,

[
x2

y2

])
= arcosh

(
1 +

(x1 − x2)
2 + (y1 − y2)

2

y1y2

)
∀
[
x1

y1

]
,

[
x2

y2

]
∈ H2 .

(7.1)

Dieses Modell heißt Poincaré-Halbebenen-Modell .

Lemma 7.1 Für jedes n ∈ N und jedes ε > 0 gibt es eine Einbettung ϕ des gleich-
gewichteten vollständigen Graphen Kn = (V,E) in die Poincaré-Halbebene mit Ver-
zerrung ζ (ϕ,Kn) < 1 + ε.

Beweis: Sei ε > 0, n ∈ N und V (Kn) = {v1, v2, · · · , vn} . Wir wählen folgende
Einbettung in die Poincaré-Halbebene, die ein Modell der hyperbolischen Ebene ist:

ϕ :Kn −→ H2; (7.2)

ϕ (vk) =
[
k
y

]
∀ k ∈ {1, 2, · · · , n} (7.3)

mit y <
√

2 · n−1/ε. (7.4)
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7 Einbettung eines gleichgewichteten vollständigen Graphen in die hyperbolische Ebene

Ferner definieren wir:

r(k) = ρ (ϕ (vi) , ϕ (vi+k))

= arcosh
(

1 +
k2

y2

)
∀ i ∈ {1, 2, · · · , n− k}.

(7.5)

r(k) ist offensichtlich eine monoton wachsende Funktion in k, weil die arcosh-Funktion
monoton wachsend ist. Damit gilt:

∣∣∣∣ϕ−1
∣∣∣∣

Lip
= max

1≤k≤n−1

1
r(k)

=
1
r(1)

(7.6)

und ||ϕ||Lip = max
1≤k≤n−1

r(k)
1

= r(n− 1). (7.7)

=⇒ ζ (ϕ,Kn) = ||ϕ||Lip ·
∣∣∣∣ϕ−1

∣∣∣∣
Lip

=
r(n− 1)
r(1)

. (7.8)

Formen wir (7.5) etwas um, so erhalten wir:

r(k) = arcosh
(

1 +
k2

y2

)
cosh r(k)=︷ ︸︸ ︷

er(k) + e−r(k)

2
= 1 +

k2

y2
∧ r(k) ≥ 0

⇐⇒ er(k) = 2 +
2k2

y2
− e−r(k) ∧ r(k) ≥ 0

⇐⇒ r(k) = ln
(

2 +
2k2

y2
− e−r(k)

)
= ln

(
1 +

2k2

y2
+
(
1− e−r(k)

)
︸ ︷︷ ︸

∈[0,1]

)
∧ r(k) ≥ 0.

(7.9)

Für r(1) folgt mit (7.4):

r(1) ≥ ln
(

2
y2

)
>

2 · lnn
ε

.

(7.10)

Für r(n− 1) folgt aus (7.9):
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7 Einbettung eines gleichgewichteten vollständigen Graphen in die hyperbolische Ebene

r(n− 1) ≤ ln
(

(n− 1)2 ·
(

1 +
2
y2

+
(
1− e−r(1)

)))
= ln

(
1 +

2
y2

+
(
1− e−r(1)

))
+ 2 · ln(n− 1)

= r(1) + 2 · ln(n− 1)

= r(1) ·
(

1 +
2 · ln(n− 1)

r(1)

)
< r(1) ·

(
1 +

2 · ln(n− 1) · ε
2 · lnn

)
(mit (7.10))

< r(1) · (1 + ε) .

Daraus folgt mit (7.8) die Aussage des Lemmas.
�
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8 Einbettung von Graphen in
Graphen

Die Einbettung von Graphen in andere Graphen wurde von verschiedenen Autoren
untersucht. Aus Zeitgründen kann hier nur noch auf die Literatur hingewiesen werden:
[5], [86] und [88] eignen sich sehr gut als Einstieg zu diesem Thema.
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9 Ausblick

Die Einbettung von Graphen in metrische Räume wird auch in der Zukunft ein Gegen-
stand der mathematischen Forschung bleiben. Denn einerseits gibt es noch ungelöste
Probleme auf diesem Gebiet. Einige von ihnen sind:

• Sei G eine beliebige Graphenfamilie mit Minimalgrad δ(G) ≥ 3 und
lim sup

G∈G
g (G) = ∞. Gilt ζ2(G) ∈ Ω(g(G)) ∀G ∈ G? (Siehe Abschnitt 5.7.)

• Sei G = (Gi)
∞
i=1 eine beliebige Graphenfamilie mit mit Minimalgrad δ(G) ≥ 3

und lim
i→∞

g (Gi) = ∞. Gilt lim
i→∞

ζ1 (Gi) = ∞? (Siehe Abschnitt 5.8.)

• Sei G = (V,E,w) ein Graph, dessen Distanzfunktion als nichtnegative Linear-
kombination von Schnitt-Halbmetriken dargestellt werden kann. Gilt ζ2(G) =
O
(√

log |V |
)

für alle solchen Graphen G? (Siehe Abschnitt 3.11.)

Andererseits gibt es bisher nur wenige Ergebnisse zur Einbettung von Graphen in
projektive oder hyperbolische Räume1. Dies könnte sich künftig zu einem interessanten
Forschungszweig entwickeln.

1Zur Definition siehe [60]
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A Hinweise zu den Programmen auf
CD-ROM

In dem Ordner MATLAB_Dateien auf der CD-ROM befinden sich folgende M-Dateien,
die in MATLAB1 ausgeführt werden können:

• BandeltDress

• Cayleygraph

• Distanzmatrix

• WeightedCycle

Wenn die M-Datei „WeightedCycle“ installiert ist (oder die CD-ROM eingelegt und
ein Pfad zu dem Verzeichnis MATLAB_Dateien eingerichtet ist), kann man in MATLAB
folgenden Befehl eingeben:

[K, fall, it, Z] = WeightedCycle (w, P) .

w muss ein Spaltenvektor mit den Längen der Kreiskanten sein. Durch w ist der Kreis-
graph Cm(w) = (V,E,w) eindeutig beschrieben. Insbesondere ist m = |E| = |V | die
Anzahl der Komponenten des Vektors w. P ist eine optimale Matrix des semidefiniten
Programms (3.15) für den Kreisgraphen. Die Angabe von P ist nicht erforderlich. Falls
man P nicht angeben will, lautet der MATLAB-Befehl einfach:

[K, fall, it, Z] = WeightedCycle (w) .

K = K (Cm(w)) ist die in Satz 6.4 angegebene reelle Zahl.
Der Rückgabewert „fall“ gibt an, welcher Fall des Satzes 6.4 vorliegt. Dabei steht 1 für
den Fall (IIa) und 2 für den Fall (IIb) des Satzes. fall ist null, falls die Newton-Iteration
nicht erfolgreich war.
Der Rückgabewert „it“ gibt die Anzahl der benötigten Iterationsschritte an.
Z ist eine Matrix mit den Schrumpfungen der Knotenpaare. Ein maximaler Eintrag
dieser Matrix entspricht genau der Verzerrung.
WeightedCycle zeichnet auch eine graphische Darstellung der Einbettung (6.2) aus
Satz 6.4. Dabei wird das Bild der Knotenmenge V schwarz gezeichnet. Falls eine se-
midefinite Matrix P angegeben wurde, wird die Einbettung, die der Matrix M mit
MMT = P entspricht, ebenfalls gezeichnet, wobei das Bild der Knotenmenge V grün
dargestellt wird. Dies ist der einzige Zweck für die Angabe einer Matrix P im Auf-
ruf von WeightedCycle. Das Programm verschiebt die Einbettung, die der Matrix M
entspricht, so dass der Schwerpunkt der Bilder der Knoten v1, v2, ..., vm ∈ V im
Koordinatenursprung liegt, dreht und spiegelt sie bei Bedarf, um einen besseren opti-
schen Vergleich zu der Einbettung (6.2) zu ermöglichen.
Falls beim Aufruf von WeightedCycle eine positiv semidefinite Matrix P mit mehr als
zwei positiven Eigenwerten angegeben wird, so stellen die grün gezeichneten Punkte
1MATLAB ist ein eingetragenes Warenzeichen von The MathWorks, Inc; siehe www.mathworks.com
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A Hinweise zu den Programmen auf CD-ROM

nur die Projektion der Einbettung auf auf einen zweidimensionalen Unterraum dar.
Sollte jemand den Programmcode von WeightedCycle lesen, so ist eine Besonderheit im
Fall (IIb) des Satzes 6.4 zu beachten: Die Newton-Iteration zum Lösen der (eigentlich
naheliegenden) Gleichung:

n−1∑
i=1

arcsin (K · w (ei))− arcsin (K · w (en)) = 0 (A.1)

konvergierte für einige Beispielgraphen nicht. Darum löst die Newton-Iteration statt-
dessen die Gleichung:

ln


n−1∑
i=1

arcsin (K · w (ei))

arcsin (K · w (en))

 = 0. (A.2)

Seitdem im Programm „WeightedCycle“ die Gleichung (A.1) durch die Gleichung (A.2)
ersetzt wurde, konvergierte die Newton-Iteration mit allen gerechneten Beispielen. Dar-
unter waren auch stumpfwinklige Dreiecke, die offensichtlich zu Fall (IIb) des Satzes
6.4 gehören.

Das MATLAB-Programm „BandeltDress“ implementiert den Algorithmus von
Bandelt und Dress, der eine Graphmetrik in eine positive Linearkombination von
Schnitt-Halbmetriken und eine Rest-Halbmetrik zerlegt, aus [10]. Gemäß [31] ist das
Entscheidungsproblem, ob ein Graph isometrisch in den `1 eingebettet werden kann,
NP-vollständig (siehe Abschnitt 3.9). Aber der Algorithmus von Bandelt und Dress
läuft in Polynomialzeit und findet somit nicht unbedingt eine „optimale“ Zerlegung.
Das heißt, dass der Algorithmus von Bandelt und Dress auch dann eine nichtverschwin-
dende Rest-Halbmetrik liefern kann, wenn der Graph eigentlich isometrisch in den `1
eingebettet werden kann.
Das MATLAB-Programm „BandeltDress“ erwartet als Eingabe eine Distanzmatrix D.
Es liefert eine Matrix A mit Schnitten, wobei jede Zeile die (mit 1 beginnenden) Kno-
tennummern (entsprechend den Indizes der Distanzmatrix) eines Schnittes enthält. Die
Zeilen von A sind mit Nullen aufgefüllt. Das Programm liefert ferner einen Spaltenvek-
tor Alpha mit den Gewichten, die zu den Schnitten gehören, sowie eine quadratische
Matrix der gleichen Ordnung wie D mit der Rest-Halbmetrik.

Das MATLAB-Programm „Cayleygraph“ realisiert die Konstruktion des regulären
Graphen Cay (SL2 (Fp) , ·, S) mit großer Taillenweite nach [76] wie in Abschnitt 5.5.
Als Eingabe wird eine Primzahl p erwartet. Zurückgeliefert werden eine Knotenliste
V, eine Adjazenzmatrix A sowie die Taillenweite g. In der Knotenliste V werden die
2× 2-Matrizen einfach hintereinander geschrieben. Für einen Index i entsprechen die
Spalten 2i− 1 und 2i, falls vorhanden, dem Knoten vi ∈ SL2 (Fp).

„Distanzmatrix“ ist ein einfaches Hilfsprogramm, das aus einer Adjazenzmatrix A
eines gleichgewichteten Graphen die zugehörige Distanzmatrix D berechnet.
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B Weitere Graphiken zur
Einbettung gewichteter Kreise in
den euklidischen Raum

Hier kann der Leser noch die graphischen Darstellungen der Einbettungen der ge-
wichteten Kreise Cm(w) = (Vm, Em, wm) mit m = {5, 6, 7, 8} aus Tabelle 6.1 in die
euklidische Ebene betrachten. Die Bilder der Knotenmengen Vm unter der Einbettung
(6.2) sind jeweils schwarz, die Bilder der Knotenmengen Vm unter der vom NEOS-
Solver pensdp berechneten Einbettung grün dargestellt. Alle diese Graphiken wurden
vom MATLAB1-Programm „WeightedCycle“ ausgegeben.

Abbildung B.1: Die Einbettung des Fünf- und des Sechsecks.

1MATLAB ist ein eingetragenes Warenzeichen von The MathWorks, Inc; siehe www.mathworks.com
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B Weitere Graphiken zur Einbettung gewichteter Kreise in den euklidischen Raum

Abbildung B.2: Die Einbettung des Siebenecks.

Abbildung B.3: Die Einbettung des Achtecks.
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C Die wichtigsten Notationen im
Überblick

Seite
11 ein Vektor, dessen Komponenten alle 1 sind
||x||p die p-Norm des Vektors x 15
||ϕ||Lip die Expansion einer Einbettung ϕ 14∣∣∣∣ϕ−1

∣∣∣∣
Lip

die Schrumpfung einer Einbettung ϕ 14
δ(G) der Minimalgrad des Graphen G 9
δ(G) der Minimalgrad der Graphenfamilie G 21
∆(G) der Maximalgrad des Graphen G 9
∆(G) der Maximalgrad der Graphenfamilie G 21
ζ(ϕ,G) die Verzerrung einer Einbettung ϕ des Graphen G 14
ζp(G) die optimale Verzerrung einer `p- Einbettung des Graphen G 17
Φ(G) die Expanderkonstante des Graphen G 21
Φ(G) die Expanderkonstante der Graphenfamilie G 21
A(i) die i-te Adjazenzmatrix eines Graphen 19
Bρ(x, r) eine Kugel in einem metrischen Raum 13
BZ(x, r) eine Kugel im Banach-Minkowski-Raum Z 16
Cm ein Kreisgraph mit m Kanten 10
Cm(w) ein Kreisgraph mit m Kanten und der Gewichtsfunktion w 66
Ch(G) die Cheegerkonstante des Graphen G 21
Ch(G) die Cheegerkonstante der Graphenfamilie G 21
diam(G) der Durchmesser eines Graphen G 10
distG(u, v) die Distanz der Knoten u und v im Graphen G 10
E(G) die Kantenmenge eines Graphen G 9
G = (V,E,w) ein gewichteter Graph 9
g(G) die Taillenweite eines Graphen G 11
In die Einheitsmatrix der Ordnung n
`p ein Vektorraum mit der p-Norm 15
`dp der Vektorraum mit der p-Norm und der Dimension d 15
Qn der Kegel der positiv semidefiniten Matrizen der Ordnung n

mit Zeilensumme null 18
S(X) die Menge aller Schnitte einer endlichen Menge X 13
Sn der Raum der symmetrischen Matrizen der Ordnung n 18
Sn

+ der Kegel der positiv semidefiniten Matrizen der Ordnung n 18
Sn

++ die Menge der positiv definiten Matrizen der Ordnung n 18
V (G) die Knotenmenge eines Graphen G 9
VZ das Volumen der Einheitskugel im Banach-Minkowski-Raum Z 16
(X, ρ) ein Distanzraum, meistens ein metrischer Raum 13
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