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Aufgabenstellung

In der Arbeit sollen zunéchst aus der Literatur bekannte Resultate fiir das Newton-
Verfahren mit inexakter Bestimmung des Newton-Schrittes zusammengestellt werden.
Im Anschluss daran ist vorgesehen, das Verfahren zur Losung einer semilinearen (el-
liptischen) partiellen Differentialgleichung einzusetzen. Hierbei soll untersucht werden,
wie sich die erlaubten Inexaktheiten ausnutzen lassen, um das Problem effizient zu 16-
sen. Angedacht ist insbesondere die Wahl der Diskretisierung, die die Genauigkeit des
Newton-Schrittes beeinflusst, durch das Verfahren zu steuern. Es ist dabei die Verwen-

dung eines a-posteriori-Fehlerschétzers und einer adaptiven Verfeinerung anzustreben.



Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird ein inexaktes, affin kovariantes Newton-Verfahren im Banachraum
vorgestellt. Neben unterschiedlichen Aussagen zur lokalen Konvergenz wird auch auf
einen Ansatz zur Globalisierung eingegangen. Anhand einer semilinearen partiellen Dif-

ferentialgleichung wird die numerische Nutzbarkeit belegt.
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1 Einleitung

Bei der Modellierung vieler physikalischer Vorgéinge in der Natur treten partielle Diffe-
rentialgleichungen auf. Zum Beispiel lassen sich verschiedene Prozesse der Warmeleitung
oder der Stromungsmechanik mit ihnen beschreiben. Auferdem kénnen sie als Nebenbe-

dingung bei Aufgaben der optimalen Steuerung vorkommen.

Da héufig keine analytische Losung solcher Probleme angegeben werden kann, wird auf
numerische Naherungsverfahren zuriickgegriffen. Dazu wird das Problem zunéchst dis-
kretisiert und anschliefsend gelost. Eines der &ltesten Ndherungsverfahren zur Lésung
solcher nichtlinearen Gleichungen ist das Newton-Verfahren, welches fiir stetig differen-
zierbare Funktionen F : RN — R leicht durchgefithrt werden kann. Im Verfahren wird
ein z* mit F(z*) = 0 gesucht. Dazu linearisiert man die Funktion F an einem Startpunkt

xg, d.h. sie wird in eine Taylorreihe erster Ordnung entwickelt:
F(x) ~ F(xo) + F'(z0) (x — x0) .

Dabei bezeichnet F'(zg) die Jacobi-Matrix von F an der Stelle 2. Die Nullstelle der li-

nearen Funktion auf der rechten Seite ist im Falle der Invertierbarkeit von F/(x¢) durch
Tpst = To — F/(x())_l F(.Z'())

gegeben und wird als neuer Iterationspunkt x1 verwendet. Mit Azg := — F'(z0) ! F(x0)
wird die Newton-Richtung bezeichnet. Aus der mehrfachen Wiederholung dieses Vorge-
hens mit dem aktuellen Iterationspunkt z,, an Stelle von z( resultiert eine Folge z,, mit

der Bildungsvorschrift:

Az, : = —F'(z,) F(x,)

Tptl : = Ty + Az .
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Bemerkenswert ist, dass die Skalierung der Funktion F zu A F mit einer invertierbaren

Matrix A € RV*N keinen Einfluss auf die Iterationsfolge x,, hat, denn es gilt:
/ -1 / -1
Tpal = Ty — (AF (:En)) AF(z,) =xn — F(x,)  F(z,) .

Diese Eigenschaft wird als die affine Invarianz des Newton-Verfahrens bezeichnet.

In einer Umgebung des Entwicklungspunktes x,, stimmt das lineare Modell anndhernd
mit der Funktion F {iberein. Unter geeigneten Voraussetzungen kann die quadratische
Konvergenz der Folge z,, gegen eine Losung x* mit F(x*) = 0 gezeigt werden. Zu diesen
zéhlt neben einem kleinen Abstand von zg zu einer Losung x* auch eine Lipschitz-
Bedingung. Die zum Newton-Verfahren bekannten Konvergenzaussagen héngen meist
von der auftretenden Lipschitz-Konstante ab, wobei die ihr zugrunde liegende Lipschitz-
Bedingung in ihrer Gestalt sehr variieren kann. Es existieren Lipschitz-Bedingungen, die
keine affine Invarianz aufweisen. Das heifst, durch eine Skalierung von F mit einer inver-
tierbaren Matrix A € RV*¥ kann die Lipschitz-Konstante beliebig grof und infolgedessen
die Aussagen einiger Sitze beliebig schwach werden. Um also die natiirliche Figenschaft
der affinen Invarianz des Newton-Verfahrens auch in den zugehorigen Aussagen nutzen

zu konnen, sind affin invariante Voraussetzungen notwendig.

In der Literatur existiert eine nahezu uniiberschaubare Anzahl an Aussagen und Modifi-
kationen des Newton-Verfahrens. Dazu gehéren neben dem bekannten inexakten Newton-
Verfahren ([DES82|) auch das Quasi-Newton-Verfahren (z.B. [Kel99]) sowie Aussagen
zum Verfahren in allgemeinen Banachraumen (z.B. [KA64|). In Banachrdumen versteht
man unter der Funktion F eine Abbildung von einem Banachraum X in einen Banach-
raum Y. Auflerdem geht die Jacobi-Matrix mit Hilfe der Fréchet-Ableitung in einen

linearen Operator iiber.

Neben der Diskretisierung von Problemen besteht die Moglichkeit, sie in einem unendlich-
dimensionalen Funktionenraum zu formulieren. Dieser Ansatz ist fiir partielle Differen-
tialgleichungen und fiir Aufgaben der optimalen Steuerung realisierbar. Eine Losung «*
mit F(z*) = 0 kann dann als schwache Losung der Differentialgleichung oder bei Aufga-
ben der optimalen Steuerung als Tripel von Funktionen interpretiert werden. In diesen
Féllen handelt es sich bei X um einen Funktionenraum und bei dem Bildraum Y um
den Dualraum eines Funktionenraumes. Bei der numerischen Losung ist es, selbst nach

der Diskretisierung des Raumes X, im Allgemeinen nicht moéglich, fiir ein Element x des
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diskretisierten Raumes die als Supremum definierte Norm von F(z) zu berechnen. Dies
steht im direkten Zusammenhang mit der affinen Invarianz. Denn falls es erlaubt ist, die
Funktion F mit einem linearen, invertierbaren Operator A zu skalieren, verliert die Norm
in Y ihre Bedeutung. Sie kann durch die Skalierung fast beliebig verandert werden und

ist somit fiir theoretische Aussagen ungeeignet.

Ein exaktes Newton-Verfahren im unendlich-dimensionalen Banachraum ist nicht von
praktischer Bedeutung, denn seine Elemente lassen sich von einem Rechner nicht vollstan-
dig erfassen. Eine einfache Anpassung des inexakten Newton-Verfahrens von [DES82] fiir
allgemeine Banachrdume ist aufgrund der fehlenden affinen Invarianz fiir die genannten
Problemstellungen ungeeignet. Abhilfe schafft hier zundchst das in [Ypm84| beschriebene
inexakte, affin invariante Verfahren fiir den endlich-dimensionalen Fall. Die algorithmi-
sche Nutzung eines sehr dhnlichen Verfahrens ist in [Deu04| zu finden. Dartiber hinaus
werden darin drei weitere Invarianzklassen dargestellt, woraufhin die affine Invarianz in

die affine Kovarianz umbenannt wurde.

Die vorliegende Arbeit erweitert einige algorithmisch nutzbare Aussagen aus [Deu04|
und verallgemeinert diese auf Banachrdume. Damit ist es moglich, die angesprochenen
Probleme im Funktionenraum zu formulieren und beim numerischen Losen dieser, durch
eine geeignete Kontrolle des aus der Diskretisierung resultierenden Fehlers, Konvergenz

im Funktionenraum zu erhalten.
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2 Grundlagen

2.1 Grundlagen im Banachraum

In diesem Abschnitt werden zunéchst einige bekannte Begriffe und Sétze der Analysis in
endlich-dimensionalen Rdumen auf Banachrdume verallgemeinert. Im Folgenden werden
mit X und Y stets reelle Banachréume und mit ||-|| y bzw. ||-||y- ihre Normen bezeichnet.
Die Darstellungen richten sich nach [KA64].

2.1.1 Ableitungen in Banachraumen

Definition 2.1 Existiert fiir die Funktion* F: X — Y und §z € X der Grenzwert

6 F(wg,0x) := ltifg Flao + téf) ~ Fio) )

so ist 0 F(zp, 0x) die Richtungsableitung von F im Punkt xy € X in Richtung dz.
F heifit an der Stelle 2y € X Fréchet-differenzierbar, wenn es einen beschrinkten? linearen
Operator A = A(zp) € £(X,Y) mit

_ |[F(zo + Ax) — F(zg) — A Axl|y

1 =0
Aamo 1Az 5

gibt?. In diesem Fall ist A die Ableitung von F an der Stelle z¢p und wird mit F’(x)
bezeichnet.
F heiflt in X Fréchet-differenzierbar, wenn F fir alle x € X Fréchet-differenzierbar ist.

'Die Begriffe Funktion und Operator werden gleichwertig verwendet.

2Es sei daran erinnert, dass die Begriffe Beschranktheit und Stetigkeit fiir lineare Operatoren &qui-
valent sind.

3In der Literatur existieren Definitionen, die auf die Beschrinktheit von A verzichten.

11



2 Grundlagen

Ist F auf X Fréchet-differenzierbar, so ist die Ableitung F’ eine Abbildung von X in den
Raum der linearen stetigen Operatoren (d.h. F' : X — L(X,Y)).

Eine Fréchet-differenzierbare Funktion bzw. ihre Ableitung hat dhnliche Eigenschaften,
wie sie aus dem endlich-dimensionalen Fall bekannt sind. Einige wichtige Eigenschaften

sind in der folgenden Bemerkung festgehalten.

Bemerkung 2.2

(i) FEine im Punkt xog Fréchet-differenzierbare Funktion F ist in xq stetig, denn fiir eine

Folge x,, mit ||z, — x|y — 0 gilt:
[F(2n) — F(zo)|ly < |[F'(z0)(@n — z0)||y + |Ir(z0, 20 — 20)[ly
mit
(20, Ty — 20) = F(zn) — F(2g) — F'(20) (25, — 70)

und

[r(zo, &n — xo)lly — 0 fiir  |lzn — ol|x — 0.

Zusammen mit
|[F'(20) (2n — 20) ||y < [|F'(@0)]| (53 (@0 — 20)||x = O fiir ||zn — 20l|x — 0O
(X,Y)

folgt damit auch ||F(xy,) — F(zo)|ly — 0 und somit die Stetigkeit von F in xq.
(ii) Es seiF = a1 F1+asFy (aq, a9 € R). Falls F1 und Fy in x¢ Fréchet-differenzierbar

sind, so ist auch F in x9  Fréchet-differenzierbar und es  gilt
F'(z0) = a1 F(z0) + ao Fh(z0).

(iii) Falls F linear und beschrankt ist (d.h. F € L(X,Y)), so ist F in X Fréchet-
differenzierbar und es gilt F'(xg) = F.

(iv) Fir Fréchet-differenzierbare Funktionen gilt die Kettenregel.

Definition 2.3 Es sei F: X — Y in einer Umgebung von zy Fréchet-differenzierbar.
Ist zuséatzlich die Abbildung

XozmFl(x)e LIX,)Y)

an der Stelle xg stetig, dann heifst F in x( stetig Fréchet-differenzierbar. F heifst stetig
Fréchet-differenzierbar in X, falls F fiir alle z € X stetig Fréchet-differenzierbar ist.

12
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Lemma 2.4 Ist eine Funktion F : (X,||-||x) — (Y,|"|ly) in zo0 € X Fréchet-differen-
zierbar, so kann die Norm ||-||y durch eine stirkere Norm ||-|| ¢ (d.h. ||z||x < cllz]|5)
und die Norm ||-||y- durch eine schwéichere Norm ||-||5 (d.h. ||y|ly < €|ylly) ersetzt wer-
den, ohne dass sich etwas an der Differenzierbarkeit von F dndert. Das heifst,
F: (X, ]lx) = (Y.||lly) ist in xo Fréchet-differenzierbar und hat dieselbe Ableitung,

denn es gilt:

||F (2o + Az) — F(zg) — A Azl|y
|Az|| ¢
o & IE@o+Az) — F(zo) — A Aafly
|Az||x

<

— 0 fir Ax—0.
Eine analoge Aussage gilt auch fiir die stetige Fréchet-Differenzierbarkeit.

Die zuvor genannte Definition 2.1 eignet sich auch fiir Ableitungen héherer Ordnung.
Der Raum £(X,Y’) ist mit der induzierten Operatornorm wieder ein Banachraum (weil
Y ein Banachraum ist). Fiir die zweite Ableitung von F in zq gilt F”(z¢) € L(X,L(X,Y))
bzw. F” : X — L(X,L(X,Y)). Zweite und hohere Ableitungen werden im Rahmen dieser
Arbeit nicht benétigt.

2.1.2 Integration im Banachraum
Definition 2.5 EsseiF : [a,b] — Y mit [a,b] C Rund Y ein Banachraum. Das Integral
der Funktion F wird als Grenzwert der Integralsumme definiert, d.h.
b n—1
/F(t) dt == lim > F(t)(ther — tn)

a=to<t]<---<tn=b A
max (t —t7.)—0 =0
a 2x (g1 —t)

falls die rechte Seite existiert.

Analog zur Fréchet-Ableitung besitzt auch das hier definierte Integral viele der aus der

endlich-dimensionalen Analysis bekannten Eigenschaften.

Bemerkung 2.6

(i) Ist F :[a,b] — Y stetig, so existiert das hier definierte Integral.

13
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(ii) Fir ein integrierbares ¥, einen weiteren Banachraum Z und A € L(Y, Z) gilt:

b b
/A(F(t)) dt=A /F(t) dt
(iii) Fiir F integrierbar gilt:

b

b
/F(t) dt §/||F(t)||y dt .
Yy a

a

Neben Definition 2.5 gibt es auferdem die Mdoglichkeit, das Integral auf stiickweise kon-
stanten Funktionen zu definieren und es anschlieffend auf den Raum der integrierbaren

Funktionen fortzusetzen.

In der folgenden Definition wird der eingefiihrte Integralbegriff fiir eine weitere Klasse

von Funktionen erklért.

Definition 2.7 Es sei der Operator A : X — L(X,Y) und Az € X gegeben. Das
ro+Ax
Integral [ A(z) da wird definiert als
o

To+Ax 1
/ A(z) dz = /A(xo +tAx)Ax dt .
) 0

Ist A stetig, so existiert das eben definierte Integral.

Der néchste Satz ist ein wichtiges Resultat, um die Konvergenz des Newton-Verfahrens
zu beweisen. Er stellt eine Verallgemeinerung des endlich-dimensionalen Hauptsatzes der

Differential- und Integralrechnung dar.

Satz 2.8 FEs sei F : X — Y eine Fréchet-differenzierbare Funktion mit einer in
[11,20) :={x € X :x =21 +t (w3 —x1) fiirt e [0,1]} stetigen Ableitung F'. Dann gilt:

x2

/F'(x) de = F(z2) — F(z1) .

1

14



2 Grundlagen

2.1.3 Der Satz von Banach

Satz 2.9 (Satz von Banach) FEs sei U € L(X,X) mit ||U||y < ¢ < 1. Dann hat

I — U eine beschrinkte Inverse und es gilt

I-U)! < — .
-0l < 1
Definition 2.10 £(X,Y) bezeichnet den Raum der linear beschrinkten Operatoren,

deren Inverse existiert und beschrankt ist. Das heifst:
LX,)Y):={AeL(X,Y): A" existiert und A™' € L(Y, X)} .

Satz 2.11 Fir Uy € L(X,Y) hat V = Uy + U mit |[U||zxy) < . eine
’ 0

. 1
||£(Y,X)

beschrinkte Inverse V', so dass V in L(X,Y) liegt und es gilt

- 105l 105 v,
= 1 = -1 ’
£ T - U UHﬁ(X,X) 1|0 HL(Y,X) Ul ¢xyy

Folgerung 2.12 FEs sei F : X — Y -eine Fréchet-differenzierbare Funktion mit
F'(zg) € L(X,Y) und F stetig in x. Dann existiert eine Umgebung
Bs(zo) == {z € X : ||z||x <0} um zo, so dass F'(x) fiir alle x € Bgs(xg) beschrinkt

mvertierbar ist.

2.2 Sobolevraume

Um spéter mit den schwachen Losungen von Differentialgleichungen arbeiten zu kénnen,
ist es notwendig, Sobolevraume zu definieren. Dafilir werden der Gaufische Integralsatz
und die Formel der partiellen Integration benotigt. Diese gelten nur auf ,,schénen* Gebie-
ten ). Auch fiir die Friedrichsche Ungleichung und die Spurabbildung sind Gebiete mit
gewisser Regularitit erforderlich wie beispielsweise die Lipschitz-Gebiete. Die Ausfiih-

rungen des verbleibenden Teils dieses Kapitels orientieren sich an |Tr605] und |Gri07].

Definition 2.13 Ein offenes, beschrinktes Gebiet Q@ ¢ RY mit Rand I' gehort zur
Klasse der C*!-Gebiete (k € Np), falls sich T' in endlich viele Abschnitte T; zerteilen

15



2 Grundlagen

lasst, so dass jedes I'; der Graph einer auf einem N — 1 dimensionalen Wiirfel k-mal
stetig differenzierbaren Funktion mit Lipschitz-stetigen Ableitungen ist. Des Weiteren
darf Q lokal stets nur auf einer Seite des Randes liegen. Gebiete der Klasse C%! heifen
Lipschitz-Gebiete.

Diese Definition ist mathematisch nicht exakt formuliert!. In dieser Arbeit wird jedoch

keine genauere benotigt.

Beispiele fiir Lipschitz-Gebiete sind in Abbildung 2.1 dargestellt. Bei den abgebildeten
Gebieten in 2.2 handelt es sich jedoch um keine Lipschitz-Gebiete.

<UCO

Abbildung 2.1: Beispiele fiir Lipschitz-Gebiete

9 (&

Abbildung 2.2: Beispiele fiir keine Lipschitz-Gebiete

Definition 2.14 Fiir eine Menge F und p mit 1 < p < oo werden die Lebesgue-Réume
LP(FE) durch

LP(E) = {f : E — R : f messbar und /|f(:n)|p dr < oo}
E

definiert und mit der Norm [[f[[;,p) = (l;[ If(z)|P dx> " Versehen. Zusitzlich wird der

'Eine exaktere Definition kann z.B. in [Tré05] gefunden werden.

16
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Raum L*°(FE) durch

L®(E) = {f : E — R : fmessbar und esssup [f(7)| < o}
el

erklart und mit der Norm

f||oo(y = esssup |f(z)] := inf sup |f(z
Il ey = esssup i@ = int - sup [6(2)
versehen. Fiir k € NU {oo} wird mit C¥(E) die Menge der k-mal stetig differenzierbaren
Funktionen auf E bezeichnet und mit C5(F) die Menge der k-mal stetig differenzierbaren

Funktionen mit kompaktem Trager.

Fiir ein Lipschitz-Gebiet @ € R (mit Abschluss ) und die Funktionen y,v € C'(Q)
gilt die Formel der partiellen Integration, d.h.

[ v@Diyta) do = [o@@inie) ds - [ y(@)Diofe) do

Q o Q

Hierbei bezeichnet n;(z) die i-te Komponente der nach aufen gerichteten Einheitsnor-
malen n(z) im Punkt z € 09, ds das Lebesguesche Oberflichenmaft auf 09 und

D, = % = D(0--0.1.0..0) " Fiir einen Multiindex o = (a1,...,an) bezeichnet D den

Differentialoperator @) (Orn

olel

N und ist fiir |o|-mal stetig differenzierbare Funktio-
nen nach dem Satz von Fubini wohldefiniert.
Gilt zusétzlich v = 0 auf 912, so folgt:

/y(x)Div(a;) dz = — /v(az)Diy(x) dz .

Q Q

Nach mehrmaligem Anwenden dieser Beziehung ergibt sich fiir y € C*(Q2) sowie v € CF(Q)
und |a| <k

/ y(@)D%(z) dz = (—1)le / o(z) Dy () da

Q Q
Daraus motiviert ist eine Verallgemeinerung des klassischen Ableitungsbegriffs auf die

grofse” Menge der L}OC(Q) Funktionen. Die Menge der lokal integrierbaren Funktionen

17



2 Grundlagen

L} () ist definiert als
Li,e() == {y: Q= R:ye L'(K) fiir alle K C Q kompakt} .

Definition 2.15 Falls fiir eine Funktion y € L} (€2) und einen Multiindex « eine
Funktion w € L}, (Q) existiert, so dass

/y(az)Do‘v(az) dz = (—1)le /v(az)w(:n) dz fir alle v € C5°(Q2)
Q Q

gilt, heiftt w die schwache Ableitung der Ordnung « von y und wird auch mit w = D%y

bezeichnet.

Die schwache Ableitung bildet also die Formel der partiellen Integration nach. Mit Hilfe

der schwachen Ableitung ist es nun moglich, die Sobolevraume zu definieren.

Definition 2.16 Fiir p mit 1 < p < oo und k € Ny definiert man den Sobolevraum
WHFP(Q) als

WkP(Q) .= {y € LP(Q) : D%y existiert und D%y € LP(Q) fiir alle o mit |a| < k}

und versieht ihn mit der Norm

B =

[ ZkIID“yllip(m
al<

Die Riaume W*P(Q) mit der Norm |["l[wes (o sind Banachrdume. Fiir p = 2 handelt es
sich sogar um Hilbertriume, die mit H*(Q) := W"?2(Q) bezeichnet werden.

Bei partiellen Differentialgleichungen spielen hiufig die Randwerte einer Funktion eine
besondere Rolle. Fiir partielle Differentialgleichungen mit homogenen Dirichlet-Randbe-
dingungen, wie beispielsweise die in Kapitel 5 behandelte, ist es von Vorteil, die Rdume

VV(;C P(Q) zu definieren und zu verwenden.

Definition 2.17 Mit Wok P(Q) bezeichnet man den Abschluss von C°(€2) in W*P(Q)
(bzgl. |||k p())- Dieser Raum wird ebenfalls mit der Norm [|-||y 1.5 (¢ versehen und ist
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2 Grundlagen

(per Definition) ein abgeschlossener Teilraum von W¥*P(Q). Auch in diesem Fall werden
fiir p = 2 die Rdume H}(Q) als H}(Q) := Wg’z(Q) definiert.

Fiir Funktionen aus Wéf P(Q) gilt, dass die Randwerte aller schwachen Ableitungen bis
zur Ordnung k — 1 verschwinden. Fir inhomogene Dirichlet-Randbedingungen ist die

spater definierte Spurabbildung wichtig.

Von besonderem Interesse ist der Raum HE(€2). Dieser ist als abgeschlossener Teilraum

von H'(f) selbst ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt:

(y,v)Hl(Q) :/yv d:n—l—/Vy-Vvdx.
Q Q

Dieses induziert die H'()-Norm RIS

=

lollisioy = /e = | [ (52 +190f7) az

Q

Auf dem Raum H{(Q) lisst sich ein weiteres Skalarprodukt durch

(y,v)Hé(Q) = /Vy -Vou dz
Q

definieren. Dies erzeugt die H{(Q)-Norm
1
2

Wy = /& D)y = L/WM<M

Auf dem ganzen Raum H'(f2) bildet sie nur eine Halbnorm, da eine konstante Funktion
c € H'(Q) die ,Norm" 0 hitte, aber im H'(£2)-Sinne nicht der Nullfunktion entspricht.
Sie wird daher héufig als H'({2)-Seminorm bezeichnet. Auf dem Raum H}() ist die
HE(Q)-Norm dquivalent zur H'(Q)-Norm, denn es gilt:

191720y = 1l 7200 + [ Vll72(0) < (1+¢4) ||y||§{3(9) : (2.1)
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2 Grundlagen

Dabei bezeichnet ¢ die Konstante aus der Friedrichschen-Ungleichung (Lemma 2.18).

Die zweite Beziehung ||y||H5(Q) < [yl g1 () eilt offensichtlich.

Lemma 2.18 (Friedrichsche Ungleichung) FEs sei ) ein Lipschitz-Gebiet, dann exis-
tiert eine nur von ) abhdingige Konstante cq, so dass fiir alle y € H&(Q) die Ungleichung

H?JHL2(Q) < ca HyHHg(Q)
gilt.

Fiir einfache Gebiete 2 kann man sogar den Wert der Konstante cq angeben. Sie ist
als Losung eines Eigenwert-Problems gegeben und betragt cq = yo% fir den Fall, dass
Q2 der Einheitskreis ist (|[KS84|). Mit jo; ist die erste Nullstelle der Bessel-Funktion
nullter Ordnung gemeint und es gilt jo1 ~ 2,4048. Fiir Gebiete, auf denen die Losung
des Eigenwertproblems nicht bekannt ist, ldsst sich diam(2) als obere Schranke fiir cq
angeben ([Ran06]). Dabei bezeichnet diam(£2) den Durchmesser des Gebietes (2, also den

groktmoglichen Abstand zweier Punkte aus €.

Es ist moglich, die Randwerte einer Funktion y € LP(2) zu dndern, ohne dass sich y im
Sinne des Raumes LP(f) dndert, da der Rand 99 bzgl. des RV-Mafes eine Nullmenge
ist. Fiir spiiter ist es notwendig, die Randwerte einer Funktion aus W1?(Q) sinnvoll zu

definieren. Dies leistet die Spurabbildung 7 aus dem nachfolgenden Satz.

Satz 2.19 (Spurabbildung) FEs sei Q2 ein Lipschitz-Gebiet mit Rand T' = 0Q und
p > 1. Dann existiert eine stetige, lineare Abbildung T : WHP(Q) — LP(T), so dass fiir

alle y € C(2) gilt:
(ty)(z) = y(x) fast iberall auf T.

So ist also die Randbedingung
y=g auf I'

als

y‘r =TY=9g fast iiberall
zu verstehen.

Bemerkung 2.20 Sowohl die Riume W*P(Q) als auch Wok’p(Q) kénnen in dhnlicher

Weise fiir p = oo definiert werden.
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2 Grundlagen

Definition 2.21 Mit H*(Q) wird der Dualraum! von HEF(Q) bezeichnet, kurz:
Hk Q) = (HF(Q))"

Das folgende Lemma ist notwendig, um im Kapitel 5 zur schwachen Formulierung einer
partiellen Differentialgleichung mit Laplace-Operator iiberzugehen.
Lemma 2.22 FEs sei Q) ein Lipschitz-Gebiet mit Rand T' = 9S). Fiir u,v € HY(Q) gilt

/u(m)Dm(m) dz = /u(x)v(w)n,(x) ds — /v(ac)D,u(ac) dz

Q r Q

fir allei=1,...,N.
Fiir u € H*(Q) und v € HY(Q) gilt:

/Au(z)v(m) dz = /Vu(x) -n(x)v(z) ds — /Vu(x) -Vo(z) do .
Q

r Q

2.3 Einbettungen

In diesem Abschnitt werden einige Einbettungen angegeben, um verschiedene Beziehun-

gen unter den eingefithrten Radumen herzustellen.

Definition 2.23 Fiir zwei normierte lineare Raume (X, [|-||y) und (Y,||-||y) heifit X
stetig eingebettet in Y (Schreibweise: X < Y'), falls X ein Unterraum von Y ist und

lzlly < ellzllx
fiir alle z € X und eine Konstante ¢ > 0 gilt. Man sagt, X hat die ,starkere” Norm.

Aus dieser Definition folgt sofort die Transitivitdt der stetigen Einbettung, d.h. aus
X—=Yund Y — Z folgt X — Z.

Lemma 2.24 Aus X — Y folgt Y* — X*.

'Der Dualraum eines reellen, linear normierten Raumes U ist als {¢ : U — R : ¢ linear und stetig}
definiert und wird U* genannt.

21



2 Grundlagen

Beweis. Es gilt

Y*={p:Y — R linear, stetig} C {¢ : X — R linear, stetig} = X*

und
sup ) < 12
@ @ x
o XS Y
fiir alle ¢ € Y*. O

Lemma 2.25 (verallgemeinerte Holder-Ungleichung) FEs sei E eine messbare
Menge und p; > 1 (i = 1,...,m) gegeben. Dann folgt fir Funktionen v; € LPi(E)

1=1,....,m

( i i )
m
[[vierr(e
=1

und es gilt die Abschdtzung

m

g

i=1

m
< [T el o s
i=1

L7 (B)

m

mat % = I%, Fir m = 2 und py = pa = 2 erhdlt man die bekannte Cauchy-Schwarz-
i=1""

Ungleichung in L*(E).

Einfache stetige Einbettungen sind zum Beispiel:
(i) WkP(Q) — LP(Q) fiir k € Ng und 1 < p < oo.
(il) LP(2) — L4(Q) fiir ein beschrénktes Gebiet 2 und 1 < ¢ < p < 0.
(iii) HZ(Q2) — HY(Q) fiir ein Lipschitz-Gebiet (2.
Beispiel (i) gilt offensichtlich, Beispiel (ii) mit Hilfe der Holder-Ungleichung 2.25 und
Beispiel (iii) wegen Gleichung (2.1).

Zu schwierigeren Einbettungen macht der folgende Satz eine Aussage. Die Einbettungen
héngen dabei von der Dimension des Raumes und den Regularitdten k,p des entspre-
chenden Sobolevraumes W#P(Q)) ab. Ein Beweis dafiir ist zum Beispiel in [AF03] zu
finden.
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2 Grundlagen

Satz 2.26 (Sobolevscher Einbettungssatz) FEs sei Q@ C RN ein Lipschitz-Gebiet,
1 < p < oo sowie k € Ny, dann gelten die folgenden stetigen Einbettungen.

(i) Fiir kp < N: WkP(Q) — L9
(i4) Fiir kp = N: WkP(Q) — L9
(i4i) Fiir kp > N: WFP(Q) < C(Q)

Q) fir alleq mit 1 < q < Njikp

(
(

Q) fir alle g mit 1 < ¢ < 00

Abschliefsend werden in diesem Abschnitt einige, sich aus dem letzten Satz ergebende,

wichtige Einbettungen als Beispiel angegeben.

Beispiel 2.27
(i) Fiir Q C R gilt: H'(2) — C(Q).
(ii) Fiir Q C R? gilt: H!
(iii) Fiir Q C R3 gilt: H!

(Q) — LIY(Q) fiir alle ¢ mit 1 < g < 0.
() — LS(Q).
2.4 Der Nemyzki-Operator

Der Nemyzki-Operator, auch Superpositionsoperator genannt, ist bei dem in Kapitel 5
betrachteten Beispiel von Bedeutung. Insbesondere spiegeln sich Eigenschaften wie seine
Stetigkeit bzw. Differenzierbarkeit in der Funktion F, auf welche das Newton-Verfahren

angewendet wird, wieder.

Definition 2.28 Essei £ C RY eine beschriinkte, messbare Menge und ¢ : E xR — R
eine reellwertige Funktion. Die Abbildung ¢ mit

heifst Nemyzki-Operator. Dabei wird einer Funktion y : FE — R, die durch
z(z) = p(z,y(x)) definierte Funktion z : E — R zugeordnet.

Im Folgenden wird mit F stets eine beschrankte und messbare Menge bezeichnet. Spéter
tritt das Lipschitz-Gebiet €2 an die Stelle von E.
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2 Grundlagen

Definition 2.29 Eine Funktion ¢ : F x R — R erfiillt die Carathéodory-Bedingung,
falls z — @(x,y) fiir alle y € R messbar und y — ¢(x,y) stetig ist fir fast alle z € E.

Beispiel 2.30 Die Funktion ¢(z,y) = y> erfillt die Carathéodory-Bedingung. Der da-

zugehorige Nemyzki-Operator ist durch

gegeben.

Der nachstehende Satz aus [Tr605]| charakterisiert, unter welchen Bedingungen der Nemyzki-
Operator von LP(E) nach LI(E) abbildet bzw. stetig abbildet.

Satz 2.31 Die Funktion ¢ geniige der Carathéodory-Bedingung. Dann bildet der Nemyzki-
Operator ¢(y) = ¢(-,y(-)) fir 1 < q < p < oo von LP(E) nach LY(E) ab, genau dann

wenn die Wachstumsbedingung

oz, )] < alz) + B(x) |yl (2.2)

mit Funktionen o € LY(E) und € L*™(E) erfillt ist. Des Weiteren ist der Operator ¢
fir ¢ < oo automatisch stetig, wenn er tiberhaupt LP(E) in LY(E) abbildet.

Die Richtungsableitung von ¢(y) in Richtung dy ist durch

oy + téy) — o(y)

¢'(y)dy =lim

t|0 t
i 2090 + 0y ()) — o y())
t10 t

=y (- y(-))dy(")

gegeben. Unter welchen Bedingungen es sich dabei tatsédchlich um die Fréchet-Ableitung
handelt, zeigt der néchste Satz (|Tré05]).

Satz 2.32 Zusdtzlich zum vorigen Satz sei o(x,y) fir fast alle x € E partiell nach y
differenzierbar und der Nemyzki-Operator ¢(y) = ¢, (-, y(+)) bilde LP(E) in L"(E) ab mit
1<g<p< oo und
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2 Grundlagen

Dann ist ¢(y) = o(-,y()) von LP(E) nach L1(E) Fréchet-differenzierbar und es gilt

(¢'()oy) () = py(z,y(x))dy(x) .

Um die Voraussetzungen des soeben genannten Satzes zu erfiillen, muss also insbesondere

die Bedingung (2.2) mit ¢ := r und ¢ := ¢, gelten, d.h.

loy(@,y)| < Glz) + Bx) [yl

fiir Funktionen & € L"(F) und 3 € L*®(E). Die GroRe r ist dabei so gewiihlt, dass die
Funktion (¢'(y)0y) (-) = ¢y (-, y(-))dy(-) gerade noch in LI(E) liegt, denn es gilt:
11 1
4=
r p g
Der folgende Satz sichert die stetige Fréchet-Differenzierbarkeit und entstammt eigenen

Uberlegungen.

Satz 2.33 Unter den Voraussetzungen des Satzes 2.32 ist der Nemyzki-Operator
o(y) = p(-,y(+)) von LP(E) nach LY(E) sogar stetig Fréchet-differenzierbar.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass aus ||y, — §l[ () — Ostets ||¢'(yn) — &' (D)l 2 (1o (m),19(m)) — O
folgt. Aus

[16'tm) = SOl ooy oy =, 5 118 n) = 6'@) 0] oy
1yl Lp (E)=1

(Hélder-Ungleichung) < ||90y(ayn()) - ‘Py(',g(‘))HLr(E)

folgt zusammen mit der Stetigkeit von ¢(y) = ¢, (-,y(-)) von LP(E) nach L"(E) die
Behauptung. O

Beispiel 2.34 Betrachtet man wieder p(x,y) = y> und wendet die letzten drei Sitze
2.81, 2.82 und 2.33 mit p = 6, ¢ = 2 und r = 3 an, so ist also ¢(y)(-) = (y(-))* von
LS(E) nach L*(E) stetig Fréchet-differenzierbar und es gilt:

(¢'()oy) () = 3 (y(x))* dy(z) .
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2 Grundlagen

Diese Eigenschaft ldsst sich auch einfach tberpriifen. Die Fréchet-Differenzierbarkeit gilt

wegen

- oy +0y) () — o(y) () — (&' (¥)dy) ()l 2

6y—0 16Yll 2o ()
[+ ) = () =3O 80|, .
= lim
oy—0 H‘SyHLS(E)
[300) Gu 0+ 0|,
=1l
5y—0 oyll Lo ()
2 3
| 3yl (1109se) + (100l )
(Hélder-Ungleichung) < lim
6y—0 HéyHLﬁ(E)
=0.

Die stetige Fréchet-Differenzierbarkeit von LS(E) nach L*(E) gilt wegen

H(b’(yn) - (Zsl(g)HC(LG(E),LQ(E)) = S SBGI?E) H3 (yn()2 — (g()2> 5y()‘
oyl 16 gy =1

L2(E)

(Hélder-Ungleichung)

IN

sup  3||yn + Ullzsmy 1yn — Ul Loy 109 1o ()
syeLO(E)
H‘SyHLG(E):l

=3y + Ul o) lyn — Ull Loy = O fiir yn — 7 bzgl. ||| sy -
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3 Der lokale Algorithmus

In diesem Kapitel wird der lokale Teil eines inexakten, affin kovarianten Verfahrens herge-
leitet. Lokal bedeutet hierbei, dass der Startpunkt xg hinreichend nah an einer Lésung z*
sein muss. Mit ,,nah® ist nicht der direkte Abstand zur Losung z* gemeint, sondern dass
die Norm des Newton-Schrittes Azg = — F'(20) 7! F(zg) klein ist. Um welche Norm es
sich jeweils handelt, ergibt sich in diesem und dem néchsten Kapitel aus dem Zusam-

menhang und wird nur selten besonders gekennzeichnet.

Es wird eine Variante eines inexakten Newton-Verfahrens fiir eine Funktion F : X — Y
betrachtet. Dabei bezeichnet Ax,, die exakte Newton-Richtung im n-ten Iterationsschritt,
d.h.

Az, = —F'(z,) ' F(z,) ,

wobei F/(x,,)~! der lineare inverse Operator von der Fréchet-Ableitung F/ in ,, ist. Der
exakte Newton-Schritt hat allerdings ,,nur” theoretische Bedeutung. Im Allgemeinen ist
X ein unendlich-dimensionaler Banachraum und Az, steht in praktischen Rechnungen
nicht zur Verfiigung. Eine berechenbare Naherung fiir Az, wird dz, genannt. Der dabei
auftretende Fehler kann auf zweierlei Art ausgedriickt werden, einerseits durch einen

Fehler 7, in Y mit

andererseits durch den Fehler Az, — dx,, im Raum X. Es ist zu klaren, welche Bedin-
gungen an den Fehler gestellt werden miissen, um die Konvergenz zu sichern. Wie sich
herausstellen wird, ist die relative Genauigkeit 9,, bzgl. dx,, ein wichtiges Mafs fiir die

Konvergenztheorie. Sie ist definiert als

Az, — 0z,

Op -
|[62n ||
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3 Der lokale Algorithmus

Da nur dz,, zur Verfiigung steht, kann auch nur dieser inexakte Schritt zum Aufdatieren

genutzt werden. Damit ergibt sich x,41 als
n
Tyl = Ty + 0Ty = 20 + Z&a:n )
1=0
Definition 3.1 FKine Folge x, mit x,, — 2 konvergiert mit linearer Konvergenzge-
schwindigkeit gegen x*, falls fiir ein # < 1 (Konvergenzfaktor) die Beziehung

g1 — 27| < 0 f|an — 2]

fiir alle n gilt. Sie konvergiert mit Ordnung p (p > 1), falls fiir ein ¢ > 0 und alle n die
Beziehung

|Zn41 — %] < efln — 27|
gilt. Fiir p = 2 spricht man von quadratischer Konvergenz.
Das folgende Lemma entstammt eigenen Uberlegungen und folgert aus geeigneter linearer

Konvergenz des Schrittes dz,, die lineare Konvergenz von ||z, — z*||.

Lemma 3.2 Die Folge ||0zy|| konvergiere linear gegen 0, d.h. ||0xpy1|| < 6 ||0zy|| mit
o0

0 < 1. Dann besitzt die Reihe xo+ > dx; einen Grenzwert x*. Fir 6 < % qilt sogar die
i=0
lineare Konvergenz von ||x,, — z*||, d.h.

lent1 — 2| < 0|z — 2|

- n—1
mit 0 < 1 und x, := xo + Y dz;.
=0

Beweis. Die Existenz eines Grenzwertes folgt direkt aus dem Quotientenkriterium. Der
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3 Der lokale Algorithmus

zweite Teil kann wie folgt bewiesen werden. Es gilt:

Zéxi SZ”M"”

oo
< Zei—n-l-l ||5xn—1||

6

< — . .
S 1_9||5$n—1|| (3 1)

||zn — 27| =

Zusammen mit
[zn — zn-al| < || — 2| + |[2n-1 — 27|
der Dreiecksungleichung und der Beziehung (3.1) ergibt sich:

|01 = &[] 2 [Jen — zp|| = [|zn — 27|

0
2 [[02n—all = 7= ll02n-1ll

_ <%> 62| - (32)

Aus (3.1) und (3.2) folgt schlieklich

. 6 1-6 6 .
lon =271l < g Mozl < (155 ) (125 ) Nlowr =7l

- ’ [T
- 1-20 Tno1 T

—_——
=:0<1, fiir 9<%

und damit die Behauptung. O

Bemerkung 3.3

(i) Konvergiert die Folge ||dx,|| mit der Ordnung p > 1 (d.h. |[0xp41]|] < c||dxy|P
mit ¢ > 0), so konvergiert sie ab einem ny € N insbesondere linear, wobei der
Konvergenzfaktor fiir groffe n beliebig klein wird. Fine solche Folge erfillt also die

Voraussetzungen des vorigen Lemmas fiir n > ng.
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3 Der lokale Algorithmus

(it) Fiir eine Folge 6z, mit ||0xy11|| < 0|62y|| und 0 < 6 < & vermutet der Autor,

dass

lens1 —a*|| < Ollzn =[] V> mng

mit einem ng € N und 6 < 1 gilt.

3.1 Konvergenzaussagen

Verschiedene Sitze aus [Deu04|! bilden die Grundlage fiir die folgenden Konvergenzaus-
sagen. Bewiesen werden die lokal quadratische und die lokal lineare Konvergenz des be-
schriebenen inexakten Newton-Verfahrens. Ein Vorteil des folgenden Satzes besteht in

seiner guten numerischen Nutzbarkeit.

Satz 3.4 FEs sei F : X — Y eine in X stetig Fréchet-differenzierbare Funktion und
o € X. Auferdem existiere ¥'(x)~! fiir alle x € X und es gelte die affin invariante

Lipschitz-Bedingung
|[F'(2)"1 (F'(y) = F'(2)) o[ | < wlly — || o] (3.3)

fiir kollineare x,y,z € X und fir alle v € X. Des Weiteren gelte fiir die relative Genau-

1gkeit
_ p ho
n
o <0<1 wund 5n§§1+hg (3.4)
und fir den Startpunkt x¢ die Bedingung
2(1-14)°
Axpl| < —— 3.5
aal] < o (35)
fiir eine Konstante p > 0. Dabei bezeichnen hy, = w||Axy|| bzw. hS = w||6x,|| die
Kantorovitsch Griflen und 0, := W die relative Genauigkeit bzgl. dxy,.
n—1
Dann konvergiert die Folge x,, = xo+ Y dx; gegen einen Punkt x* mit F(z*) = 0. Weiter
=0

1Satz 2.10 und 2.11, Seite 67-72
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3 Der lokale Algorithmus

qilt || Az, || — 0 mit

Axpiq 1+p 1+p
1Bonal] s wllam, ) < oA, (36
Azl = 2(1—6,) 2(1-9)

fir die exakten Richtungen Ax,. Fir die inezakten Richtungen dx, gilt ||0zy|| — 0 mit

[Senill ~_ 14p

wl|dz,|| - 3.7
Bl = 20— 6u10) 192 (3.7

1+
@ [J0a]| < 5t

(1-9)
Beweis. Aus der Dreiecksungleichung folgt

|Azp[| = 620 — Azal] < [[62n]| < [[02n — Azn|| + || Azy||

— [[Azp|| = 6 [0z ]| < [[02n]] < 0n [|620|] + [|Azy]|
< < . .

Es darf also ||0x,|| nur begrenzt von ||Ax,|| abweichen (siehe auch Proposition 3.7).
Diese Beziehung ist von grofter Bedeutung und wird in dieser Arbeit hdufig verwendet.

Weiter gilt:

Axn-l—l = - F,(xn+l)_1 F(xn+l)

= —F(@n41) " (F(@pt1) — F(zn) — F'(25)02, +14,)

1
—— /F’(:nn+1)_1 (F'(azn +toxy,) — F/(:En)) dx, dt — F'(:En+1)_1rn
0

und damit

1
1Azn]| < /F’(:pn+1)_1 (F' (@ + ¢ 6n) — F'(20)) 8 ||+ |[F' (@nsr) 1ra| -
0

(1)

)
(3.9)

Hierbei ldsst sich (I) mit (3.3) durch

1
1
(1) < [ olldml* dt = 543152
0
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und (/7) durch

(1) = HF'(a:nH)_l F'(z) (62, — Amn)H
= HF'(aan)_l (F'(zn) = F'(zn41)) (02 — Azy) + (525 — Ayy)||
< (W ||6zn]| + 1) [|62n — An||

- (1 + hg) 1020 — Az]|

abschétzen. Damit ergibt sich aus (3.9) der zentrale Zusammenhang

|[Azpa]] 15 5
TP Zh 1+h) 6, 3.10
Toznll 2 "+< + "> (3.10)

und mit der Bedingung (3.4) sogar

|Azpll _

Tl <3 Lagpnt . (3.11)

Daraus folgt zusammen mit (3.8) die behauptete Ungleichung (3.6), denn es gilt:

18zuall 1 JAnall  L4p

HAan N 1_571 H(anH 2(1_5)
<L oA
2(1_5n)
1+p
< 5w [|Azy||

Mit der Startbedingung (3.5) ergibt dies die quadratische Konvergenz von ||Ax,,|| gegen 0.
Analog folgt (3.7), denn es gilt:

oranll .1 [Ameall . 1tp
[0znll = 1 =61 [|6mn]] — 2(1 = 0py1) "
14+p
= ——w||bx,
14+p
< ——wl|oz,
< gy loml

Aus (3.8) und der Startbedingung (3.5) folgt ||0zo|| < (1(+ )5) und damit auch die qua-

dratische Konvergenz von ||dx,,|| gegen 0.
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Dass die Folge x, einen Grenzwert z* besitzt, resultiert aus dem Quotientenkriterium

bzw. Lemma 3.2. Fiir den Funktionswert des Grenzwertes x* gilt:

[|F(z")|| = lim ||F(z,)]] , weil Fund ||-|| stetig sind
n—oo

— lim |[F'(2) F' ()~ Fla)||

n—oo

< lim [[F(2) || [|Azy]|

IA

lim C ||F'(z)|] [|Azy]| , weil F' stetig ist
n—oo

=0.

Bemerkung 3.5

(1)

(i)

(iii)

Es reicht aus, die stetige Fréchet-Differenzierbarkeit und die Regularitit von F in
einer Umgebung D der Iterierten zu fordern. Fir die Lipschitz-Bedingung gentgt
es, wenn sie, gemdfs der entsprechenden Stellen im Beweis, auf den Verbindungs-

strecken der Iterierten gilt.

Fiir eine Fréchet-differenzierbare Funktion mit einer Lipschitz-stetigen Ableitung

mit Lipschitz-Konstante L gilt in einer Umgebung von x* die Beziehung:
[[F'(2)71 (F'(y) = F' () 0| | < [|F' )Y [ Ly = ][ |]ol] -

Folgerung 2.12 besagt, dass F'(z)~! in einer Umgebung von x* eistiert und be-
schrinkt ist, sofern F'(x*) in L(X,Y) liegt. Das heifit, F erfiillt die von Satz 3./
geforderte Lipschitz-Bedingung (3.3). Die Lipschitz-Stetigkeit der Ableitung bedeu-
tet, anschaulich dargestellt, dass die Funktion eine nicht zu groffe Kriimmung ha-
ben darf. Abbildung 3.1 zeigt dies in einem einfachen eindimensionalen Fall. Die
Funktion ¥ darf dabei die gekennzeichnete Fliche nicht verlassen und hat somit

zwangsliufig eine Nullstelle, gegen die das Verfahren konvergiert.

Mit ||Azy|| — 0 bzw. ||d2,|| — O konvergiert auch hy, bzw. hd gegen 0. Zusam-
men mit Bedingung (3.4) ergibt dies, dass die relative Genauigkeit §,, im Laufe der

Iteration gegen 0 streben muss.
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3 Der lokale Algorithmus

Abbildung 3.1: Motivation fiir die Lipschitz-Bedingung

In [Ypm84| spielt die relative Genauigkeit bzgl. ||Az,|| eine wichtige Rolle. Sie ist durch
€n = % definiert. Zwischen ihr und der hier verwendeten relativen Genauigkeit 9,,

besteht der folgende direkte Zusammenhang.

Korollar 3.6 Aus Ungleichung (3.8) ergibt sich der folgende Zusammenhang zwischen

der relativen Genauigkeit bzgl. ||ox|| (6 = ||A||a;;ﬁa:||) und der relativen Genauigkeit bzgl.
Ax—o
|Az]| (e = 1Emll):
€ €
<5<
1+e “1l-c¢

Falls also § klein ist, so ist auch € klein und umgekehrt.

Die folgende Proposition dient zur Veranschaulichung der zuldssigen Menge fiir dz,,.

Proposition 3.7 Sofern die Norm von einem Skalarprodukt (-,-) induziert wird (d.h.
X ist ein Hilbertraum), beschreibt die Menge {53; e x : lBe—dzl] < 5} (mit § < 1) eine

(o]
Kugel um den Mittelpunkt ﬁAaj mit dem Radius ﬁ [|Ax|.
Beweis. Es gilt:
||Az — ox|| <5
|0z
— 162]* = (62, Az) — (Az, dz) + || Ax|* < 6 |6
, 1 1 1 )
_ [ — <
— ||oz|| 5 (0x, Ax) Iy (Aw,ém)+1_52|\Am‘H <0
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3 Der lokale Algorithmus

1

!

2 1 1 )
— A <
+<1—52 (1—52)2>” 2 <0

!

ox Ax

1 5
- < 7 )
2o s 7o 1Al

O

Insbesondere wird damit auch die im Satz 3.4 verwendete Ungleichung (3.8) deutlich,
wie in Abbildung 3.2 dargestellt.

dh

Abbildung 3.2: Die Menge {53; € X ; laz=dz] < 5} mit § = &

o]

Die Forderung an die relative Genauigkeit d,, in Satz 3.4 kann sich als zu stark erweisen.
Der folgende Satz schwécht die Forderung ab und sichert die lineare Konvergenz von

[|Azy|| und |[|dz,|| gegen O.

Satz 3.8 FEs sei F : X — Y eine in X stetig Fréchet-differenzierbare Funktion und

o € X. Auferdem existiere F'(x)~' fiir alle x € X und es gelte die affin invariante
Lipschitz-Bedingung

|[F'(2)7" (F'(y) — F'(2)) v]| < wlly — || ||o]
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3 Der lokale Algorithmus

fiir kollineare x,y,z € X und fiir allev € X. Des Weiteren sei die Iteration so gesteuert,

dass

1
I(hS,8,) = 2 <0 (3.12)

und

6(}127 On, 5n+1) =

0 (3.13)

fiir ein 60 < 1 gilt.

Dann folgt die lineare Konvergenz von ||Ax,|| und ||0x,|| gegen 0 mit Konvergenzfaktor 0
n—

und die Folge x,, = xo+ Y 0x; konvergiert gegen ein x* mit F(z*) = 0.
i=0

Beweis. Analog zum Beweis von Satz 3.4 besitzen hier Gleichung (3.8) und (3.10) Giil-
tigkeit. Aus ihnen folgt:

Az, ]| _ 33+ (1L+13) 6,

J
<
e S — 9(h3,6,) < 0

sowie s 5
[Szacrl| _ 303+ (1+1) 5,
[[0xn|] — 1= 0nt1

= ﬁ(hfwém 5n+1) <0

und damit die behauptete lineare Konvergenz. Der verbleibende Teil der Behauptung

(also F(z*) = 0) kann wie im Beweis von Satz 3.4 gezeigt werden. O

In den Bedingungen (3.12) und (3.13) ist eine ,,versteckte* Startbedingung enthalten. So
kann es passieren, dass die Bedingungen trotz &, = 0 nicht erfiillt werden kénnen. Aus
numerischer Sicht ldsst sich dieser Satz nur schwer nutzen, da sich die Terme (RS, 6,,)
und 9(hS, 6y, 0p1), wegen der meist unbekannten Lipschitz-Konstante, weder berechnen
noch zweckméfig schétzen lassen. Fiir den Fall, dass das Verfahren konvergiert, gilt

h® — 0. Dies macht sich der folgende Satz zu Nutze.

Satz 3.9 FEs sei F : X — Y eine in X stetig Fréchet-differenzierbare Funktion und
o € X. Auferdem existiere F'(x)~' fiir alle x € X und es gelte die affin invariante
Lipschitz-Bedingung

[[F'(2) ™ (F'(y) = F'(@)) o[ < wlly =[] []o]] (3.14)
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3 Der lokale Algorithmus

fiir kollineare x,y,z € X und fiir alle v € X. Des Weiteren gelte fiir 6 <1 und 6 < % die
Beziehung -
6> 0 =< 0 (3.15)
~1-9 “1+6) '
Zusdtzlich wird 8, < 6 fir alle n als Bedingung an die relative Genauigkeit gestellt und

es gelte die Startbedingung

DIAEDED
w(3+0) '

[|Azo|| < a (3.16)

Dann folgt die lineare Konvergenz von ||Ax,|| und ||0x,|| gegen 0 mit Konvergenzfaktor 0
n—1

und die Folge x,, = xo+ Y 0x; konvergiert gegen ein x* mit F(z*) = 0.
i=0

Beweis. Gezeigt wird, dass 9(hS,8,) < 6 und 9(hS, 6,0y 1) < 0 fiir alle n gilt. Dann
folgt aus dem vorigen Satz die lineare Konvergenz von ||Az,|| und ||0z,|| mit Konver-

genzfaktor #. Zusammen mit Gleichung (3.8) ergibt sich:

1 h, h
sho+ (L+h5) o _ 216 T <1+m) On

g —
I, 0n) = 14, - 19,

Analog folgt:

ﬁ(hi’émén—l—l) <

Aus einfachem Umstellen resultiert:

1-46
= (%ﬁ+%>hn<0(l—5)—5
— (%Jré)hng(l—é)(e(l—é)—é)
(1-8) (6(1—3) - )
— [|Az,|| < w(%+5) .
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3 Der lokale Algorithmus

Fiir n = 0 gilt dies nach Voraussetzung (3.16). Daraus ergibt sich ||Azq|| < 6 ||Azg|| und
[|0z1]] < 0]]6x0||. Durch Induktion folgt schlieflich die lineare Konvergenz von ||Az,||
und |6z, || gegen 0 mit Konvergenzfaktor 6. Auch hier kann der verbleibende Teil der

Behauptung (also F(z*) = 0) wie im Beweis von Satz 3.4 gezeigt werden. O

Die Beziehung (3.15) stellt einen direkten Zusammenhang zwischen der geforderten re-

lativen Genauigkeit und dem damit verbundenen Konvergenzfaktor dar. Wird zu ge-

gebenen 0 der ,bestmogliche Konvergenzfaktor 6 = % gewahlt, dann verlangt die
Startbedingung (3.16), dass ||Azg|| = 0 (d.h. zp = z*) gilt. Ist der Abstand zwischen 6
und %~ grofer, kommt dies der Startbedingung zu Gute.

1-6

3.2 Algorithmische Umsetzung

Ziel ist, die Aussagen von den Sétzen 3.4, 3.8 und 3.9 algorithmisch zu nutzen. Dafiir
werden hier ein § < 1 und # < 1 vorausgesetzt und es wird davon ausgegangen, dass die
Newton-Gleichung

Fl(x,) Az, = —F(z,)

beliebig genau gelost werden kann. Aufterdem muss 4, selbst nicht zur Verfiigung stehen.

Es geniigt, wenn eine obere Schitzung! [6,,] fiir die relative Genauigkeit

Az, — 0z,

Sy = <d<1
[0z ||

vorhanden ist (d.h. d,, < [0,]).

3.2.1 Quadratischer Konvergenzmodus

Fiir einen Algorithmus ist es notwendig, die Gréfe hd zu schitzen. Der erste Teil von

Gleichung (3.7) lautet:
[Seall . L+p e
||| 2(1 = bnt1)

!Grofen, die mit eckigen Klammern versehen sind, stehen fiir Schitzungen dieser. In der Regel gilt
eine der Bezichungen [a] < a oder [a] > a.
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3 Der lokale Algorithmus

Daraus ist die ,,a-postposteriori Schéitzung

[hﬂ — o l10%n41l[ 1 = [Onya] _ énl—[5n+1] <
1 [[0xn|]  14p 1+p

fiir A2 mit dem Kontraktionsfaktor 0, = Hﬁ?;:h“ und 6,41 < [0p41] < 1 motiviert.

»A-postposteriori“ meint, dass die Grofe [hfl] , erst nach der Berechnung von 0x;,41 zur
Verfiigung steht, also nachdem der Schritt in Richtung dx, bereits vollzogen ist und
die neue Richtung dz,11 berechnet wurde. Dies soll durch den niedergestellten Index 1
angedeutet werden. Mit einem kleinen Trick lasst sich daraus eine a-posteriori Schiatzung

fiir h9 angeben. Diese ist aus h® = 6,,_1hS | durch
[h;i] = G [hi_l}l Y

motiviert. Da es nicht gelingt, eine echte a-priori Schiitzung fiir h? anzugeben, kann
im Algorithmus erst nach Berechnung der Richtung dx,, festgestellt werden, welche Ge-

nauigkeit bendtigt wird und ob dz, dieser geniigt. Dafiir wird die mittlere Ungleichung

p [m]

in

h
SR
ist. Falls diese Bedingung an die Genauigkeit nicht erfiillt ist, wird dz,, verworfen und

iiberpriift. Die hintere Ungleichung gilt, weil monoton wachsend in A und [hi] < hi
ein genaueres berechnet. Mit Blick auf Diskretisierungen von Differentialgleichungen kann
dies die Vergroferung des Ansatzraumes bzw. eine Verfeinerung des Gitters bedeuten. In
diesem Fall kann [d,] mit Hilfe eines PDE-Fehlerschétzers definiert werden.

Der lokale Teil eines Algorithmus konnte wie in Abbildung 3.3 dargestellt, aussehen.
Erkennbar an (-, -) wird hierbei der Newton-Schritt bereits im ,Galerkin-Sinn“ bzgl. des

Unterraumes X,, gelost. Die Wahl der Unterrdume X, steuert dabei die Genauigkeit &,,.

Schritt 1 wird so lange wiederholt, bis ein dx,, mit ausreichender Genauigkeit bestimmt
wurde. Dies gelingt in jedem Fall, wenn die Vergroferungen des Ansatzraumes so ge-
withlt werden, dass [0z,] gegen 0 ,konvergiert*. Die geforderte Genauigkeit £ 1—E-h[i]g§]
automatisch grofer Null (sofern Az, # 0 gilt). Fiir n = 0 kann nur die ,,a-postposteriori*

st

Schétzung [hg]l verwendet werden. In dieser Hinsicht unterscheidet sich der erste Itera-

tionsschritt von den anderen.
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3 Der lokale Algorithmus

Eingabe: z(, welches die Voraussetzungen von Satz 3.4 erfiillt.
Ausgabe: Folge x,,, welche die von Satz 3.4 vorausgesagten Kigenschaften hat.

Schritt 0  Wahle p und den Ansatzraum X
Lose (F/(xg)dzo, ) = (—F(x0),¢) Ve € Xo mit dzg € X,
Schétze [0p]
Setze x1 := xg + dxg, X7 := Xgund n :=1

Schritt 1 Lose (F'(z,)d0xn, 0) = (= F(zn), ) Vo € X, mit dz, € X,

Schétze [0,]
Setze 6,1 := HQ;;%HH und [h9] := 202 111}2)}
Falls n =1,
Setze [h‘;] = 26, 11_1[:5/)1]
Falls [do] > J[rh[h]é] , gehe zu Schritt 0 und beginne neu mit

groferem X
Falls [5,] > £
alls O] > B T3]
Schritt 2 Setze xpi1 = Ty + 0z, und X1 = X,
Falls [|0xy,|| < Trer ||0x0|| + Taps, beende die Iteration erfolgreich
Setze n :=n + 1 und gehe zu Schritt 1

vergrofere X,, und wiederhole Schritt 1

Abbildung 3.3: Algorithmus fiir den quadratischen Konvergenzmodus

Da in praktischen Rechnungen meist nicht klar ist, ob die Voraussetzungen von Satz 3.4
gelten oder nicht, empfiehlt sich die Verwendung eines Konvergenzmonitors, der eine
eventuelle Divergenz feststellt. Es wire ideal, beobachten zu koénnen, ob
0, = % < 0 < 1 gilt. Die Groken Az, 1 und Az, stehen jedoch nicht zur Ver-
fiigung, da der Newton-Schritt nur inexakt gelost wird. Die Ungleichung (3.8) motiviert
die folgenden beiden Konvergenzmonitore, die zur Feststellung der Konvergenz oder einer

moglichen Divergenz dienen:

e Notwendiger Konvergenzmonitor

» 1 [ua] [
T+ [zl

<6, (3.17)

e Hinreichender Konvergenzmonitor

1 + [6ng1] [[02ng 1]
L—1[0n] [0zl

%
Cb>>

(3.18)
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3 Der lokale Algorithmus

Falls im Verlauf der Iteration ein én > 1 auftritt, dann sollte die Iteration als ,nicht

konvergent” beendet werden.

Eventuell zahlt es sich aus, nur die ,,a-postposteriori‘ Schétzung [h;{] | zur Uberpriifung
der geforderten Genauigkeit zu verwenden. Der Vorteil ist, dass [hfl]l eventuell ndher an
h? liegt als [hfl] und somit noch Schritte akzeptiert werden, welche sonst als ,zu ungenau*
abgewiesen werden wiirden. Als nachteilig erweist sich, dass immer gleich zwei Schritte

verworfen werden miissten, falls der Newton-Schritt nicht genau genug gelést wurde.

Fiir die Wahl von p wird p = 1 vorgeschlagen. Eine kleine Wahl von p verlangt, dass
der Newton-Schritt mit einer hoheren Genauigkeit gelost wird, aber erlaubt, dass ||Ax||

grofer ist als bei einer groffen Wahl von p.
Das Abbruchkriterium |[0x,,|| < Trer ||0x0|| + Taps ist durch folgende Abschitzung moti-

viert. Mit z* = lim x,, gilt:
n—oo

||zn — 2| =

<[]
« 1+ a
P 2i=n .
< ; <72 = w) |02y, || mit (3.7)

C2(1=8) K[ 1+p !
= WZ (mw\wxn’\) :

w <
=0

Das heifit ||z, — x*|| ist klein, falls 5 (11tpg)w |02y, || klein ist. Da fiir w keine obere Schit-

zung existiert, kann auch fiir ﬁw keine angegeben werden. Es wird daher nur auf

[|0,,|| zuriickgegriffen.

3.2.2 Linearer Konvergenzmodus

Zwar gilt

ﬁ(hfw 6n) < ﬂ(hfw [5n]) und ﬁ(h’fw 6n7 6n+l) < ﬁ(hfw [571] ) [6n+l]) )
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3 Der lokale Algorithmus

jedoch sind w und damit h? meist unbekannt und es lassen sich nur schwer obere Schéit-
zungen dafiir finden. Daher ist eine direkte algorithmische Umsetzung von Satz 3.8 nicht
moglich, Abhilfe schafft Satz 3.9. Er besagt, dass es geniigt, neben einer Startbedin-
gung, die relative Genauigkeit 6, unter einem Schwellwert § < % zu halten, um lineare
Konvergenz mit dem Konvergenzfaktor 6 > 1%_5 zu sichern. Entfernt man aus dem obi-
gen Algorithmus die fiirs Schétzen benétigten Stellen und ersetzt das Uberpriifen der
Genauigkeit durch

so erhélt man einen Algorithmus fiir den linearen Konvergenzmodus.
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4 Die globale Phase

In diesem Kapitel wird eine Methode vorgestellt, die auf die Eingabe von ,guten Start-
punkten zy mit kleinem ||Axg|| verzichtet. Das dabei motivierte Verfahren ist keineswegs
global konvergent. Jedoch lésst es sich leichter anwenden, da héufig keine guten Start-
punkte zur Verfiigung stehen. Die Notation in diesem Kapitel richtet sich nach [Deu04].
Im Anschluss an einige Aussagen aus diesem Buch folgen Uberlegungen zu einer eigenen

Strategie.

Die affine Invarianz bzw. affine Kovarianz steht wieder im Vordergrund. Ein Grund fiir
die Betrachtung der affinen Kovarianz besteht darin, dass sich die Aussagen der Sdtze
nicht dndern sollen, falls F mit einem linearen Operator A € L(Y,Z) zu AF skaliert
wird (Z bezeichnet neben X und Y einen weiteren Banachraum). Das steht in direktem
Zusammenhang mit der hier gestellten Bedingung, die Norm des Raumes Y (F: X — Y)
nicht zu verwenden. Das Newton-Verfahren selbst ist invariant gegeniiber einer solchen

Skalierung, d.h. die Folge der Iterierten x,, ist unabhéngig von A.

4.1 Theoretische Aussagen

Fiir die globale Phase stellt sich die Frage, unter welcher Bedingung ein neuer Punkt x,,
als Fortschritt gegeniiber z,, anzusehen ist. Ein Kriterium der Form ||Az, 11| < ||Az,||
ist nur in der lokalen Phase sinnvoll. Das hiufig verwendete Abstiegskriterium fiir das
Residuum ||F(zp+1)|| < ||F(25)|| kann nicht benutzt werden, denn es benétigt die Norm
in Y und ist nicht affin kovariant. Vielmehr setzt es voraus, dass F angemessen skaliert

ist. Um die affine Kovarianz zu gewéhrleisten, ist es notwendig, die Bedingung

A F(zn )|l < ||AF(zn)]] (4.1)
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fir alle A € L(Y,Z) zu fordern. Zur Vereinfachung der Notation wird zunichst die

allgemeine Levelfunktion eingefiihrt.
Definition 4.1 Fiir F: X — Y und A € L(Y, Z) bezeichnet
T(|A): X = Zoa o 5 AR
die allgemeine Levelfunktion. Die dazugehorige Levelmenge G(z|A) ist durch
G(z|A) ={x e X : T(z|A) < T(z]A)}
definiert.

Damit lésst sich Gleichung (4.1) dquivalent
T(zp41]A) < T(zp| A) (4.2)

ausdriicken. Es ist nicht klar, ob neben z* mit F(z*) = 0 weitere Punkte existieren,
die diese Bedingung fiir alle A € £(Y, Z) erfiillen. Fiir den endlich-dimensionalen Fall
mit F : RY — RN und invertierbarem A € RV*Y wurde in [Deu04] unter geeigneten
Voraussetzungen die Existenz des sogenannten Newton-Pfades Z(A) mit A € [0, 1] gezeigt.
Fiir diesen Pfad gilt:

und damit
T(2(A)|A) = (1= \)?T(xo| A) (4.3)

fiir alle invertierbaren A € RV*N | Er ist als Losung der gewohnlichen Differentialglei-
chung

dz PPN . _

T =—F(z)7" F(xo) mit z(0) = xg

gegeben und lésst sich numerisch nur bedingt bestimmen. Die Gleichung (4.3) sichert den
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Abstieg fiir jede Levelfunktion entlang des Pfades. Jeder Punkt des Newton-Pfades erfillt
die Gleichung (4.2) fiir alle A € RV*N und kann (sofern verfiighar) als neuer Iterations-
punkt akzeptiert werden. Der Beweis verwendet neben dem Satz iiber implizite Funktio-
nen auch ein Kompaktheitsargument sowie die Eigenvektorzerlegung der Matrix AT A.
Deshalb ldsst er sich nicht problemlos auf den allgemeineren unendlich-dimensionalen

Fall iibertragen.

Die Forderung, dass Gleichung (4.2) fiir alle A € L£(Y, Z) gilt, ist hier also zu streng.
Abgeschwicht wird sie, indem die folgenden Betrachtungen fiir ein beliebiges, aber festes
A € L(Y, Z) gemacht werden.

Das nichste Lemma besagt, dass fiir A € L£(Y,Z) die Newton-Richtung Az stets eine
Abstiegsrichtung bzgl. T(x| A) darstellt.

Lemma 4.2 Es sei Z ein reeller Hilbertraum mit Skalarprodukt (-,-). Des Weiteren sei
die Funktion F : X — Y in x Fréchet-differenzierbar mit F(z) # 0 und F'(z) € L(X,Y).
Dann gilt fiir A € L(Y, Z)

T (x| A)Az < 0

mit Ax = — F'(x) "L F(x).
Beweis. Mit der Kettenregel fiir die Fréchet-Differenzierbarkeit ergibt sich:
T'(z|A)Az = (AF(z),AF (z)Az) = — (AF(2),AF(z)) = — |[AF(z)|]* < 0.

O

Dieses Lemma motiviert die Betrachtung des gedampften Newton-Verfahrens, denn der

volle Newton-Schritt Az ist unter Umsténden zu lang. Es ist durch

Tp+l = Tn + \pAx,

mit Az, = — F'(z,) " F(x,) und \, € (0,1] sowie 29 € X erklirt.

Das néchste Lemma und der darauf folgende Satz zeigen die globale Konvergenz eines

»geeignet gedampften Newton-Verfahrens. Die globale Konvergenz ist beziiglich T (x| A)
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4 Die globale Phase

fiir ein festes A € L(Y,Z) zu verstehen. Das Vorgehen richtet sich dabei nach den Aus-
fiihrungen in [Deu04]!.

Lemma 4.3 FEs sei F : X — Y eine in X stetig Fréchet-differenzierbare Funktion
mit F'(z) € L(X,Y) fiir alle x € X. Des Weiteren gelte die affin kovariante Lipschitz-
Bedingung

[[F(@) ™ (F'(y) ~ F @) ()| <y — ]

fiir alle x,y € X.
Dann gilt fiir einen Punkt v € X und A € L(Y, Z) die Beziehung

T(z + Mz A) < t(A|A)? T(z| A)

mit dem Polynom

1.
t(A|A) = 1—>\+§h>\2 .
Hierbei bezeichnet h = h ||AF'(z)] H(AF'(m))_lH und h = w ||Az|| sowie Az = —F'(z) "L F(x).
Beweis. Es gilt:

[AF(z + AAz)|| = ||A (F(z + Mz) — F(z) — F'(z)Az) ||

A
A (/ (F(z +tAz) — F'(z)) Az dt — (1 - N) F/(l‘)A:E)

0

l

A
< (1 =N ||AF (2)Az|| + ||AF (z) /F/(az)_l (F'(z +tAz) — F'(z)) Az dt
0

< (1= NIAF@)| + [|AF ()] 3032 |az]?
< (1N AT+ 520 [[AF@)]| || (AF(@) " AFG@)]|
< (1= N AR+ 570 A FG)]

g<1—A+%EV>HAF@ﬂy

1Satz 3.12 und 3.13, Seite 135-137
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Das Lemma schétzt den Fortschritt bzgl. T(z| A) entlang der Newton-Richtung Ax ab.
Das dabei auftretende Polynom #(A| A) nimmt an der Stelle A(A) := % sein Minimum an.
Falls in jedem Iterationsschritt ein Mindestfortschritt garantiert werden kann, konvergiert

T(x,|A) gegen 0. Das ist im folgenden Satz formuliert.

Satz 4.4 EsseiAc L(Y,Z) und F: X — Y eine in X stetig Fréchet-differenzierbare
Funktion mit ¥'(z) € L(X,Y) fir alle x € X. Auferdem gelte die affin kovariante
Lipschitz-Bedingung

|[F' (@)™ (F'(y) = F'(2) (y — @) || <wlly — ||
fir alle x,y € X. Zusdtzlich sei ein xg € X gegeben und

H:=w sup [|[F'(2)7'F(2)||||AF (2)]| H(AF’(&:))_lu <00 . (4.4)
z€G(zo| A)

Dann ezistiert ein e > 0, so dass fiir das gediampfte Newton- Verfahren mit A, € [e,2A, (A)—¢]

lim T(z,|A) =0

gilt. Dabei bezeichnet Ap(A) = }% und hy, = hy ||AF (z,)]| H(A F/($n))_1‘ sowie
hp = wl|Azy]|.
Beweis. Es wird gezeigt, dass

T(xpt1|A) < OT(x,|A) (4.5)

fir alle n mit < 1 gilt. Daraus folgt G(x,+1|A) C G(z,|A) und per Induktion die
Behauptung.
Nach Lemma 4.3 gilt

T(zn + AAZ,| A) < tn(A A)2 T(n| A) (4.6)
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mit t,(A[A)=1— A+ %fln)\2. Das Polynom ¢, (A] A) lasst sich durch

— A Jfiro< a< L
tn(A[A) < . X o hn2
1+§)\_"_ 7furag)\ga

abschétzen. Wegen Voraussetzung (4.4) gilt }%L > % fiir alle n. Daher kann ein £ mit

0<e< % gewéhlt werden. Mit diesem gilt:
th(An|A) <1-—¢.
Daraus folgt (4.5) mit § = (1 —£)? < 1 und somit die Behauptung, O

Die Bedingung (4.4) wirkt ungewohnlich. Sie entsteht bei der Ubertragung des Satzes auf
Banachriaume. Im endlich-dimensionalen Fall geniigt es, wenn G(zg| A) C Dy mit kom-
pakten Dy gilt, um daraus die Bedingung (4.4) folgern zu konnen. Zusétzlich besagt der
Satz von Bolzano-Weierstrafs, dass die Folge x, dann mindestens einen Haufungspunkt
besitzt.

Insgesamt zeigt Satz 4.4, dass das geddmpfte Newton-Verfahren fiir ein beliebiges, aber
festes A € L(Y, Z) unter der Beschriinktheitsvoraussetzung (4.4) bzgl. T(x,|A) konver-
giert. Fiir die affine Kovarianz miisste eine solche Aussage vielmehr fiir alle A € £L(Y, Z)
gelten. Wie jedoch die folgenden Uberlegungen nahelegen, ist dies nicht ohne Weiteres
moglich. Der Beweis des Satzes benutzt die Voraussetzung (4.4), um zu kurze Schritt-
weiten auszuschliefien. Die aus der Abschétzung (4.6) resultierende optimale Schrittweite

fiir Az, ist das Minimum des Polynoms ¢, (A| A) und durch

1 1
By Wl Az,||K(AF (2,))

An(A) =

mit der Kondition (A F'(x,)) = [|AF (z,)]| H(A F(z,)) " H gegeben. Die Kondition des
Operators A F/(x,,) ist fiir die optimale Schrittweite ausschlaggebend. Im Zusammenhang
mit der affinen Kovarianz ergibt es keinen Sinn, eine gute Kondition zu erwarten. Erlaubt
man jedoch A vom Iterationsindex n abzuhingen und wihlt A,, = F'(z,,)~! (Z = X), gilt
k(A, F'(z,)) = 1. Fiir diese Wahl tritt die grofte optimale Schrittweite auf. Wie bereits in
Lemma 4.2 erwithnt, ist die Newton-Richtung fiir alle A € £(Y, X) (mit X Hilbertraum)
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4 Die globale Phase

eine Abstiegsrichtung bzgl. T(z| A). Fiir A = F/(x,)~! handelt es sich an der Stelle
r = x, sogar um die Richtung des steilsten Abstiegs, denn fiir eine Richtung dx € X

gilt:
T (20| () 1)02 = (F'(20) 7 F(2), F(2) " F(2)07) = — (Amy, 61)

Damit ist —Aw,, der Riesz-Reprisentant von T(z,| F'(2,)~1) bzgl. (-,-).
Der Fortschritt der Funktion T(z,| A,,) in Richtung Az, lasst sich in der Form

T(zn + ANz, | F (2,)71) < T(wn] F(20) ™)
= HF/(xn)_l F(z, + May,)|| < HF/(gnn)_1 F(z,)||
— |[F (2 + )‘Axn)HF’(:cn)*l < HF(ajn)HF’(mn)*l

darstellen und wird auch das natiirliche Abstiegskriterium genannt. Dabei bezeichnet
1 ()1 = ||¥’(25,)~*+|| die lokale Norm in 2. Eine Interpretation ist, dass im neuen
Punkt das ,alte lineare Modell der Funktion F einen kiirzeren Schritt verspricht als
im aktuellen Punkt z,,. Im eindimensionalen Fall stimmt es mit dem weit verbreiteten
Abstiegskriterium fiir das Residuum (d.h. ||F(x,, + AAzy,)|| < [[F(z,)||) iberein. Wie
in [AO87| gezeigt wird, kann fiir das natiirliche Abstiegskriterium im Allgemeinen keine
globale Konvergenz gelten. Moglicherweise wiederholen sich die Iterationen zyklisch, d.h.
das Newton-Verfahren , kreiselt. Dennoch wird es haufig als Kriterium fiir den Fortschritt
herangezogen. So beruhen auch die folgenden Uberlegungen auf der Annahme, dass eine
Reduktion bzgl. der lokalen Norm ||-|[g(,, y-1 erstrebenswert ist.

Ziel bei dem Entwurf eines Verfahrens ist, ausgehend vom aktuellen Ite‘r’%t(io%spilg(lkt ac),ﬁ,

(@) Fzns

[F ()~ F ()|
moglichst klein wird. Genauso wie in Kapitel 3 muss die Newton-Gleichung

Az, = —F'(z,)"'F(x,) nicht exakt Iésbar sein und damit auch nicht

Arpyq = —F'(2,) ' F(x,41). Schwierigkeiten bestehen in der Steuerung der Genau-

einen neuen Punkt x,1 zu finden, so dass der Kontraktionsterm 6,, :

igkeit, mit der diese Gleichungen gelost werden, und im Finden einer Schrittweite \,,, die
dem natiirlichen Abstiegskriterium geniigt.
Analog zum Kapitel 3 bezeichnet dz,, die inexakte Losung der Newton-Richtung. Sie ist

zusammen mit dem Fehler r,, durch

F'(zp)0xy, = —F(xy,) + 10
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4 Die globale Phase

gegeben. Fiir die relative Genauigkeit wird wieder d,, mit

5 o Az, —dza|| _ |[F'@a) " ral]
" Tl 624

verwendet, wobei Ax,, die exakte Newton-Richtung — F'(x,,) " F(z,,) ist. Anschliefend
wird entlang der Strecke x,, + Adz;, ein A\, € (0, 1] gesucht, so dass

i || F(zn) 7 F (2 + Andz)||
" [F (20) =L F ()]

gilt und x,, + A\,dz, als neue Iterierte x, 1 akzeptiert wird. Wie bereits erwéahnt, kann
auch Az, 1 = — F/(2,) ' F(z,41) nicht exakt gelést werden. Daher bezeichnet dz,,. 1

die Naherungslosung, welche zusammen mit dem Fehler 7,1 durch

F/(‘Tn)an-i-l - - F(xn—i-l) + 77n-l—l
gegeben ist. Analog wird die relative Genauigkeit 6,1 mit

R HA_‘%H _EHHH B HF/(xn)_lanH

Bt i= s - )
- |0 41| [0 41

definiert.

Das folgende Lemma bildet die Grundlage fiir die Entwicklung einer Strategie zur Steue-

rung der Genauigkeiten d,,, Sn_i_l und der Wahl der Schrittweite \,,.

Lemma 4.5 Es sei F eine stetig Fréchet-differenzierbare Funktion mit F'(x) € L(X,Y)
fiir alle x € X. Auflerdem gelte die affin kovariante Lipschitz-Bedingung

[F'(2)" (F'(y) - F'(@)) (y — 2)|| < wlly — | (4.7)

fiir alle x,y € X.
Dann gilt fiir das geddmpfte Newton-Verfahren:

[Azn1 (V]

1
<146, — A+ =N\
|[6zn || 2

mit h® = w ||0z,|| und Axpi1(N) = —F'(2,) "V F(2, + Aoxy,).
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Beweis. Es gilt:
Azpi1(N) = —F(z,) L F(z, 4+ Mzy,)

= Az, — F'(z,) 7! (F(2n + Mozy) — F(x,,))

A
= Az, — F/(xn)_1 /F/($n + sdxp)dxz, ds
0
A
= Az, — Nz, — F/(2,)7! / (F/(xn + sdxy) — F/(xn)) ox, ds
0

und damit
[B2ns1()]| < AIAzn — 52al| + (1~ A) [[ Az
by
+ /F’(azn)_1 (F'(@r, + s0xy) — F' () 6y ds
0

1
< A0y [[0znl[ + (1= A) (14 6n) |62 || + §w>\2 |62 (mit (3.8))

1
= (14 8n) [|02n]] = Al[02n]| + SwA? 16zal” -

O

Bemerkung 4.6 Es geniigt, wenn an Stelle der globalen Lipschitz-Bedingung (4.7) die
lokale, affin kovariante Lipschitz-Bedingung

[ (20) 7" (F (2 + 8620) — F'(2)) 6 || < wies |6, (4.8)

fir s € [0,1], 0z, € B%\IA%H(Am") und alle Iterierten x,, gilt. Hierbei bezeichnet Bgs(x)
die abgeschlossene Kugel um x mit Radius §, d.h. Bs(x) = {y € X : ||y — z|| < d}. Falls
X ein Hilbertraum ist, geniigt es, die Bedingung (4.8) nur fir alle 0x,, € B%HAMHG—SA@
zu fordern. Dabei handelt es sich um die in Proposition 3.7 beschriebenen Kugeln mit

0 = %. An spdterer Stelle wird erklart, warum 6, < % eine verniinftige Forderung ist.
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Insgesamt ergibt sich aus Bedingung (4.8) die Abschdtzung

[Aznsi (V]

1
<140, — A+ =\ (4.9)
[LE 2

mit h® = wy, ||6x,|], von der im Folgenden ausgegangen wird.
Zudem reicht es aus, wenn der inverse Operator von F'(z) nur an den Iterationspunk-

ten x,, ewistiert.

Fiir den exakten Fall (d.h. é,, = 0) ergibt sich

[[Azn1 (V)] Lo
—— < 1A+ A,
|| Az 2
mit h, = wy |[|Az,||. Selbst fiir das exakte Losen muss nicht w < 1 gelten.

Jedoch existiert ein \,, so dass

[Azn (V]

1
<1—=A+=\h, <1
[[Azy|| 2

fiir A € (0, \,) gilt. Diese Eigenschaft soll fiir den hier behandelten inexakten Fall erhalten
bleiben. Dafiir ist es vorteilhaft, die Genauigkeit ¢,, in Abhéngigkeit von der Schrittweite A
zu steuern. An dieser Stelle wird die in [Deu04] verfolgte Strategie verlassen und an oy,

die Forderung
On < pA (4.10)

mit 0 < p < 1 gestellt. Der Einfachheit halber soll auch fiir 6,

nr1 < pA (4.11)

gelten. Genauso wie in Kapitel 3 miissen die Groken 6, und 0,41 nicht zur Verfiigung

stehen. Es geniigt, wenn die Schitzungen [4,,] und [5n+1] vorhanden sind, d.h.
op < [5n] und gn—l—l < [Sn—l—l] .
Die Genauigkeitsbedingungen (4.10) und (4.11) gehen in die iiberpriifbaren Kriterien

[0n] < pA und [6n41] < pA (4.12)
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iiber. Wegen A < 1 gilt damit &, < [6,] < p und 6,.1 < [5n+1] < p. Zusammen mit der
héufig verwendeten Ungleichung (3.8) und der Beziehung (4.9) ergibt dies:

iy o ATt V]| 14 8ng [[020n1 (V]
fn() = Bl 1—5: [LE
L+ [bnia] |[0zna(N)]| -
ST e Y
1 1+ 6] [[Azapi(V]]
1 14 [6p41] B Lo '
< T T <1+5n A+ 5\ hn>
1 1+ [0pt] B 1 2
_1_[5n]1_[_n+1] <1+5n )\+2(1_p))\hn>
1+ pA B 1 2 ) _.
ST (150025 gy =

Eine Schrittweite A wird akzeptiert, falls die iberpriifbare Bedingung

- 1+ [5n+l] Hﬁn-irl()‘)u

N =TT T e

erfiillt ist. Damit ist nach obiger Abschéitzung das gewiinschte Kriterium

i = Az (V]

On(N) = e <1

gesichert. Auch die Frage, ob diese Bedingung fiir A — 0 stets eingehalten werden kann,
wird beantwortet. Denn eine kleine Rechnung zeigt, dass ¢, (0) =1 und ¢/,(0) = 4p — 1
gilt, daraus ergibt sich ¢/, (0) < 0 fiir p < 1 und folglich 0,,(\) < 1 fiir kleine X. An dieser

Stelle wird auch die in Bemerkung 4.6 verwendete Mindestgenauigkeit von % klar.

Die vorgeschlagene Genauigkeitssteuerung (4.12) verlangt fiir kleine Schrittweiten A eine

genauere Losung der Newton-Gleichung als fiir grofse Schrittweiten.

In anderen Globalisierungsansétzen sind Schrittweiten mit A > 1 zuléssig, zum Bei-
spiel, wenn nach Punkten gesucht wird, die die Armijo- bzw. Wolfe-Bedingung erfiillen.
Schritte mit A > 1 werden hier nicht betrachtet. Denn zum einen ist das Testen eines

A auf Zuléssigkeit (d.h. 6,(\) < 1) ungefihr so aufwindig wie das Bestimmen einer
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neuen Schrittrichtung und zum anderen wird der Fortschritt nur bzgl. der lokalen Norm

| || |F/(5L‘n)*1 gemessen.

4.2 Algorithmische Umsetzung

Bevor ein moglicher Algorithmus angegeben wird, soll untersucht werden, wo es sich
lohnen kann, nach zuldssigen Punkten zu suchen. Analog zu den Abschitzungen (4.13)

ergibt sich die folgende Ungleichungskette:

Prn V]| _ 1 [[Azan (V]
[0znll 7 1 =0dny1 |[02a]|
1 ERSCIT)
<1 <1+ [6.] —A+1A2h;§> .
1- [5n+1] 2

Daraus lasst sich eine Schétzung [hi] fiir 19 durch

1) = 5o (10 o) 1) <

gewinnen. Ist [hg] < 0, kann es nicht fiir die folgenden Uberlegungen herangezogen
werden.
Weiter gilt:

| Az (N)]| - 140041 ||0zns1(N)]|
[Azn|| = 1-6n [0z

(1 F(p—DA+ %)\2h‘;> = Gn(N)
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mit p; € P3 und py € Ps. Dabei ist P,, die Menge aller Polynome p mit gradp < n. Fiir
die Ableitung von @, (\) gilt:

=/ ps(N)
Y = pa(A)
mit p3, p4 € P3. In diesem Fall lassen sich die Extrempunkte von @, () analytisch leicht
bestimmen. Wegen ihrer Grofte wird hier auf die Angabe einer Formel verzichtet. Insbe-
sondere kann
m(h?) := argmin @, ()\)
A€0,1]

berechnet werden. Ersetzt man hi durch die Schéitzung [hi], kann die Beziehung
m() < m([K5)]) (4.14)

gezeigt werden. In einem Algorithmus ist das zur Verkiirzung der Suche nach einem
zuldssigen A niitzlich. Gleichung (4.14) sichert, dass ,eher zu grofie X\ auf Zuldssigkeit

getestet werden.
Eine mogliche algorithmische Umsetzung ist in Abbildung 4.1 angegeben.

Zunéchst wird immer die Schrittweite A\, = 1 auf Zuldssigkeit {iberpriift. Wenn dies
der Fall ist, wird x,41 = z, + dz,, als neuer Punkt akzeptiert. Anderenfalls erfolgt der
Versuch mit kleineren A,,. Falls bei einer oder zwei aufeinander folgenden Iterationen
die volle Schrittweite \, = 1 akzeptiert wird, empfiehlt sich der Ubergang in die lokale
Phase aus Kapitel 3. Dabei kann die letzte Iterierte vom Algorithmus in Abbildung 4.1
als Startpunkt zo des lokalen Algorithmus (Abbildung 3.3) verwendet werden. Dieser
Ansatz lasst sich wie folgt begriinden. In der Néhe einer Losung x* ist ||dz,|| und damit
auch hfL klein. Gilt zusétzlich die Lipschitz-Bedingung in einer Umgebung der Losung,
dann folgt 6,(1) < 1 (d.h. A, = 1 ist zuléssig) aus der Gestalt der Funktion @, (\).

Falls ein Konvergenzmonitor (siehe (3.17) und (3.18)) verwendet wird und dieser fehl-

schlagt, sollte in den globalen Teil zuriickgesprungen werden.

Auf einen expliziten Ubergang in die lokale Phase kann allerdings auch verzichtet werden,
denn es gilt §, < p < %. Damit erfiillt die Genauigkeit die Bedingung fiir den lokalen
linearen Konvergenzmodus aus Abschnitt 3.2.2. Der lokale Algorithmus unterscheidet

sich lediglich durch die Berechnung von 2,1 vom globalen Algorithmus.
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Eingabe: Startpunkt xzy und Funktion F, welche die Lipschitz-Bedingung (4.8) erfiillt.
Ausgabe: Folge x,,, welche bzgl. des natiirlichen Abstiegskriteriums einen Fortschritt
verspricht.

Schritt 0  Wihle p < % und den , Linesearch-Parameter” § mit 0 < 5 < 1
Setze n:=0und )\, :=1

Schritt 1 Bestimme dz,, als Losung von F/(z,)Axz, = — F(z,)
mit Genauigkeit d,, < [0,] < pAn
Bestimme 6,11 als Losung von F/(2,)Az,41 = — F(z, + A\nday,)
mit Genauigkeit 0,1 < [5n+1] < pAp
Falls 6,, := L [on 1] [[ozn ]|

1=[6n]  [l0zn]|
Sonst,

< 1, gehe zu Schritt 2

Setze [13] = 2 (1 = [Basa]) L2zl 1 g5, + An>
Falls [h9] > 0, setze A, := min {B\,, m([h3])} und
wiederhole Schritt 1
Sonst, setze A\, := #\, und wiederhole Schritt 1
Schritt 2 Setze Tpi1 = Tn + Apoxy,
Setze n:=n+1
Setze A\, := 1 und gehe zu Schritt 1

Abbildung 4.1: Globaler Algorithmus

Der im Algorithmus verwendete ,, Linesearch-Parameter [ sichert eine Mindestreduk-
tion von A, und damit des Suchintervalls. Beispielsweise wird mit § = % jedes nicht

akzeptierte \,, mindestens halbiert.

Falls nach einer Reduktion von A, das alte dx, die neue Genauigkeitsforderung erfiillt,
kann es wieder verwendet werden. Eine analoge Mdoglichkeit besteht fiir 0z,41, falls es

der neuen Genaugigkeitsanforderung gentigt und sich dx,, nicht gedndert hat.

Im Zusammenhang mit partiellen Differentialgleichungen bedeutet genaueres Losen hau-
fig die Verfeinerung des eingesetzten Gitters (mehr dazu folgt im néchsten Kapitel). Es
kann sich lohnen, zwischen verschiedenen Iterationen das Gitter zu vergrébern, um keine
unnotigen Informationen mitzufiihren und das Gitter wihrend der globalen Phase mog-
lichst klein zu halten. Problematisch dabei ist, die Vergroberung so zu steuern, dass nicht

zu viel notwendige Information verloren geht.
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4.3 Ein naiver Globalisierungsansatz

Ein vollig anderer Ansatz zur Globalisierung besteht darin, das Problem zunéchst zu
diskretisieren und es anschliefend mit einem normalen endlich-dimensionalen Verfahren
zu 16sen. Die Losung dient als Startpunkt fiir die lokale Phase aus Kapitel 3. Dabei gibt
es keine Garantie dafiir, dass die Diskretisierung gut genug war, um einen zuldssigen

Startpunkt zu liefern.

Diese Variante findet teilweise im néchsten Kapitel Anwendung. Das ,,normale Newton-
Verfahren dient dabei dazu, das diskretisierte Problem zu l6sen. Es handelt sich hierbei
also nicht um eines der zuvor gemeinten global konvergenten Verfahren, ist jedoch fiir

die betrachtete Problemstellung in Kapitel 5 ausreichend.
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In diesem Kapitel wird das vorgestellte lokale Newton-Verfahren angewandt. Dazu wird
eine kleine Klasse von nichtlinearen elliptischen partiellen Differentialgleichungen be-
trachtet. Fir diese werden kurz Fragen zur Existenz und Eindeutigkeit einer Losung
beantwortet, anschlieffend ein Beispiel dieser Klasse ausgewéhlt sowie verschiedene nu-
merische Ergebnisse vorgestellt. Sie resultieren aus der Umsetzung des vorgeschlagenen
lokalen Algorithmus (Abbildung 3.3) mit Matlab. Die Grundlage dafiir bildet die PDE-
Toolbox, von der Quelltext modifiziert und aus lizenzrechtlichen Bedenken auf eine Ab-

gabe der Dateien verzichtet wurde.

5.1 Problemstellung

Gesucht ist die Losung y der folgenden semilinearen! partiellen Differentialgleichung

—Ay+d(-,y) =f in Q (5.1)
y=20 auf I' = 00

mit gegebenem f € L%(Q), einer Funktion d = d(z,y) : Q x R — R und einem Lipschitz-
Gebiet €.

Der Ubergang zur schwachen Formulierung der Differentialgleichung gelingt durch Multi-
plikation der Gleichung mit einer Funktion v aus H&(Q) und anschliefender Integration.

Unter Ausnutzung von Lemma 2.22 liefert dies schlieflich:

(Vy, VU)LZ(Q) + (d(7 y)7 U)L2(Q) = (f’ U)LQ(Q) ’

!Semilineare Differentialgleichungen sind solche, bei denen alle Ableitungen von héchster Ordnung
linear auftreten.
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Definition 5.1 Eine Funktion y € Hg(Q) heift schwache Losung von Aufgabe (5.1),
falls

(Vy, VU)L2(Q) + (d('7y)7v)L2(Q) = (fﬂ))m(g) (5.2)

fiir alle v € HE(Q) gilt und alle Integrale existieren.

Die homogene Dirichlet-Randbedingung tritt bereits bei der Wahl des Lisungsraumes
H}(Q) auf und muss somit nicht extra gefordert werden. Ohne Restriktionen an die
Funktion d kann nicht die Existenz einer schwachen Losung erwartet werden. Daher

sollen die folgenden Voraussetzungen gelten.

Voraussetzung 5.2 Es sei 0 C RN (N > 2) ein Lipschitz-Gebiet. Des Weiteren sei die
Funktion d = d(z,y) : @ x R — R fiir jedes feste y messbar bzgl. x € Q (d.h. x — d(z,y)
ist messbar fiir alle y € R) und d(-,0) € L*(Q). Auperdem sei y v+ d(z,y) stetig und
monoton wachsend fir fast jedes x € Q und erfiille die lokale Lipschitz-Bedingung. Das
heifst, fir jedes M > O existiert eine Konstante L(M), so dass

[d(z,y1) — d(@,y2)| < L(M) ly1 —wa| V1,42 € [-M, M]
fir fast alle x € Q gilt.
Im Folgenden wird stets angenommen, dass die Funktion d(x,y) diesen Voraussetzungen
geniigt.

Beispiel 5.3 Jede monoton wachsende Funktion d = d(y) € C1(R) erfiillt offensichtlich
die Messbarkeitsvoraussetzung, die Monotonie-Bedingung sowie d(-,0) € L*(Q) und die
lokale Lipschitz-Bedingung, denn fir ein gegebenes M gilt:

y€(—M,M]
—_——
=:L(M)

) —dtwo)| = | [ @) ay| < max |4 G)] -l —
Y2

Fiir das spiter betrachtete konkrete Beispiel wird d(y) = y® € CY(R) verwendet.

Lemma 5.4 FEs seiy € C*(Q)NC(Q) eine starke Lisung von Aufgabe (5.1), dann ist y

insbesondere eine schwache Lésung.
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Beweis. Multipliziert man Gleichung (5.1) mit einem v € H}(€2) und integriert anschlie-
fend unter Ausnutzung von Lemma 2.22, liefert dies die Gleichung (5.2). Dabei ist noch
zu zeigen, dass alle auftretenden Integrale existieren. Die Existenz von (y,v) 12(Q) und
(f, U)LQ(Q) ist offensichtlich. Lediglich fir (d(-,y), U)LQ(Q) bedarf es einer Uberpriifung. Mit
y € C2(Q)NC(Q) liegt y insbesondere auch in L>®°(£). Es gibt also ein M mit |y(z)] < M
(fast iiberall). Zusammen mit der lokalen Lipschitz-Bedingung ergibt sich:

(Ae0).0) | < [ ldGay@)] o)) do
Q
é/mww@D—M%MWMNdw+/M@ﬁﬂM@\M

g/L ) y(@)| [o(z) ]dw+/!dx0\\v()\dx.

Q

Die Existenz beider auftretender Integrale resultiert aus y € C2(Q) N C(Q), v € HL(Q)
und d(-,0) € L?(Q2). Zusammen mit der Messbarkeit folgt die Behauptung. O

Zur Existenz und Eindeutigkeit einer schwachen Lésung sei nun der folgende Satz gege-

ben, der sich durch Modifikation der Aussagen aus [Tro05, Kapitel 4.1] gewinnen lasst.

Satz 5.5 FEs gelten die Voraussetzungen 5.2. Auferdem seif € L"(Q2) und d(-,0) € L"(f2)
mit r > % Dann existiert fir die Aufgabe (5.1) eine eindeutige schwache Lésung
Yy € H&(Q) N L>(Q) und es gilt die folgende Abschitzung fir eine von f und d un-

abhdngige Konstante c:
13 + Wl y < € (2o ey + NG, Ol )

Fiir die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung in Hg(Q) verwendet der Beweis den
Hauptsatz iiber monotone Operatoren (Browder und Minty). Der Beweis, welcher zeigt,
dass unter den gegebenen Voraussetzungen sogar eine Losung in L™°() existiert, ist

jedoch sehr aufwéndig und wird hier nicht vorgefiihrt.
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5.2 Vorbetrachtungen fiir das Newton-Verfahren

Mit dem vorgestellten Newton-Verfahren wird nach einer schwachen Losung der Aufga-
be (5.1) gesucht. Die Funktion F ist durch

F: Hy(Q) — H'(Q),y — (Vy, V)2 + (A 9) ) 2y — () 120

gegeben. In der Notation wird zwischen -, und - unterschieden. Mit (d(-z,y),v) 2 ist
[d(z,y(z))v(z) dz gemeint. Die Definition von F erfolgt auf dem ganzen Raum H}(Q),
Q

denn zusammen mit 1 < N < 3 und der spéter gestellten Wachstumsbedingung (5.4)
existieren die auftretenden Integrale. Dies wird an dortiger Stelle genauer diskutiert.
Gesucht ist ein y € H}(Q) mit F(y) = 0. Fiir die Existenz der Fréchet-Ableitung von F
kann die Nichtlinearitét (d(-z,¥),")2(q) Probleme bereiten. Fiir die Abbildung

H&(Q) Sy (d(’xay)7 ’)LQ(Q) c H_l(Q)
kommt als Ableitung in Richtung dy € H}(Q) nur

(dCa2y +10y),) 120y — (A(2: ), ) 2

lim
t—0 t
=0 t 12(9)

= (dy(’:u y)é% ')L2(Q)

in Frage. Dabei bezeichnet d,(x,y) die partielle Ableitung von d(z,y) nach y. Der lineare
Anteil (Vy, V+)2q) und der konstante Anteil (f,-) 2y in F bereiten keine Schwierig-

keiten beim Ableiten. Es ist nachzurechnen, unter welchen Bedingungen es sich bei
F'(y)oy = (Vdy, V’)L2(Q) + (dy (-2, y)dy, ')LZ(Q) S H_l(Q)
tatsachlich um die Fréchet-Ableitung handelt. Es gilt:

F(y +dy) —F(y) = F'(y)oy = (V (y +0y) , V) 2y + (a0, y +0). ) 20y — () 120
( Vy,V L2(Q + (d(2, ), ')L2(Q) - (f, ')L?(Q))
— (Y85, 9) ) + (0100, ) 20 )
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7 zeigen ist:

(e, y+60) = dCar9) = Ay (e 0)00 ) [

lim =0.
3y—0 1Yl l 1)
Mit H}(Q) — L?(2) und Lemma 2.24 gilt:
. H(d(:ca y+ 6y) - d(’:cy y) — dy(’xa Y)Yy, ')Lz(Q) ‘ ‘Hfl(Q)
lim
3y—0 1yl l g1
o (@ +89) = A 9) = Ay )09 0y | 12 -
~ oy—0 6yl i1 ()
d(-z,y + 6y) — d(z,y) — dy(-z,y)dy
. ) = A1) = )00l 2y )
8y—0 6yl 1 ()

Die Gleichung (5.3) sagt aus, dass F : H}(Q) — H~1(Q) Fréchet-differenzierbar ist, falls
der Nemyzki-Operator
y—d(z,y)

von H}(Q) nach L?(Q) Fréchet-differenzierbar ist. Nach Beispiel 2.27 bettet HE () fiir
Q c RV mit 1 < N < 3 stetig in L(Q) ein. Zusammen mit Lemma 2.4 und Beispiel 2.34
folgt damit fiir F mit d(z,y) = y> die Fréchet-Differenzierbarkeit. Dies gilt auch fiir
andere Funktionen d(z,v), fiir welche der zugehorige Nemyzki-Operator von L5(2) nach
L?(Q) Fréchet-differenzierbar ist. Nach Satz 2.32 sind das Funktionen d(z,y), die neben

den iiblichen” Voraussetzungen die Wachstumsbedingung (2.2) fiir d(z,y) und dy(z,y)
erfiillen, d.h.

|d(z,9)| < alz) + B(@) [yl (5.4)

und
|dy(z,y)| < a(x) + B(z) [yl (5.5)

mit a € L2(), & € L3(Q) sowie (3, 3 € L=(Q). Beschriinkt man sich auf den Fall N = 2,

ergeben sich mit dhnlicher Diskussion die schwicheren Wachstumsbedingungen

|d(z,y)| < a(x) + B(x) [yl”
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und
|dy(z,y)| < &(x) + B(z) |yl?

mit o € L2(Q), & € L**(Q), 4,5 € L=(Q), p < 0o sowie & > 0.
In analoger Weise zeigt sich, dass F mit d(z,y) = y> sogar stetig Fréchet-differenzierbar

ist.

Die Newton-Richtung! dy, im Punkt ¥, ist als Losung von

F'(yn)0yn = — F(yn) (5.6)
= (Voyn, V) o) + (dy(z ¥n)0Un, ) 2(q) = — ((Vymv‘)Lz(Q)

+(d(as ¥n), )2y — (£ ')LZ(Q))
(5.7)

gegeben. Um die Existenz und Eindeutigkeit eines solchen dy,, bzw. die Invertierbarkeit
von F'(y,) zu zeigen, erweist sich die direkte Bestimmung des neuen Punktes
Ynt1 = Yn + Oy als glinstig. Die Richtung dy,, ist dann einfach als dy, = Yn+1 — Yn
gegeben. Dazu werden die Gleichungen (5.6) und (5.7) entsprechend umgeformt:

F,(yn)yn—i-l =—F(yn) + F,(yn)yn (5.8)
— (Vyn—i-ly V)L2(Q) + (dy('x7 yn)yn—i-la ')L2(Q) - (dy('x7 yn)yn - d('xa yn) + f7 ’)LZ(Q) .
(5.9)

Dies ist die schwache Formulierung von:

_Ayn—i-l + dy(’:ca yn)yn-l—l = dy('l‘7 yn)yn - d(xa yn) +f in Q2
Yn+1 =10 auf I' = 00 .

In jedem Schritt muss also eine lineare elliptische partielle Differentialgleichung gelost

werden. Sie lasst sich in der Form

—DYnt1 + CnYnt1 = 8y in (5.10)
Ynt1 =0 auf T

'In diesem Abschnitt wird dy anstelle von Ay (vgl. Kapitel 3) verwendet, um eine Verwechslung mit
dem Laplace-Operator zu vermeiden. Die inexakte Richtung wird mit éy bezeichnet.
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mit cp(x) = dy(z, yn(x)) und g, (x) = dy(x, yn(2))yn(z) — d(z, yn(x)) + f(x) schreiben.
Die Monotonie von d(z,y) bzgl. y (siche Voraussetzung 5.2) sichert, dass ¢ > 0 fast

iiberall gilt. Dadurch ist die dazugehorige Bilinearform
an : HY(Q) x HY(Q) — R, (w,v) — (Va, V) 12(q) + (Cn w,0) 12(q)

koerziv, denn mit der Aquivalenz von H-HH(%(Q) und ||| 1 (q) auf H}(Q) (siehe Unglei-
chung 2.1) gilt:

1

anfv,v] = (Vo, Vo) 120y = 10][771 o) = T2 1ol 0y -
0

Des Weiteren ist a, beschrinkt, denn mit der Holder-Ungleichung ergibt sich fiir
w,v € HHQ):

|y, [w, v]| §/|Vw-Vv| dx+/|cnwv| dz
Q Q

< H’wHHl(Q) HUHHl(Q) + HCnHLS(Q) H’wHLS(Q) HUHLS(Q)

< (1+ellenllisiey) Nl Il -

Fiir y, € H}(Q) und 1 < N < 3 liegt y, auch in L5(Q) (siche Beispiel 2.27). Die
Wachstumsbedingung (5.5) sichert somit, dass ¢, = dy (-, y,(-)) in L3(£2) liegt.

Das zur rechten Seite von (5.10) gehorende lineare Funktional
G : H(%(Q) - R7w = (gnaw)LQ(Q)
ist stetig, denn fiir w € H}(Q) gilt:
Galw)] < [ 4o (@u@)] do+ [z gn(@)u@)] do+ [ @) dz
Q Q Q

< (I (99O gy + G wm D2y + L2y ) Tl 20

< (3wl + 146, un D 2y + 8l 2y ) el ey
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und damit

1Gall-1(0) < 1ldy (s 9n(D)yn Ol L2y + 11ACYn (D 20 + 1l 22 () -

Wie bereits erwihnt, liegt d, (-, y,(-)) in L3(Q). Damit folgt aus y, € H}(Q) — L%(Q)
und der Holder-Ungleichung (Lemma 2.25), dass dy (-, yn(-))yn(-) in L*(Q2) liegt. Analog
ergibt sich mit (5.4), dass d(-,y,(-)) zum Raum L?(Q) gehort. Aukerdem gilt f € L%(Q)

nach Voraussetzung.

Das Lemma von Lax-Milgram sichert nun die Existenz eines eindeutigen y,41, wel-
ches die Gleichung (5.9) bzw. die schwache Form der linearen partiellen Differentialglei-
chung (5.10) erfillt. Mit der Existenz eines neuen Punktes y,,11 ist offensichtlich auch

die Existenz eines 0y, = yn+1 — yn garantiert.

Lemma 5.6 (Lax-Milgram, [Gri07]) Es sei V ein Hilbertraum dber R und

a:V xV — R eine Bilinearform mit den folgenden beiden Figenschaften:

(i) a ist beschrankt, d.h. es gibt eine Konstante M mit
lafv, wl| < M |[olly |lwlly,  Yo,weV,
(ii) a ist koerziv, d.h. es gibt eine Konstante m mit
la[v,v]| > m|pl[;,  VveV.
Dann existiert zu jedem G € V* genau ein y € V mit
aly,v] = G(v) YoeV

und es gilt die Abschdtzung
lylly < ellG]

o (5.11)

fiir eine Konstante c. Des Weiteren ist die Abbildung
ViasGryeV

linear und wegen Ungleichung (5.11) auch stetig.
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Dieses Lemma verallgemeinert die Aussage des Riezschen Darstellungssatzes auf be-
schrankte, koerzive Bilinearformen. Eine analoge Aussage gilt fiir den Korper der kom-

plexen Zahlen.

Aus dem Lemma von Lax-Milgram folgt sofort, dass die Gleichung (5.9) bzw. (5.8) eine
eindeutige Losung hat. Zudem ist der Operator F'(y,,) € L(HZ(Q), H1(£2)) invertierbar

sowie seine Inverse linear und beschrankt.

5.3 Fehlerschatzer

Um das Newton-Verfahren aus Kapitel 3 tatséchlich durchzufiihren, ist eine Schitzung
des Fehlers ‘ ‘53/” — 0Yn, @) notwendig, der durch die Diskretisierung von Gleichung (5.8)

auftritt. Die relative Genauigkeit d,, ist definiert als

Op =

wobei dy,, die exakte und dy, die inexakte Losung von (5.6) bezeichnet. Hier lasst sich

die relative Genauigkeit §,, auch in der Form

||yn+1 - gn+1||H1(Q)
Op =

Gn+1 = Tnll g

ausdriicken, wobei mit ¥, wieder die exakte und mit ¢, die inexakte Losung von
(5.8) gemeint ist. Der Nenner des Bruches lésst sich leicht ausrechnen, da nur bekannte
Grofen vorkommen. Der Zéhler ist jedoch nicht berechenbar, da die exakte Losung y,+1
unbekannt ist. Beim Schiitzen des Fehlers ist es nicht iiblich, die H'(2)-Norm zu ver-
wenden. Daher soll jetzt zur kleineren H, 6(9)—Norm iibergegangen werden. Es wird daran
erinnert, dass auf dem hier betrachteten Hilbertraum HE(Q) die H'(Q2)-Norm und die
HE(Q)-Norm dquivalent sind (siehe (2.1)). Aus diesem Grund gelten alle bisher gemach-
ten Uberlegungen auch fiir die HJ(2)-Norm. Dementsprechend wiirde der Fehlerschitzer

auch fiir die H'(€2)-Norm funktionieren.
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5.3.1 Konstruktion des Fehlerschatzers

Der im Folgenden konstruierte a-posteriori Residuum-basierte Schétzer bestimmt eine
obere Schitzung fiir ||y — yp| HAQ)- Zur Vereinfachung wird der Index n weggelassen. Die

Darstellung richtet sich nach [Ver96]. Hierbei ist y die exakte schwache Losung von

—Ay+cy=g in Q (5.12)
y=0 auf I’

und y;, die diskrete inexakte Losung, welche mit Hilfe der Finiten-Elemente-Methode!
(kurz: FEM) fiir die Triangulierung 7j, des Gebietes Q berechnet wurde. Die Funktionen
c und g seien aus dem Raum L?(Q) gegeben. Auferdem gelte fast iiberall ¢ > 0. Die zur

schwachen Formulierung gehorende Bilinearform ist durch
a: HY}(Q) x H}(Q) — R, (w,v) — (Va, V) p2(q) + (€W, v) 12

gegeben. Offensichtlich gilt

2
av,v] > ||U||H3(Q) )

d.h. a ist bzgl. ||'||H3(Q) koerziv mit Konstante 1.
Daraus folgt:

1

MV a[y —Yn, Y — yh]
e

lly — yh||H3(Q) <

< sup  afy —yn,v]
veH(Q)

v =1
11478 )

= sup (V(y—un), VU)o + (¢ (¥ = yn) V) 120

veH(9)
v =1
I HH(%(Q)

= sup (g,U)LZ(Q) —(c yhvv)LQ(Q) — (Vin, VU)LZ(Q) : (5.13)

veH(Q)
v =1
I HH(%(Q)

'In dieser Arbeit wird sich auf die konforme FEM mit linearen Ansatz- und Testfunktionen be-
schrankt.

67



5 Beispiel

Die Beziehung (5.13) besagt, dass die Norm des Fehlers ||y — yp|| Hi (o) Kleiner ist als die
Norm des Residuums (g, ) 2y = (¢ ¥n: ") 2(0) = (V¥n, V+) 12(q)-

Bevor das Residuum weiter abgeschatzt wird, ist es zunédchst notwendig, weitere Nota-
tionen einzufithren. Ab sofort erfolgt die Beschrinkung auf den Fall N = 2. Ahnliche
Uberlegungen gelten auch fiir N = 3, wobei dann Dreiecke durch Tetraeder, Kanten
durch Fliachen usw. zu ersetzen sind. Der endlich-dimensionale Ansatzraum entspricht
dem Raum der Testfunktionen und wird mit X} bezeichnet. Eine Basis dieses Raumes
sollen die linearen, stetigen Funktionen v; mit v;(xy) = d;; fiir die Knoten xy, bilden. Fiir
ein Dreieck T und eine Kante E der Triangulierung 7;, meint £(7") die Kanten von T,
N(T) die Knoten von 7" und NV (E) die Knoten von E. Man definiert die Kantenmenge
durch

und unterteilt diese in die Menge der inneren Kanten &, o sowie die der Randkanten &, r

mit
Eh,p::{EGSh:ECF}

und

Eno = \Enr -

Hierbei ist die Inklusion £ C I' ,nicht streng® zu interpretieren, denn es soll E C I' auch
flir Kanten E gelten, die nach der Triangulierung des Gebietes 2 zu Kanten des Randes

geworden sind.

Des Weiteren definiert man zu einem Dreieck T € 75, und einer Kante E € &, die Gebiete

wr und wg mit

wp = U T und wg = U T .
T’ €Ty, mit T' € Tp,mit
N(T)NN(T")#£0 N(E)NN(T?)#0

Sie sind in Abbildung 5.1 dargestellt.

Zu jeder inneren Kante E € &, sei ein normierter Vektor mp definiert, welcher
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Abbildung 5.1: Gebiete wr und wg

orthogonal auf E steht (die Richtung ist dabei spater nicht von Bedeutung). Fiir ei-
ne innere Kante I € &}, o, welche von den beiden Dreiecken 77 und 7% begrenzt wird,
sowie fiir eine Funktion v € L?(Ty U Ty) mit U|T1 € C(Ty1) und ’U‘Tz € C(T»), bezeichnet
[v] ; den Sprung von v entlang E in Richtung ng, d.h.

=1 t —1i —t )
0l (&) 5= T o + ) — lim (o — 1)

Schlielich wird noch der Interpolationsoperator I, : H}(2) — X}, von Clément bendtigt
(|Cle75]). Dieser kann eindeutig definiert werden und hat ,schone“ Eigenschaften, wie
das folgende Lemma verdeutlicht. Dabei wird mit A7 die ldngste Kante eines Dreiecks
T € 7, und mit hg die Lange der Kante E € &), bezeichnet.

Lemma 5.7 Fir ein beliebiges v € H&(Q) gelten die beiden Abschdtzungen:
o = Inoll gy < calor 1ol g1 o) VT T, (5.14)
und

1
H’U—Ih’l)HLz(E) SCth—;H’UHIﬂ VE € &, . (5.15)

(wE)

Die Konstanten c1 und co hdangen dabei nur vom kleinsten Winkel der Triangulierung Ty

ab.

Die linke Seite der Beziehung (5.15) ist bzgl. des Spur-Operators auf E (vgl. Satz 2.19)

zu verstehen.
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Nun kann das Residuum umgeformt und die Ungleichung (5.13) weiter abgeschétzt wer-

den. Zusammen mit Lemma 2.22 ergibt sich fiir v € H}():

(&8—cyn, U)LZ(Q) = (Vyn, VU)Lz(Q)

:/(g—cyh)vdx—/Vyh-Vvdx
Q

:/(g—cyh)vdx— Z /Vyh-Vvdx

[e) TEThT
Z/(g—cyh)vdx—l—z /Ayhvdzb—/nT-Vyhvds
——
:Z /(g—cyh)vdx— Z /[nE-Vyh]Evds. (5.16)
TeThT EEShVQ E

Hierbei ist mit np die dufsere Normale von dem Dreieck T' gemeint. Die diskrete Losung

erfiillt die sogenannte ,,Galerkin-Orthogonalitét®

(g_cyhyv)lﬁ(g) - (Vyh,Vv)Lz(Q) =0 Yo e Xy, .

Damit folgt fiir v € H}(Q) zusammen mit der Gleichung (5.16), dem Lemma 5.7, der
Cauchy-Schwarzschen-Ungleichung und der Beziehung (2.1):

(8 =cun,v)p20) = (Vyn: Vo) 120
=(g—cyn,v = Inv)2i0) = (Vyn, V (v = Inv)) 20

= Z /(g—Cyh)(U—fhv) dz — Z /[nE-Vyh]E(v—Ihv) ds

TeT, i EeEnay

1
< > ahrllg=cyllam Wllmey + D ehilling - Vynlgllee) 0llm e
TeT, Eegh,ﬂ

<max{ci, e} | Y b llg—cunlliey + D belllne: Vunlpllizg
TeT, E€&h n
1

2

Do loliren T D ol (5.17)

TET, Eet&y q
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1
2
2 2
<ermaxfer,a} | 30 Wb lle—cumllany + 0 sl - Vunlpl o | ollsoy
TeT; Eegh,ﬂ

<ecg, max{cy,ca} /1 + c?)

2

S Wbllg— el + S helilne - Vil | ol -
TeT; Eegh,ﬂ

Die Konstante c7; ist ein Maf dafiir, wie oft maximal iiber ein Dreieck integriert wird.
Sie héngt nur vom kleinsten Winkel der Triangulierung ab und kann fiir ein gegebenes

Gitter leicht bestimmt werden. Naheres wird im nachsten Abschnitt erlautert.

Mit der Ungleichung (5.13) ergibt sich die wichtige Beziehung

ly = unll gy () < ez, max{er, o} \/1+ ¢,

=:C

N

S s —cumlBar + 3 hellng - VarlplZes
TeT; Eegh,ﬂ

=,
(5.18)

Hierbei steht auf der linken Seite der Abstand der diskreten Losung yp, zur ,,unbekannten®
exakten Losung y. Im Gegensatz dazu befinden sich auf der rechten Seite nur berechen-

bare Grofen (bis auf die Konstante ¢).

Fiir ein Dreieck T' € 7}, definiert man den lokalen Fehlerindikator 7, 7 durch

1

2 2

Nh,T = h%||g_cyh||L2(T)+§ Z hE||[nE‘VZ/h]E||L2(E)
Eeé‘(T)ﬂé‘h,Q

Damit wird der Fehler entlang einer Kante auf die beiden angrenzenden Dreiecke aufge-

teilt. Es gilt die Beziehung:

N = Z nf2L,T

TET,
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Insgesamt ergibt sich:
|y = nllgy @) <em < e Z Mh,T -
TeT,

Die lokalen Fehlerindikatoren 7, 7 werden eingesetzt, um die Dreiecke 7" mit grofiem
Fehler (d.h. mit grofem 7y, 7) zu erkennen und fiir eine mogliche Verfeinerung zu mar-

kieren.

Bemerkung 5.8 Fir h := max hr — 0 kann gezeigt werden, dass auch ¢np gegen 0
€lp

strebt, sofern der kleinste Winkel der Triangulierungen 7j, von unten beschrdnkt bleibt.

5.3.2 Diskussion der Konstanten

Im Schétzer (5.18) fiir ||y — thHg(Q) tauchen die vier Konstanten cq, ¢z, , ¢; und ¢ auf.
Bis auf ¢ hingen sie von der jeweiligen Triangulierung ab, insbesondere vom kleinsten
Winkel der Triangulierung. Falls der kleinste Winkel iiber alle Triangulierungen von unten
beschrénkt bleibt, so sind die Konstanten c7; , ¢; und ¢z von oben beschrénkt. Wie dies

realisiert werden kann, ist in Abschnitt 5.4 beschrieben.

Die Konstante cq bereitet hier keine Probleme, denn fiir €2 wird der Einheitskreis, d.h.
Q= {z=(21,22) € R?: 2% + 23 < 1} verwendet. Aus den Bemerkungen zur Friedrich-

schen Ungleichung (Lemma 2.18) ergibt sich cq =~ m.

Wie oben bereits angedeutet, ist die Konstante c7; zu einer gegebenen Triangulierung
leicht bestimmbar. Dazu wird nochmals die Summe in (5.17) betrachtet und daran
erinnert, dass mit den Gebieten wyp bzw. wp alle an T € 7T, bzw. E € &, angrenzen-

den Dreiecke gemeint sind. Es gilt:

N

Z H’UHzl(wTﬂr Z HvH?pw

TeTy, Eegh,ﬂ
%
2 2
= Z cavTHUHHl(T) + Z .1 HUHHl(T)
TeT), TeTy

D=

IN

<2 7rpeai)_; {ca,T, Cb,T}) HUHHl(Q) :

=:cq,
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NVAVAVAV VAN

innerer Punkt ) einfacher Randpunkt ) zweifacher Randpunkt

Abbildung 5.2: Klassifizierung von Punkten

Hierbei zahlt ¢, bzw. ¢, 7, wie oft {iber das Dreieck 7" integriert wird. Beispielsweise
gilt ¢, 7 = 11 in Abbildung 5.1. Es setzt sich aus der Anzahl der angrenzenden Dreiecke
und 7" selbst zusammen. Fiir ein Dreieck T' mit Eckpunkten P, P und P3 lasst sich ¢, 1

in der Form
Ca7T:1—|—(N1—1)—|—(N2—1)—|—(N3—1)—j:N1+N2—|-N3—2—j

ausdriicken. Dabei gibt N; an, wie viele Dreiecke den Punkt P; als Eckpunkt besitzen
und j bezeichnet die Anzahl der Randkanten von T'. Offensichtlich ist N1 + Ny + N3 eine
obere Schranke fiir ¢, 7.

Analog ergibt sich fiir ¢, 7
Cb7T:3—|—(M1—2)+(M2—2)—|—(M3—2):M1+M2—|-M3—3,

wobei M; die Anzahl der Kanten mit dem Punkt P, bezeichnet. Aus den verfiigharen
Datenstrukturen der Matlab PDE-Toolbox ist M; nur schwer zu berechnen. Jedoch be-
steht der folgende einfache Zusammenhang zwischen M; und N;. Es gilt M; = N;, falls
P; ein innerer Punkt ist, M; = N; + 1, falls P; ein einfacher Randpunkt ist und allgemein
M; = N;+n, falls P; ein n-facher Randpunkt ist. Worum es sich bei dieser Klassifizierung
der Punkte handelt, soll durch Abbildung 5.2 verdeutlicht werden. Unter der gemachten
Voraussetzung, dass €2 ein Lipschitz-Gebiet ist, kann es nur innere Punkte und einfache

Randpunkte geben. Daraus ergibt sich:

ch 7 < N1+ No+ N3 .
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Abbildung 5.3: regulére Verfeinerung

Grofere Schwierigkeiten bereiten die zwei Konstanten ¢; und co bzw. das benétigte Ma-
ximum der beiden. Es wurden verschiedene Tests mit linearen partiellen Differential-
gleichungen vom Typ (5.12) durchgefiihrt. Die Losung y und eine Funktion ¢ wurden
vorgegeben und daraus die Funktion g berechnet. Anschliefend erfolgte das Losen der
Aufgabe und der Vergleich des Abstandes der berechneten zur exakten, bekannten Lo-

sung, d.h. ||y — thHé(Q). Hierbei spielt der Effektivitats-Index neg = eine

Chn
||y_thH3(Q)
wichtige Rolle. Es wurde festgestellt, dass sich neg fiir h = max hr — 0 einem festen

€1y
Wert nahert. Daraus motiviert ist die Wahl fiir ¢; und c¢y. Es wird

1 = cg = 0,04 = max {c1, o}

verwendet. Fiir diese Wahl war neg stets grofer 1, so dass von der Giiltigkeit der Unglei-

chung (5.18) ausgegangen wird.

5.4 Verfeinerungsstrategie

Wie im Algorithmus 3.3 beschrieben, muss der Raum X verfeinert werden, falls die
Loésung in diesem Raum nicht den Genauigkeitsanforderungen geniigt. Das kann auf

verschiedene Weise geschehen.

Die einfachste Moglichkeit besteht in der globalen, reguldren Verfeinerung des Gitters.
Darunter versteht man das Aufteilen aller Dreiecke in vier kongruente Dreiecke. Wie in
Abbildung 5.3 dargestellt, werden dazu die Seitenmittelpunkte als neue Punkte einge-
fligt und miteinander verbunden. Da die vier neuen Dreiecke dhnlich zum alten Dreieck

sind, haben sie die gleichen Winkel, so dass sich insbesondere der kleinste Winkel nicht
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verdndert. Bei einer solchen Verfeinerung vervierfacht sich ungeféhr die Anzahl der Punk-

te bzw. Freiheitsgrade, der Gitterparameter h = max hr halbiert sich.
€ln

Eine andere Mdoglichkeit ist die Verfeinerung ausgewéhlter Dreiecke. Die Auswahl sol-
cher Dreiecke erfolgt anhand der lokalen Fehlerindikatoren 7, r aus dem vorherigen Ab-
schnitt 5.3. So kdnnen Dreiecke mit einem hohen Anteil am Gesamtfehler ausgewéhlt und

verfeinert werden. Dreiecke T', die die Bedingung
> 5.19
nhr > B mea}; Mh,1 ( )

mit dem Parameter [ erfiillen, werden fiir die Verfeinerung markiert. Dies ist eine géngige
Auswahlstrategie, die auch hier mit g = 0,8 angewandt wird. Die markierten Dreiecke
werden, wie bei der reguldren Verfeinerung, in vier kongruente Dreiecke aufgeteilt. Dabei
werden die drei Kanten in ihrer Mitte geteilt und auf jeder Kante entsteht ein neuer
Punkt. Eventuell ist das Gitter dann nicht mehr zuldssig. Um dies zu beheben, wird die
Strategie aus [RS75] verwendet. In dieser erfolgt nach der reguldren Verfeinerung der
markierten Dreiecke die Teilung der langsten Kante derjenigen Dreiecke, die eine geteilte
Kante besitzen. Dieser Schritt wird solange wiederholt, bis keine weiteren Kanten mehr
geteilt werden. Danach beginnt die Bildung neuer Dreiecke aus den geteilten Kanten
bzw. den neuen Punkten. Ein Dreieck mit drei geteilten Kanten wird, wie bei der regu-
laren Verfeinerung, in vier neue Dreiecke aufgespalten. Hat ein Dreieck nur zwei geteilte
Kanten, wird der Mittelpunkt der ldngsten Kante mit der gegeniiberliegenden Ecke und
dem verbleibenden neuen Punkt verbunden. Bei Dreiecken mit nur einer geteilten Kan-
te wird der neue Punkt mit der gegeniiberliegenden FEcke verbunden. In Abbildung 5.4
ist ein Beispiel dargestellt, bei dem die beiden Dreiecke 77 und 75 fiir die Verfeinerung

markiert sind.

Ein grofer Vorteil besteht darin, dass sich der kleinste Winkel im Verlauf mehrerer solcher
Verfeinerungen hochstens halbiert. Das Verfahren ist bereits in der hier verwendeten
Matlab PDE-Toolbox implementiert.

Nachteilig am Auswahlkriterium (5.19) erweist sich, dass unter Umsténden nur ein Drei-
eck fiir die Verfeinerung markiert wird. Dadurch kann der Fortschritt sehr gehemmt sein.
Eine andere Moglichkeit ist die Verfeinerung eines festen Anteils an Dreiecken. So kénnten

beispielsweise die 0,2 - |7;,| schlechtesten Dreiecke ausgewéhlt und verfeinert werden.
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AN

Abbildung 5.4: Verfeinerung nach [RS75|

Auch andere Verfeinerungsstrategien wurden getestet. Zum Beispiel wurde versucht, die
ausgewahlten Dreiecke gleich mehrfach zu verfeinern oder den Parameter § anhand der
geschétzten noch benotigten Genauigkeit zu steuern. Diese Strategie erwies sich jedoch als
nicht erfolgreich, denn in den meisten Féllen wurde 3 so klein gewéhlt, dass eine regulére
Verfeinerung stattfand. Das werden auch die Iterationsverldufe im néchsten Abschnitt

belegen.

5.5 Numerische Resultate

In diesem Abschnitt sollen verschiedene numerische Ergebnisse des Verfahrens fiir ein
konkretes Beispiel vom Typ (5.1) wiedergegeben werden. Fiir die nichtlineare Funktion d
wird d(z,y) = y* gewihlt. Sie erfiillt alle gestellten Voraussetzungen. Wie bereits in
Abschnitt 5.3.2 erwadhnt, wird fiir Q der Einheitskreis verwendet. Die Losung y* wird

vorgegeben und dazu die entsprechende Funktion f aus
- —Ay* + y*3

berechnet. Damit ist es moglich, den Abstand der Iterierten zur Losung y* zu ermitteln.
Es wird

y*(x = (v1,22)) = (1 — 2] — 23) sin(202122) exp(41)

gewahlt. Die Losung y* ist in Abbildung 5.5 dargestellt und erfiillt offensichtlich die
Randbedingung y* = 0 auf 0). Sie besteht aus einem flachen und aus einem turbu-

lenteren* Teil. Fiir die H}(2)-Norm von y* gilt: Hy*HHé(Q) ~ 52,26. Damit erhélt man
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y(x)

0.5 0.5

Abbildung 5.5: Losung y*(z) in Q

||y*_yn||H6(Q)

ein Gefiihl fiir den relativen Fehler von y,. Um das vorgeschlagene Ver-

Ily*HHé(Q)
fahren vergleichen zu kénnen, werden zunéchst Ergebnisse von zwei einfachen Ansétzen

gezeigt.

5.5.1 Konvergenz auf einem festen Gitter

Im Folgenden wird das ,normale Newton-Verfahren fiir eine feste Diskretisierung (d.h.
ein festes Gitter) angewandt. Dies geschieht auf unterschiedlich feinen Gittern, welche
aus einem Anfangsgitter nach entsprechend haufiger globaler, regulérer Verfeinerung her-

vorgingen. Als Startlésung wird yy = 0 verwendet.

In Tabelle 5.1 ist der Verlauf des Newton-Verfahrens auf einem Gitter mit 24833 Knoten

dargestellt. Gut zu erkennen ist die erwartete quadratische Konvergenz des Verfahrens,
[10yn | 1
.h. ﬁ bleibt von oben beschriankt. Nach 6 Schritten hat das Iterationsverfahren
rHlEg @)

eine Genauigkeit von 5.24E+00 erreicht und ist fertig konvergiert.
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[16yn | g1

Tteration 1 | [y = yns1ll ) | [100nllms oy wif“())

0 9.75E+00 5.89E+01

1 5.31E+00 7 .39E+00 2.13E-03

2 5.24E+00 7.65E-01 1.40E-02

3 5.24E+00 1.08E-02 1.85E-02

4 5.24E+00 2.26E-06 1.92E-02

5 5.24E+00 2.46E-13 4 .82E-02

Tabelle 5.1: Normales Newton-Verfahren auf einem festen Gitter mit 24833 Knoten

Knoten p | benétigte Iterationen m | [|y* — yp|| HAQ)
33 8 4 .57E+01
113 6 4 .99E+01
417 6 3.67E+01
1601 6 2.03E+01
6273 6 1.04E+01
24833 6 5.24E+00
98817 6 2.62E+00
394241 6 1.31E+00

Tabelle 5.2: Erreichte Genauigkeit flir verschiedene Gittergrofsen

Diese Vorgehensweise wurde fiir verschiedenen Gittergrofsen wiederholt. Tabelle 5.2 stellt
die erreichte Genauigkeit auf dem entsprechenden Gitter nach dem Fertig-Iterieren des
Verfahrens dar. Bemerkenswert ist, dass die Genauigkeit auf dem Gitter mit 113 Knoten
grofser als auf dem groberen Gitter mit nur 33 Knoten ist. Dies spricht fiir den Einfluss der
Nichtlinearitdt. Ab einer Gittergrofe von 417 ist zu erkennen, dass die Genauigkeit (bzw.
der Fehler) ||y* — ym||H3(Q) in der Ordnung O(h) liegt!. Dies entspricht der erwarteten
Konvergenzordnung fiir lineare partielle Differentialgleichungen. Die Nichtlinearitdt ist

hier kaum noch von Bedeutung.

5.5.2 Akzeptieren jedes Schrittes

Eine weitere Moglichkeit besteht in der Akzeptanz jedes Schrittes. Die Verfeinerung des
Gitters erfolgt wie in Abschnitt 5.4 beschrieben. Zusétzlich wird der neue Punkt stets

!'Eine regulire Verfeinerung vervierfacht die Anzahl der Knoten und halbiert h sowie den Fehler.
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akzeptiert, unabhingig davon, ob der jeweilige Schritt der Genauigkeitsforderung des
Verfahrens geniigt. Im Vergleich zu den Ergebnissen des vorigen Abschnittes sieht man
in Tabelle 5.3 ungefihr die doppelte Genauigkeit bei dhnlicher Gittergrofse. Zum Beispiel
betrégt diese hier bei einem Gitter mit ca. 400000 Knoten ||y* — y48||H3(Q) = 7.55E-01
im Gegensatz zu ||y* — yel| Hi() = 1.31E+00 aus dem vorhergehenden Abschnitt. Um auf
einem festen Gitter eine Genauigkeit von 7.55E-01 zu erreichen, werden fast 1600 000
Knoten benotigt. Allerdings ist dieser Vorteil nicht so grofs, wie es zunéchst erscheint,
da deutlich mehr Iterationen bendtigt werden. Diese sind zur adaptiven Anpassung des
Gitters notwendig, um den Vorteil in der Genauigkeit zu erreichen. Welches der beiden
bisherigen Verfahren effektiv schneller ist, wird in dieser Arbeit nicht diskutiert. Denn
die Geschwindigkeit héngt vor allem davon ab, wie schnell ein lineares Gleichungssystem
mit p Unbekannten gelost werden kann. Da es moglich ist, nur ein Dreieck zur Gitter-
verfeinerung zu markieren, erlaubt das hier verwendete Auswahlkriterium keine Aussage
iiber einen Mindestfortschritt der Gittergrofe, was die Gegeniiberstellung der Geschwin-
digkeiten zusétzlich erschwert.

Der wohl grofste Nachteil im Vergleich zum Verfahren aus Kapitel 3 ist die fehlende

HéynHHé(Q)

h—1 = m——>—— lésst sich eine ,,schwache” lineare
[[0yn—1 HH(% (Q)

Konvergenzkontrolle. Anhand von 6

Konvergenz feststellen. Mit ,,schwach® ist gemeint, dass der Kontraktionfaktor 6,, meist
knapp unter 1, jedoch manchmal iiber 1 liegt. An der letzten Spalte ist deutlich erkennbar,
dass es sich nicht um quadratische Konvergenz handelt. Zu erwarten ist, dass das in

diesem Abschnitt beschriebene Verfahren die beste Genauigkeit liefert.

5.5.3 Quadratischer Konvergenzmodus

Es wird das in Kapitel 3 vorgestellte Verfahren mit dem quadratischen Konvergenzmodus
angewandt (siehe Algorithmus 3.3). Dabei wird auch hier das Gitter, wie in Abschnitt 5.4
beschrieben, verfeinert. Anders als im Algorithmus wird auf die ,,a-postposteriori Uber-
priifung der Genauigkeit von dyg verzichtet. Der erste Schritt wird stets akzeptiert, um
einen Stillstand zu vermeiden. Nachteilig erweist sich, dass dyg nicht mehr zur Theorie
passen muss. Das setzt sich durch 6y bis zur nichsten Iteration fort. Zusétzlich erfolgt
die Unterscheidung, ob auf einem kleinen Gitter mit Startpunkt yy = 0 begonnen wird
oder ob yp als Losung des normalen Newton-Verfahrens (auf einem festen Gitter, vgl.

Abschnitt 5.5.1) hervorgegangen ist.
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Héy”LIIHl(Q) H‘SynHHl(Q)
. * 0 0]
Iteration n | Knoten p | ||y yn+1||H5(Q) ||5yn||H3(Q) H(Syn,lHHé(Q) ”53’"’1”23(9)
0 33 5.17E+01 3.81E+01
1 46 5.31E+01 2.92E+01 7.67E-01 2.01E-02
2 50 5.29E+01 1.82E+01 6.22E-01 2.13E-02
3 58 5.07E+01 1.35E+01 7.44E-01 4 .09E-02
4 72 4 .76E+01 1.43E+01 1.06E+00 7.84E-02
5 93 4 35E+01 1.81E+01 1.26E+00 8.77E-02
6 123 3.77E+01 1.58E+01 8.73E-01 4 .83E-02
7 132 3.69E+01 5.37E+00 3.41E-01 2.16E-02
8 157 3.44E+01 9.94E+00 1.85E+00 3.44E-01
9 216 3.03E+01 1.15E+01 1.16E+00 1.17E-01
10 286 2.75E+01 9.04E+00 7.83E-01 6.78E-02
11 315 2.61E+01 5.50E+00 6.08E-01 6.73E-02
12 427 2.26E+01 8.55E+00 1.56E+00 2.83E-01
18 1641 1.17E+01 3.72E+00 8.35E-01 1.88E-01
24 6268 6.00E+00 1.77E+00 8.16E-01 3.77E-01
31 25019 3.00E+00 8.84E-01 9.47E-01 1.01E+00
38 92059 1.56E+00 4.11E-01 8.80E-01 1.88E+00
a7 387654 7.55E-01 1.81E-01 8.41E-01 3.91E+00

Tabelle 5.3: Iterationsverlauf, falls jeder Schritt akzeptiert wird
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[[0yn | 1 10yl g1
teration n | Kuoten p | ly* = vwsllyey | 100l | rioges | oo ity
0 (0) 33 5.17E+01 3.81E+01 (

1 (20) 1655 3.48E+01 4.37E+01 1.15E+00 3.01E-02
1655 2.17E+01 1.84E+01

2 (24) 100115 1.86E+01 1.98E+01 4 .52E-01 1.03E-02

3 (0) 100115 7.46E+00 1.40E+01 7.09E-01 3.59E-02
100115 2.24E+00 7.66E+00

4 (18) 437709 1.77E+00 7.71E+00 5.51E-01 3.93E-02
437709 7.10E-01 1.59E+00

Tabelle 5.4: Quadratischer Konvergenzmodus mit gy = 0

Der Verlauf beider Varianten ist in den Tabellen 5.4 und 5.5 dargestellt. Die geklammerte
Zahl hinter dem Iterationszéhler gibt an, wie oft versucht wurde, einen zuléssigen Schritt
zu finden, der jedoch wegen zu geringer Genauigkeit verworfen werden musste. Steht
in einer Zeile kein Iterationszéhler, handelt es sich um berechnete Schritte, die wegen
zu geringer Genauigkeit nicht akzeptiert worden sind. Sie werden ausgegeben, um die
einzelnen Strategien besser vergleichen zu konnen. In der dritten Spalte befindet sich
dann der Abstand zur Losung, falls der Schritt gegangen worden wére. Von besonderem
Interesse ist der erste versuchte Schritt nach einem akzeptierten Schritt dy,. Dieser wird
mit 0y,,.; bezeichnet. Die Grofen &y, und dy,,; werden dabei auf demselben Gitter
berechnet. Eine wichtige Rolle spielt das Verhéltnis von [|dyy,]| Hi) 2ur Schrittlinge

des Kandidaten H5_yn +1H HAQ) Es zeigt an, inwieweit das Newton-Verfahren auf diesem
0

’ ’6_yn+1‘ ‘Hé(ﬂ)

Gitter konvergiert ist. Ist klein, spricht das fiir eine fast abgeschlossene

[[0%n | IH& (Q)
Konvergenz.

Insgesamt werden nur wenige Iterationen gemacht. Fiir einen einzelnen Iterationsschritt
sind allerdings viele Fehlversuche notwendig. Auffillig ist, dass in Tabelle 5.4 fiir ein
Gitter mit 100115 Knoten direkt zwei Schritte hintereinander akzeptiert werden. Das
legt die Vermutung nahe, dass die Nichtlinearitat aufgrund der wenigen Iterationsschrit-

te noch nicht iiberwunden ist. Dafiir spricht ebenfalls das oben genannte Verhéltnis
Héy”JleHé(Q)

ool nach jedem akzeptierten Schritt, welches hier bis einschlieflich der letzten
nllad @)

Iteration relativ grofs ist. Im Gegensatz zu dem Verfahren aus dem vorigen Abschnitt 5.5.2

kann hier noch ein Fortschritt ohne Verfeinerung des Gitters erzielt werden. Erst mit dem

81



5 Beispiel

[[0yn | 1 10yl g1
teration | Konoten s | 1 = sl | Dol | it | et
0 (0 1601 2.03E+01 2.31E-14 ’

1 (13) 7965 5.46E+00 1.18E+01 5.11E+14 2.21E+28
7965 5.46E+00 2.38E-02
26469 2.93E+00 2.82E+00
104375 1.46E+00 3.22E+00
404380 7.40E-01 3.32E+00

Tabelle 5.5: Quadratischer Konvergenzmodus, bei dem gy die Newton-Losung auf einem
Gitter mit 1601 Knoten ist

letzten Schritt wiirde eine grofsere Genauigkeit als mit dem normalen Newton-Verfahren
(Abschnitt 5.5.1) erreicht werden. Sie ist mit 7.10E-01 in etwa so grof wie bei der in
Abschnitt 5.5.2 verfolgten Strategie. Die geforderte Genauigkeit hindert das Verfahren
stark am Voranschreiten. Ob es sich tatsdchlich um quadratische Konvergenz handelt, ist
unklar, da die geringe Anzahl an Iterationen dariiber keine Aussage erlaubt. Erschwerend
kommt hinzu, dass dyg wegen des oben beschrieben Problems nicht zur Theorie passen

||6y1||H6(Q) ||6y1||H6(Q)

muss und damit auch ,fehlerbehaftet* sein konnen.

T un
l1ovoll 73 (e ||5yo||§{3(m

In Tabelle 5.5 sind die Auswirkungen des ,fehlerbehafteten* dyy besonders deutlich zu
erkennen. Da mit der Newton-Losung auf einem Gitter mit 1601 Knoten gestartet wird,
ist die erste Schrittlange mit ||0yol] Hi(Q) = 2-31E-14 sehr klein. Das hat entsprechende
Auswirkung auf die nachfolgende Iteration. Insgesamt wird nur noch ein weiterer Schritt
akzeptiert. Wie die letzten drei Zeilen nahe legen, resultiert ein moglicher Fortschritt nur
aus der Verfeinerung des Gitters. Das heifst, dass die normale Newton-Iteration auf dem
festen Gitter die Nichtlineraritdt {iberwunden hat. Die im Verhéltnis zu Zeile 2 kleine
Schrittlinge in Zeile 3 untermauert das. Das eigentliche Verfahren startet mit einem
,fast lineraren Problem®. Um fiir eine lineare partielle Differentialgleichung (fiir die der
Fehler der diskreten Losung mit der Ordnung O(h) gegen 0 strebt) eine quadratische
Konvergenz zu erreichen, muss h quadratisch gegen 0 konvergieren'. Dies stellt eine
enorme Forderung dar. Der lineare Konvergenzmodus im folgenden Abschnitt versucht,

diese abzuschwéchen.

!Das ist nicht ganz exakt. Der Diskretisierungsfehler einer linearen partiellen Differentialgleichung
wird mit der Schrittlinge des Verfahrens in Verbindung gesetzt.
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[[0ynll 1 10yl g1
Iteration n | Knoten p | ||y* — yn+1HH3(Q) H5ynHHg(Q) \|5yn,1ﬁf[§:;) I\5yn—1|1|{£(1§:;)
0 (15) 873 1.81E+01 5.70E+01 -
873 1.60E+01 6.81E+00
1 (16) 19658 3.44E+00 1.20E+01 2.10E-01 3.69E-03
19658 3.39E+00 5.52E-01
23512 3.10E+00 1.01E+00
99440 1.50E+00 1.95E+00
408819 7.34E-01 2.11E+00
2 (21) 653645 5.84E-01 2.13E+00 1.78E-01 1.49E-02
653645 5.84E-01 5.39E-03
Tabelle 5.6: Linearer Konvergenzmodus mit gy = 0
0Yn 1 SYn, 1
teration | Kaoten | 19" =l | 100 g | et | b
0 (17) 17295 3.63E+00 1.21E+01 :
17295 3.63E+00 2.62E-02
26458 2.93E+00 1.33E+00
104295 1.46E+00 2.04E+00
404281 7.40E-01 2.19E+00
1 (21) 520382 6.52E-01 2.20E+00 1.81E-01 1.50E-02
520382 6.52E-01 4 .20E-05

Tabelle 5.7: Linearer Konvergenzmodus, bei dem g die Newton-Lésung auf einem Gitter
mit 1601 Knoten ist

5.5.4 Lineare Konvergenz

In diesem Teil erfolgt die Vorstellung der numerischen Ergebnisse, der in Abschnitt 3.2.2
beschriebenen Methode. Dazu wird § = % gewahlt. Analog zum vorigen Abschnitt werden
beide Varianten fiir den Startpunkt yg betrachtet und, wie in Abschnitt 5.4 beschrieben,
verfeinert. Die Verldufe sind in den Tabellen 5.6 und 5.7 wiedergegeben. Die im quadra-
tischen Konvergenzmodus angesprochene Problematik mit dy tritt hier nicht auf. Die

Forderung 6, < 6 wird auch fiir n = 0 erfiillt.

Genauso wie beim quadratischen Konvergenzmodus ist die Iterationsanzahl gering. Ge-
gensétzlich ist, dass im Fall yy = 0 bereits mit der zweiten Iteration (gemeint ist Zeile 3 in
Tabelle 5.6) der ,iibliche Fehler aus Abschnitt 5.5.2 erreicht wird. Ahnlich wie im vorigen
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Abschnitt spiegelt sich dies auch beim Start mit der Newton-Losung wieder (Tabelle 5.7).

In diesen Féllen hiangt der Fortschritt wieder fast ausschlieftlich von der Verfeinerung des

| |57yn+1 | | 1

Gitters ab. Gestarkt wird diese Aussage von den kleinen Verhéltnissen Wfo(m i
n H() (Q)

beiden Tabellen. Wieder ist aufgrund der geringen Iterationsanzahl schwer einzuschétzen,

um welche Konvergenzgeschwindigkeit es sich tatséchlich handelt.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde ein inexaktes, affin invariantes Newton-Verfahren im Banachraum
vorgestellt. Dabei wurde sowohl auf eine lokale als auch auf eine globale Phase eingegan-
gen. Fiir Erstere konnte die lineare und die quadratische Konvergenz bewiesen werden.
Im quadratischen Konvergenzmodus sind die Kantorovitsch-Grofien hfL ausschlaggebend
fiir die geforderte Genauigkeit. Nachteilig daran ist, dass diese meist nur geschétzt werden
kénnen und dabei keine Mindestgiite garantiert werden kann. Aus einer schlechten Schét-
zung resultiert eine iibermékig starke Genauigkeitsanforderung. Der lineare Konvergenz-
modus hat diesen Nachteil nicht. Fiir ihn geniigt es, wenn die relativen Genauigkeiten 9,

unterhalb einer Grenze § bleiben.

Die im Anschluss daran vorgestellte globale Phase hat ebenso diese vorteilhafte Eigen-
schaft. Sie nutzt das natiirliche Abstiegskriterium als Mafs fiir den Fortschritt und erfillt
damit die wichtige affine Invarianz, ist jedoch nicht global konvergent. Da die Anfor-
derungen an die relative Genauigkeit denen im linearen Konvergenzmodus der lokalen

Phase #hneln, ist ein einfacher Ubergang in die lokale Phase moglich.

In Kapitel 5 wurde der lokale Teil des Verfahrens am Beispiel einer semilinearen par-
tiellen Differentialgleichung angewandt. Insgesamt erscheint das gewéahlte Beispiel zum
Untersuchen der lokalen Phase etwas unpassend. Denn nach wenigen Iterationen hatte
es die Eigenschaften einer linearen partiellen Differentialgleichung, was wiederum nicht
verwunderlich ist, da es sich um die lokale Phase handelt. Problematisch dabei ist, dass
nur mit viel rechenintensivem Aufwand der von der linearen bzw. quadratischen Konver-
genz geforderte Fortschritt realisiert werden kann.

Der vom vorgeschlagenen Verfahren erreichte Vorteil in der erzielten Genauigkeit gegen-
iiber dem Newton-Verfahren, welches mit einer festen Diskretisierung arbeitet, gelang

vor allem durch die adaptive Steuerung der Diskretisierung bzw. des Gitters.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

Fiir die Zukunft empfiehlt sich daher die Implementierung der vorgeschlagenen globa-
len Phase, um damit auch andere Problemstellungen behandeln zu kénnen. Solche sind
zum Beispiel neben Aufgaben der optimalen Steuerung auch endlich-dimensionale Pro-
bleme wie die bekannte ,,Rosenbrock-Funktion®. Eine detailliertere Analyse des Verfah-
rens ist bei endlich-dimensionalen Problemen mdglich, weil die relative Genauigkeit ex-
akt bestimmt und sogar eingestellt werden kann. Bei unendlich-dimensionalen Aufgaben
muss besondere Sorgfalt auf die angesprochene Vergroberung der Diskretisierung gelegt

werden.

Um das Verfahren auf Aufgaben der optimalen Steuerung anwenden zu kénnen, ist ein
entsprechender Fehlerschitzer notwendig. In vielen Fehlerschétzern tritt eine héufig un-
bekannte Konstante auf. Denkbar ist, dass unter zusédtzlichen Annahmen auf diese Kon-
stante verzichtet werden kann, indem nur auf die Quotienten des Fehlerschétzers aus
verschiedenen Iterationen zuriickgegriffen wird. Es stellt sich die Frage, ob in diesem Fall

trotzdem eine Konvergenz gesichert werden kann.

Zu guter Letzt ist es noch moglich, die durch die Diskretisierung auftretenden grofen
linearen Gleichungssysteme nur inexakt zu l6sen. Hierfiir kommen verschiedene CG-artige
Algorithmen in Frage. Es wére zu untersuchen, inwieweit man den zuséatzlichen Fehler
in der relativen Genauigkeit des Verfahrens verbergen kann und welche Algorithmen

geeignet sind.
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