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Aufgabenstellung

In [5] fithrte V. Chvatal die Toughness als Graphenparameter ein. Ein Graph
heifit t-tough, wenn er nach Loschen einer beliebigen Teilmenge T" seiner Knoten
in hochstens ¢|7'| Komponenten zerfillt. Die Toughness eines Graphen ist nun
das maximale t, fiir das ein Graph t-tough ist. Dieser Graphenparameter wurde
zunéchst im Zusammenhang mit der Existenz von Hamiltonkreisen betrachtet.
So ist klar, dass ein Graph mit Toughness kleiner als 1 keinen Hamiltonkreis
hat und es wird vermutet, dass hinreichend grofle Toughness die Existenz eines
Hamiltonkreises sichert.

Neben Hamiltonkreisen sind aber auch Kreise durch vorgeschriebene Kno-
ten von Interesse (vgl.[7, 12, 13, 14, 19, 20]). Es ist daher natiirlich, die Tough-
ness eines Graphen zu einer Toughness von Knotenmengen in einem Graphen
zu erweitern: Dazu betrachten wir eine Teilmenge H der Knoten des Graphen
G und sagen, H ist t-tough in G, wenn nach Loschen einer beliebigen Teilmenge
T der Knoten von G die Zahl der Komponenten des Ergebnisses, welche Kno-
ten aus H enthalten, hochstens ¢|T| ist. Die Toughness von H in G ist dann
das maximale ¢, fiir das H noch t-tough in G ist. Hat der Graph G einen H
iiberdeckenden Kreis, so ist die Toughness von H in G offenbar mindestens 1.
Desweiteren ist die Toughness von G offenbar gerade die Toughness von V (G)
in G.

Neben den Untersuchungen zum Zusammenhang zwischen Toughness und
Hamiltonkreisen wurde auch der Zusammenhang der Toughness mit der Exi-
stenz von k-Faktoren, also k-reguléren Untergraphen, untersucht (vgl. [8]).

Als H-lokalen k-Faktor eines Graphen G bezeichnen wir ein System kreu-
zungsfreier H-Wege in G derart, dass jeder Knoten aus H in genau k dieser
Wege enthalten ist. Dieser Begriff geht fir H = V(G) in den Begriff des k-
Faktors von G iiber.

Thema der Diplomarbeit ist die Ubertragung von Eigenschaften der Tough-
ness eines Graphen auf die Toughness einer Knotenmenge in einem Graphen.
Insbesondere soll nach einem Zusammenhang zwischen der Toughness von H
in G und der Existenz eines H-lokalen k-Faktors gesucht werden.
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1 Einleitung

1.1 Verwendete Notation

Die verwendete Notation orientiert sich in groflien Teilen an der in Diestel,
“Graphentheorie” [6]. Einem Symbol wird mit dem Definitionszeichen := ein
Wert zugewiesen. Eine Ausnahme von der Diestelschen Notation zu Beginn:
N steht fiir die Menge der ganzen Zahlen > 1, also ohne die Null. Falls Null
enthalten sein soll, so wird Ny := N U {0} verwendet. Die Menge der reellen
Zahlen sei R. Fiir z € R sei |z| die grofite ganze Zahl < z.

Fiir eine Funktion f: D — W, W C R, und endliches X C D sei f(X) :=
> zex f(x), falls f(X) nicht schon anders definiert ist.

Es werden nur schlichte, endliche Graphen betrachtet. Sei G = (V, E) ein
Graph. Eine Kante zwischen Knoten x € V und y € V wird als 2y € FE
geschrieben. Fiir H C V sei G[H| der von H (knoten-)induzierte Teilgraph,
also G[H]) == (H,{zy €e E:x € Hyy € H}). Es sei G — H := G[V \ H|. Fiir
F C Esei G—F := (V,E\F). Ein Graph G' = (V', F’) ist ein Teilgraph
von G, falls V/ C V und E’ C FE gilt. In diesem Fall wird G’ C G geschrieben.
Bei Bedarf wird die Knotenmenge eines Graphen G’ auch mit V(G') und die
Kantenmenge mit E(G’) bezeichnet.

Zu A,BCVseiEAB):={zyc F:x€ ANy € B}. A und B miissen
nicht disjunkt sein. Insbesondere sei E(A) := E(A, A). Aulerdem wird ein ein-
zelner Knoten z € V' in diesem Zusammenhang auch als Menge {z} verwendet.
Mit N(z) sei die Menge der Nachbarn von x € V' gemeint, N(x) := {y : zy € E},
und N(A) := (J,c4 N(2). Der Grad eines Knotens z sei d(z) := |[N(z)|. Ein
Knoten z € V mit d(x) = 0 heifit isoliert. Der Rand einer Knotenmenge A sei
bd(A) := {z € A: N(z) \ A # 0}. Dies weicht von dem verwendeten Symbol
0 in [6] ab, erhoht aber nach Meinung des Autors die Lesbarkeit dieser Arbeit.
Komplementér zu bd(A) ist in(A) := A\ bd(A) das Innere von A. Falls sich es
nicht um “G” handelt, wird der Graph, auf den sich E, N, bd usw. beziehen, als
Index angegeben, z.B. Ng_x ().

Ein Weg entlang der Knoten xg,x1,...,2; wird durch xgx; ...x; beschrie-
ben und ist ungerichtet zu verstehen. Die Lénge dieses Weges ist [. In einem
Weg komme kein Knoten doppelt vor. Zwei Wege heilen intern disjunkt (oder
auch kreuzungsfrei), wenn ein gemeinsamer Knoten dieser Wege in beiden ein
Endknoten ist. Fiir H C V ist ein H-Weg ein Weg mit Linge > 1, dessen
(verschiedene) Endknoten in H sind, aber dessen andere Knoten alle nicht in
H sind.

Ein Kreis z1x2 ... 221 der Lénge [ besteht aus einem Weg 125 ... 2; und
einer Kante x;x1 € FE, die nicht in diesem Weg enthalten ist. Damit hat ein
Kreis immer Linge > 3.

Eine Knotenmenge H C V heifft unabhéngig, falls E(H) = ), und voll-
standig, falls E(H) = {zy : * € H,y € H,z # y} ist. Der Graph G selbst
heifit unabhéngig beziehungsweise vollstiandig, falls dies fiir V' gilt. Es sei a(G)



die Unabhéngigkeitszahl von G, also die Kardinalitit einer grofiten unabhén-
gigen Menge in G. Schliellich sei x(G) die chromatische Zahl von G, d.h. die
minimale Anzahl von unabhéingigen Mengen, deren Vereinigung V ist.
Komponenten eines Graphen werden als induzierte Teilgraphen aufgefasst,
enthalten also sowohl Knoten als auch Kanten. Die Menge der Komponenten
von G sei C(G) (nicht Cg wie in [6]). Um all zu verschachtelte Notation zu
vermeiden, wird fiir eine Komponente C' € C(G) aber statt V(C') meistens
einfach C' geschrieben. Die Menge der H-Komponenten, also Komponenten
C € C(G) mit C N H # (), sei C(G). Die Anzahl der Komponenten eines
Graphen sei ¢(G) bzw. ¢I(G), wenn nur H-Komponenten gezihlt werden.

1.2 Literaturiiberblick

Die Toughness (deutsch: “Robustheit” oder “Z#higkeit”) einer Knotenmenge H
in einem Graphen beschreibt quantitativ, wie schwer es ist, durch das L&schen
von beliebigen Knoten die Menge H zu trennen. Dabei ist die Anzahl der H-
Komponenten nach dem Loschen das Mafl dafiir, wie gut H getrennt wurde.

Definition 1 Sei G = (V, E) ein Graph und H C V. Seit € R,t > 0. Falls
VZCV mitc(G-2)>2

(G - 7) < |Z|

gilt, so ist H t-tough in G. Fulls H =V ist, so wird der Graph G als t-tough
bezeichnet.

Definition 2 Sei G = (V, E) ein Graph und H C V. Die Toughness 7¢(H)
von H in G ist definiert als

7¢(H) :=sup{t e R:t >0, H ist t—tough in G}

und sei +00, falls H fiir jedest > 0 t-tough in G ist. Falls es klar ist, auf welchen
Graphen sich g (H) bezieht, wird der Index weggelassen. Im Falle H =V wird
auch 7(G) statt 7¢(V') geschrieben.

Die Definition der Toughness eines Graphen, also der Fall H = V, geht
auf Chvatal [5] zuriick. Man sieht leicht ein, dass ein Kreis 1-tough ist. Ein
Graph G, der einen Hamilton-Kreis (einen Kreis durch alle Knoten von G) ent-
hélt, ist deshalb mindestens 1-tough. Chvéatal stellte die Vermutung auf, dass
es ein ty € R gibt, so dass jeder tp-toughe Graph einen Hamilton-Kreis enthélt.
Diese Vermutung ist weiterhin offen, aber das Zusammenspiel von Toughness
und Hamilton-Kreisen oder allgemeiner groen Kreisen wurde intensiv studiert.
Einen Uberblick bieten [1] und [2]. Aus diesem Themenkreis soll auch [14] er-
wihnt sein, da darin die Toughness einer Knotenmenge H definiert wird. Insge-
samt ist die Literatur zur Toughness von Knotenmengen H anstatt ganz V aber



noch sehr diinn gesét. Deswegen folgen erst einmal einige wichtige Resultate
zur Toughness von Graphen.

Weg von Kreisen weist die Interpretation eines Hamilton-Kreises als (zu-
sammenhéngender) 2-Faktor. Schnell die Definition eines Faktors: Fiir eine auf
der Knotenmenge definierte Funktion f mit Werten in N ist ein f-Faktor in
einem Graphen G = (V, E) ein Teilgraph G’ = (V, E’) auf der selben Knoten-
menge, so dass fiir jeden Knoten z gilt do(z) = f(x). Ein k-Faktor, k € N, ist
ein f-Faktor mit f = k. Chvétal vermutete 1973, dass jeder k-toughe Graph,
k € N, unter trivialen Zusatzbedingungen einen k-Faktor enthélt. Dies bewiesen
Enomoto, Jackson, Katerinis und Saito [8] ein Jahrzehnt spéter:

Satz 1 (Enomoto, Jackson, Katerinis, Saito) Sei G = (V, E) ein nicht
vollstandiger Graph. Sei G t-tough. Sei k € N mit t > k und k|V| gerade. Dann
enthdlt G einen k-Faktor.

Auflerdem zeigten sie, dass es fiir jedes kK € N und ¢ € R,e > 0, einen
(k — €)-toughen Graphen mit k|V| gerade gibt, der keinen k-Faktor enthélt. In
diesem Sinne ist die Aussage also scharf.

Insbesondere enthélt also ein 2-tougher Graph einen 2-Faktor. Allerdings
kénnen auch Graphen konstruiert werden, die (9/4 — ¢)-tough sind, aber kei-
nen zusammenhingenden 2-Faktor, d. h. keinen Hamilton-Kreis, enthalten [3].
Man kann also nicht hoffen, aus diesem Satz die andere Vermutung einfach
abzuleiten.

Enomoto fand stéirkere Versionen von Satz 1, die leicht abgewandelte Defi-
nitionen von t-tough nutzen. So kann die Bedingung in Definition 1 auf |Z| >
tc(G — Z) — %|Z| abgeschwiicht werden [9]. Falls |[V| > k* — 1 gilt, ist sogar
|Z| > tc(G — Z) — |Z] ausreichend, wie Enomoto [10] fiir £ < 2 und spéter
Enomoto und Hagita fiir beliebiges k € N zeigten [11].

Wieder im Zusammenhang mit Hamiltonkreisen definierte Katona “Edge-
Toughness” [17], welche es erlaubt, zusétzlich zu Knoten X C V gezielt Kanten
Y C E(G — X) zu léschen, um den Graphen zu trennen. Dabei soll jede Kom-
ponente C' von G’ := (V' \ X,Y) alle Kanten von G[C] enthalten, in gewisser
Weise also kanteninduziert sein. Dann ist ein zusammenhéngender Graph G
t-edge-tough, wenn fiir alle solche X und Y und entsprechendes G’ gilt

tc|G—-X-Y — U ing_x(C) | <|X|+ Z
cec(a) CeC(G)

{|bdc2x(c)|J _

Die rechte Seite dieses Terms ist dabei die sogenannte Permeabilitdt von
X und Y (vgl. z.B. [6], S. 75f.). Diese ist eine obere Schranke fiir die Anzahl
gleichzeitig in G liegender intern disjunkter Wege, deren Enden weder in X
noch in den an Y beteiligten Knoten liegen, aber einen Knoten aus X oder eine
Kante aus Y nutzen. (Diese Wege miissen also von X und Y “durchgelassen”
werden, deswegen der Name Permeabilitét.)



Wenn man die Definition von t-edge-tough nur fiir Y = () betrachtet, ergibt
sich direkt die Definition fiir t-tough. Somit ist ein t-edge-tougher Graph auch
t-tough. Umgekehrt ist ein 2t-tougher Graph t-edge-tough. Es gilt, dass ein
hamiltonscher Graph 1-edge-tough ist. Katona vermutete [18], dass fiir k € N
ein k-edge-tougher Graph einen 2k-Faktor enthélt. Dies gilt zwar fiir £ = 1, im
Allgemeinen stellte es sich aber als falsch heraus [15].

Leider verzichtete Katona urspriinglich darauf, diese Definition auf Teilmen-
gen H C V zu erweitern. Dabei besagt ein grundlegendes Resultat von Mader
[21], gemeinhin “der Satz von Mader”, dass die maximale Anzahl eines Systems
intern disjunkter H-Wege exakt durch das Minimum der Permeabilitéiten aller
solcher X CV\ H und Y C E(G — X — H) bestimmt wird, wobei noch even-
tuelle Kanten in E(H) beriicksichtigt werden miissen. In einer inzwischen recht
verbreiteten Schreibweise lautet dieser Satz so:

Satz 2 (Mader) Sei G = (V,E) und H C V. Die mazimale Kardinalitit
eines Systems intern disjunkter H-Wege ist

[B(H)| +min{ | X[+ Y
cec(@)

VbdGQX(C)VJ ’

wobei das Minimum tber alle X CV \H,Y C E(G — X — H) gebildet wird,
so dass in G' := (V \ X,Y) fiir jede Komponente C € C(G') gilt E(G[C]) =
E(G[C]).

Die Definition einer lokalen und stirkeren Variante der Edge-Toughness hol-
ten Goring und Katona in [15] nach. Sie definierten die topologische Toughness
einer Knotenmenge H wie folgt: H ist topologisch t-tough (kurz: ¢-topo-tough)
in G, wenn es fiir jedes H' C H, |H'| > 2, in G ein Wegesystem mit mindestens
t|H'| intern disjunkten H’-Wegen gibt. Diese Definition z#ihlt vorhandene Wege
anstatt getrennter Knoten und dreht damit scheinbar das Toughness-Konzept
um. Andererseits sei wieder an Satz 2 erinnert, dass ein geeigneter Trenner die
Anzahl der Wege genau bestimmen kann. Insofern ist diese Definition tatséch-
lich nur eine hiibschere Schreibweise fiir eine lokale Edge-Toughness, die diese
Toughness auch von allen Teilmengen fordert.

Falls V(G) t-topo-tough ist, so ist G auch t-edge-tough und damit ¢-tough.

Goring und Katona gaben fiir t € N aber Graphen mit Toughness t? — % an,

deren topologische Toughness nur ¢ — % ist. Allerdings zeigten sie auch, dass
jede (412 + 2t)-toughe Knotenmenge H mit [H| > (t+ 2)2/2 dann t-topo-tough
ist. Fithrt man in dem zugehotrigen Beweis einige Groflen bis zum Ende mit,
ergibt sich:

Satz 3 (Goring, Katona) Sei G = (V, E) ein Graph und H C V. H sei t-
tough in G. H istt'-topo-tough, falls |H| > ('+3)%/2, t > 2¢' min{x(G[H]), 2t'+
1} undt > (¢ + 3)% + 1 ist.



Die wohl wesentliche Eigenschaft der topologischen Toughness benétigt die
Definition eines H-lokalen k- bzw. f—Faktors. Fiir eine Funktion f :H — N
heifit ein System W von intern disjunkten H-Wegen ein H-lokaler f—Faktor,
falls darin jeder Knoten z € H in genau f (x) Wegen enthalten ist. Ein H-
lokaler k-Faktor ist ein H-lokaler f—Faktor fiir f = k. Fir H = V ist diese
Definition dquivalent zu der eines normalen f—Faktors, da ein V-Weg nur zwei
Knoten enthalten darf, also einer Kante entspricht.

Goring und Katona zeigten, dass eine Knotenmenge H C V fiir £k € N
genau dann k-topo-tough ist, wenn fiir jede Teilmenge H' C H mit |H'| > 2
ein H'-lokaler 2k-Faktor in G existiert. Somit ergibt sich sofort folgender Zu-
sammenhang zwischen der Toughness von H und der Existenz eines H-lokalen
k-Faktors:

Korollar 1 Sei G = (V,E) ein Graph und H C V sei t-tough. Sei k € N
gerade. Falls |H| > (k+3)2/8, t > kmin{x(G[H]),k+1} undt > (k+1)2/4+1
gilt, dann existiert ein H-lokaler k-Faktor in G.

Dies ist womoglich das erste Resultat in der Literatur, das ausdriicklich H-
lokale k-Faktoren aus der Toughness von H folgert, und sich nicht auf k < 2
beschrankt.

Man kann H-lokale f-Faktoren mit f-Faktoren fiir f|z = f und fly\ g = 2
vergleichen. Diese Definitionen sind nicht dquivalent, zeigen aber viele gemein-
same Eigenschaften. In diesem Zusammenhang verdient ein weiteres Ergebnis
zur Toughness, wenn auch der eines Graphen, noch Aufmerksamkeit. Das fol-
gende Resultat von Katerinis [16] verallgemeinert Satz 1 von k-Faktoren auf
f-Faktoren.

Satz 4 (Katerinis) Sei G = (V, E) ein t-tougher Graph. Sei f:V — N mit
f(V) =0 (mod 2). Seien a € N und b e N, b <|V|—1, so dass Vx € V gelte
a< f(z) <b.
Wenn gilt
Wj# falls a = b (mod 2)
>

(P +20-a) 1 pig g 2 b (mod 2),

a

dann enthdlt G einen f-Faktor.

Setzt man hier b = k und a = 2 ein, erhdlt man t > k(k+6)/8 (bzw. +1/8),
und dies kann auch als Richtlinie fiir ein Kriterium fiir H-lokale k-Faktoren
gelten.

1.3 Ergebnisse dieser Arbeit

Das Ziel dieser Diplomarbeit war es, den Zusammenhang zwischen lokaler
Toughness und lokalen k-Faktoren weiter zu untersuchen und womoglich ein



dhnliches Resultat wie Satz 1 zu zeigen. Das Hauptergebnis ist der folgende
Satz.

Satz 5 SeiG = (V,E) und H CV seit-tough in G. Sei k € N und k < |H|-1.
Falls

t >k und t > kmin{x(G[H]),k — 1} (A)
oder

t > 2k und t > & min{x(G[H]),k — 1} (B)

ist, dann besitzt G einen H-lokalen k-Faktor mit Defekt hdchstens 1.

Dabei bedeutet Defekt hochstens 1, dass im Fall k|H| ungerade alle bis
auf einen Knoten in H an & H-Wegen und ein H-Knoten an k — 1 H-Wegen
beteiligt sind. Im Fall k|H| gerade folgt aus diesem Satz immer die Existenz
eines H-lokalen k-Faktors.

Dieses Ergebnis ist eine recht deutliche Verbesserung von Korollar 1. Im
Vergleich zu einer hypothetischen Verallgemeinerung von Satz 1 wie z. B. “H
ist k-tough, daraus folgt die Existenz eines H-lokalen k-Faktors”, erscheint
Satz 5 aber recht starke Anforderungen zu stellen. Es werden deswegen in
Abschnitt 4.2.3 Beispiele demonstriert, die zeigen, dass ein solcher linearer
Zusammenhang unmoglich ist, selbst wenn man zusétzlich & < ¢|H| fiir be-
liebiges € € R,e > 0, fordert. Auflerdem wird in Abschnitt 4.2.3 gezeigt, dass
die Schranke t > £y (G[H]) in einem gewissen Sinn scharf ist:

Satz 6 Fir alle c € N mit ¢ > 5 und fiir jedes € € R,e > 0, existiert ein Graph
G = (V, E) mit einer Menge H C'V und ein k € N mit k < |[H| — 1, so dass
¢ = x(G[H]) und H t-tough in G ist mit t > 2k und t > gx(G[H])(l —¢), aber
G keinen H-lokalen k-Faktor mit Defekt hochstens 1 besitzt.

Zur Artenvielfalt der Toughness mochte auch der Autor beitragen und
schldgt mit der Simple-Edge-Toughness eine Variante der lokalen Toughness
vor, die auf einfache Weise diese Beschrankungen umgeht und Satz 1 wie er-
hofft verallgemeinert (s. Abschnitt 4.2.4).

Da die vorliegende Arbeit an mehreren Stellen an existierende Resultate
ankniipft, soll nun iiberblicksweise aufgefiihrt werden, welchen Anteil der Autor
an den prisentierten Aussagen hat. Ein “neues” Resultat meint dabei, dass
dem Autor keine Verdffentlichung bekannt ist, die diese oder eine sehr &hnliche
Aussage enthilt.

Abschnitt 2.1 zur Toughness einer Knotenmenge enthélt fast nur Beob-
achtungen, die sich im Fall H = V zu bereits bekannten Aussagen iiber die
Toughness von Graphen vereinfachen. Neu ist hier vor allem Lemma 1, welches
nur fiir H # V Bedeutung hat.

Der kurze Abschnitt 2.2 definiert im Wesentlichen nur H-lokale Faktoren
und enthilt keine neuen Errungenschaften.



Das wichtigste Hilfsmittel in dieser Arbeit ist Satz 7, welcher von Mader
bewiesen wurde [22]. Der gesamte Abschnitt 3.1 hat Entsprechungen in Maders
Publikation. Die Ergebnisse werden hier jedoch ausfiihrlicher erklért. Korollar 2
ist von Tuttes f-Faktor-Satz inspiriert (urspriinglich in [23], auch z. B. in [24],
S. 143).

Abschnitt 3.2 enthélt wieder Bestandteile, die auf Mader zuriickgehen. Die
Idee fiir Lemma 3 stammt aus der Arbeit von Enomoto u.a. [8]. Um dieses
und das eigentliche Resultat Lemma 4 zu zeigen, benttigt man im Fall H # V
aber mehr Aufwand. Lemma 5 ist neu und ein unscheinbarer, aber wichtiger
Bestandteil des Hauptbeweises.

Abschnitt 3.3 dient nur der Vollsténdigkeit und ist als Folklore anzusehen.

Zu den Resultaten: Lemma 6 kann auch direkt aus Satz 2 abgeleitet werden
und diirfte in der einen oder anderen Variante schon 6fter bewiesen worden
sein. Das neue Lemma 7 orientiert sich an dem Beweis von Satz 3. Ebenfalls
neu ist Lemma 8 und entstammt dem Beweis von Satz 1. Details hierzu finden
sich im Anschluss an die beiden grofien Beweise in Abschnitt 4.1. Satz 5 ist
schliefflich ein direktes Resultat dieser Lemmata.

Abschnitt 4.2 diskutiert die Notwendigkeit der Schranken und etwaige Ver-
besserungsmoglichkeiten von Satz 5. Dies lauft auf die Konstruktion von geeig-
neten Graphen in Satz 6 hinaus. Da ein vergleichbares Resultat zu Satz 5 bisher
fehlt, diirfte dieser Teil neu sein. Die Definition der Simple-Edge-Toughness ist
schliefflich zu simpel, um nicht schon einmal getroffen worden zu sein, verof-
fentlicht wurde sie anscheinend aber nicht. Korollar 3 ist neu, zeigt es doch den
Zusammenhang zwischen Simple-Edge-Toughness und lokalen Faktoren.

2 Toughness und Faktoren

2.1 Toughness

Die Toughness 7(H) einer Knotenmenge H &hnelt dem Konzept des Zusammen-
hangs r(H) dieser Knotenmenge. x(H) ist (falls G[H| nicht vollsténdig ist) die
minimalen Méchtigkeit einer Knotenmenge Z, die geléscht werden muss, damit
G — Z mehr als eine H-Komponente hat. Fiir die Toughness wird jedoch nicht
unbedingt ein kleinster Trenner Z gesucht, sondern es wird das Verhéltnis zwi-
schen der Grofle des Trenners und der Anzahl von H-Komponenten nach dem
Loschen betrachtet. Eine niedrige Toughness bedeutet, dass man H sehr leicht
trennen kann, also viele H-Komponenten selbst bei wenig geloschten Knoten
erhélt. Eine hohe Toughness hingegen erfordert das Loschen von sehr vielen
Knoten, um viele H-Komponenten zu erhalten.

Definition 1 Sei G = (V, E) ein Graph und H C V. Seit € R,t > 0. Falls
VZCV mitc(G—-2)>2

te(G - 2) < |Z]
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Mit OO0 werden Knoten in H, mit e Knoten nicht in H gekennzeichnet. Der Trenner
Zy1 = {a,b} zeigt, dass H hochstens 1-tough sein kann. Der grofiere Trenner Zy =
{a, b, c} zeigt aber, dass H sogar nur %—tough sein kann.

Abbildung 1: Ein Graph und zwei Trenner

gilt, so ist H t-tough in G. Fulls H =V ist, so wird der Graph G als t-tough
bezeichnet.

Leicht ersichtlich ist eine ¢-toughe Menge H auch t'-tough fiir 0 < ¢’ < t¢.

Beobachtung 1 Sei G = (V, E) ein Graph und H C 'V seit-tough in G. Dann
ist H fiir jedes t' € R,0 <t <t, auch t'-tough in G.

Beweis: Die zu untersuchenden Trenner Z C V héngen von H und G, nicht
aber von t ab. Da H t-tough in G ist, muss fiir alle Z C V mit CH(G —Z)>2
gelten

1Z| > tcH (G — 2) >t (G - 2),

und es folgt sofort die Behauptung. O

Definition 2 Sei G = (V, E) ein Graph und H C V. Die Toughness 7¢(H)
von H in G ist definiert als

Tq(H) :=sup{t e R:t >0, H ist t—tough in G}

und sei +00, falls H fiir jedest > 0 t-tough in G ist. Falls es klar ist, auf welchen
Graphen sich 7¢(H) bezieht, wird der Index weggelassen. Im Falle H =V wird
auch 7(G) statt 7¢(V') geschrieben.

Etwas natiirlicher ist die folgende Charakterisierung der Toughness.

11



Beobachtung 2 Sei G = (V, E) ein Graph und H C V. Genau dann, wenn
G[H] vollstindig ist, ist 1a(H) = 4+00. Falls G[H| nicht vollstindig ist, gilt

Ta(H) :min{cH((';Z’_Z) cZ VG -27)> 2}

Beweis: Falls G[H] vollstiandig ist, so ist fiir jedes Z C V ebenfalls G[H \ Z]
vollstéindig (oder leer) und damit in einer gemeinsamen Komponente. Somit
ist ¢ (G — Z) < 1 und es ist keine weitere Bedingung zu erfiillen. Also ist H
t-tough fiir jedes ¢t > 0 und 7(H) = +o0.

Sei umgekehrt 7(H) = +oo. Fallses x € H,y € H,z # y mit 2y ¢ E(H)
gibe, so wire Z := V \ {z,y} ein Trenner mit ¢ (G — Z) = ' (({z,y},0)) = 2.
Fiir t > |Z|/2 wire

1Z| >t (G- Z2) =2t > |Z],

was ein Widerspruch ist. Also muss G[H] vollsténdig sein.
Sei ab nun deshalb 7(H) < +oo und G[H| nicht vollstdndig. Da es minde-
stens einen, aber nur endlich viele mégliche Trenner Z C V gibt, existiert
mind 2L
cH(G—2)

sicherlich. Fiir ein t € R, ¢ > 0, gilt dann

:ZQV,CH(G—Z)22}

H ist t—tough in G
=  YZCV:HMG-2)>2giltt (G- 2)<|Z|

: 2] H
< tSmln{CI_](C;_Z):ZgV,C (G—Z)ZQ
Das Supremum iiber alle solche t ergibt dann genau dieses Minimum. O

Jeder Trenner Z C V mit ¢ (G — Z) > 2 liefert also eine weitere Schranke
fir die Toughness und damit fiir die Werte ¢, fiir die H t-tough sein kann.

Allerdings hiangt die Toughness von H C V in komplexer Weise von dem
zugrundeliegenden Graphen G ab. (In diesem Zusammenhang sei angemerkt,
dass es N P-schwer ist, die Toughness eines Graphen zu bestimmen [4].) Ein
paar einfache Monotonie-Aussagen sind dennoch sofort treffbar.

Beobachtung 3 Sei G = (V, E) ein Graph und H CV sei t-tough in G.
1. Sei G' = (V',E’) ein Graph und G C G'. Dann ist H t-tough in G'.

2. Sei H C H. Dann ist H' t-tough in G.

Beweis:

12



1. Sei G’ = (V',E'), G C G'. Dann ist H C V'. Sei Z’ C V' mit (G’ —
Z'Y>2.8ei Z:=2Z'"NV.Dann ist G — Z C G' — Z'. Es sind keine H-
Knoten hinzugekommen und H-Knoten, die in G’ — Z’ noch in der selben
Komponente liegen, miissen dies in G’ — Z nicht. Somit ist ¢/’ (G — Z) >
cH(G' - Z'). Also ist ¢ (G — Z) > 2 und mit der Toughness von H in G
folgt

1Z'| > 2] >t (G - Z) >t (G — 7).

Also ist H t-tough in G'.
2. Sei H' C H. Sei Z C V mit ¢’ (G — Z) > 2. Da

2<cl’ = |[{CeC(G-2):V(C)NnH #0}]
< {Ccec(G-2):V(C)NH + 0}
= CH(G—Z)

muss gelten
1Z| > tc(G - Z2) >t (G - Z).

Also ist H' t-tough in G.
]

Die erste Aussage dieser Beobachtung bestétigt die Intuition, dass H in
einem Graphen G’ mit zusétzlichen Kanten und Wegen schwieriger zu trennen
sein sollte. Der zweite Teil betrifft eine Teilmenge H' von H. Es muss H' immer
mindestens so tough in G sein wie H in G. Insbesondere gilt also fiir alle H C V
stets T¢(H) > 7(G).

Die folgende wichtige Beobachtung beschéftigt sich mit der maximalen An-
zahl der H-Komponenten, die beim Trennen entstehen kénnen. W&hlt man
aus jeder solchen H-Komponente einen Knoten von H aus, erhilt man eine
unabhéngige Menge. Umgekehrt kann man jede unabhéngige aus H-Knoten
bestehende Menge trennen.

Beobachtung 4 Sei G = (V, E) ein Graph und H CV.
1. Fiir alle Z CV gilt M (G — Z) < o(G[H \ Z]).

2. Sei H C H eine unabhdingige Menge. Dann existiert ein Z' C V mit
(G -2 > |H.

Beweis:

1. Sei Z C V. Fiir jedes C € CH(G — Z) sei ¢ € C N H ausgewihlt. Dann
ist U :={x¢: C € CH(G — Z)} C H\ Z unabhiingig, denn es existieren
keine Kanten zwischen den Knoten unterschiedlicher Komponenten. Also
ist (G~ 2Z) = |U| < a(G[H \ Z)).

13



2.

Sei H' C H eine unabhéngige Menge, Z' := N(H') und G’ := G — Z'. Da
H' unabhingig ist, folgt N(H') N H' = () und H' C V(G’). Die Knoten
von H' miissen aber in G’ isoliert sein, denn alle ihre Nachbarn wurden
geloscht. Somit ist ¢ (G — Z') > |H'|.

0

Insbesondere gilt also fiir jedes Z C V, dass ¢/ (G—2) < a(G[H]) ist, und es
gibt einen Trenner Z’, so dass diese Schranke auch angenommen wird. Nebenbei
ergibt sich wieder die Beobachtung, dass fiir vollstindiges G[H], H # (), kein
Trenner Z C V mit ¢/ (G — Z) > 2 existieren kann, denn dann ist a(G[H]) = 1.

Der letzte Aspekt der Toughness-Definition sind die Trenner Z. Zuerst wer-
den ein paar spezielle Trenner vorgestellt.

Beobachtung 5 Sei G = (V, E) ein Graph und H C'V.

1. Esist 7(H) = 0 genau dann, wenn c(G) > 2. (Trenner Z := {).)

2. Seix € H mit H\ {x} € N(z). Dann ist 7(H) < |N(2I)‘. (Trenner Z :=
N(z).)

3. Falls G[H| nicht vollstindig ist, gilt T(H) < % — 1. (Trenner Z :=
N(U), U mazimal unabhéingig in H.)

Beweis:

1. Sei 7(H) = 0. Dann ist G[H] nicht vollsténdig, |H| > 2 und es existiert
ein Trenner Z mit ¢#(G — Z) > 2 und 0 = 7(H) = % Also ist
|Z| = 0 und damit c(G) = (G - Z) > 2.

Falls ¢ (G) > 2 ist, so folgt mit dem Trenner Z := () sofort 7(H) < 0,
also 7(H) = 0.

2. Sei x € H mit H \ {z} ¢ N(z). Dann ist Z := N(z) ein Trenner mit
(G — Z) > 2, denn =z ist isoliert in G — Z, aber es gibt noch einen
anderen Knoten aus H in G — Z. Also ist 7(H) < CH(IGZLZ) < |N(2x)‘.

3. Sei G[H] nicht vollsténdig, also a(G[H]) > 2. Es sei U C H eine unab-

héngige Menge mit |U| = a(G[H]). Wie in Beobachtung 4 sei Z := N(U).
Dann ist ¢/ (G — Z) > a(G[H]) > 2 und |Z| < |V| — a(G[H]). Somit ist
2l _VI-o(GlH]) _ |V

"S-z S acH)  e@E) ¢

O

Uber einen Knoten z mit H \ {z} C N(x) trifft obige Beobachtung kei-

ne Aussage. Dies liegt daran, dass ein solcher Knoten immer im Trenner Z
enthalten sein muss, damit mehr als eine H-Komponente entstehen kann.
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U :={a,b,c} C H ist unabhéingig. Der Trenner sei Z = N(U). Allerdings ist U keine
beziiglich Inklusion maximale unabhéngige Menge, wie d zeigt, und deswegen entsteht
noch eine weitere H-Komponente neben den isolierten Knoten von U.

Abbildung 2: Der Trenner N(U)

Beobachtung 6 Sei G = (V, E) ein Graph und H C'V. Sei x € V mit H \
{x} € N(x). Dann folgt aus Z CV mit (G — Z) > 2, dass x € Z ist.

Beweis: Seiz € V mit H\ {z} C N(z). Essei Z C V mit ¢/ (G—Z) > 2. An-
genommen es ist z € Z. Da aber H\Z C {z}UN(x)\ Z ist und G[{z}UN(z)\ Z]
zusammenhéngt, liegt ganz H \ Z in der selben Komponente. Dies ist ein Wi-
derspruch zu ¢ (G — Z) > 2. O

Damit kann die Toughness von H leider fast nichts iiber einen solchen voll-
stdndig zu H verbundenen Knoten x aussagen. Selbst ob es sich um einen
H-Knoten handelt oder nicht, beeinflusst die Toughness von H nicht.

Wenn z sowieso immer im Trenner sein muss, ist es naheliegend, x aus G
zu 16schen und die Toughness von H \ {z} in G — {x} zu untersuchen. Auch der
umgekehrte Fall, ein Knoten wird zu G hinzugefiigt und mit ganz H verbunden,
ist kontrollierbar.

Beobachtung 7 Sei G = (V, E) ein Graph und H C'V sei t-tough in G.
1. Seiz € V mit H\{z} C N(z). Dann ist H\{z} (t—3)-tough in G —{x}.
2. Seix g V. Sei G := (VU{a},EU{zy :y € H}). Dann sind H und
H U {z} jeweils (t + M) -tough in G'.

Beweis:

1. Sei z € V mit H \ {z} C N(z). Sei H := H \ {z} (also evtl. H = H’)
und G’ := G — {z}. Es geniigt 7e/(H') > t — 1 zu zeigen. Falls G[H]
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vollstindig ist, so ist auch G[H'] vollstindig und H' ist beliebig tough in
G'.

Ansonsten sei Z' C V(G') mit ¢’ (G'—Z") > 2 und 7 (H') = #j‘—zq
Sei Z := Z'U{x}. Dann ist G — Z = G' — Z' und # (G — Z) = ' (G' —
Z") > 2. Also gilt

1Z|
cH(G - 2)

|1Z'| +1
CH/(G’—Z’)

1

— (H!
= 71 (H')+ (G = 77
1

J(H') + =
qed| )+2

IA

2. Seix g Vund G := (VU{z},EU{ay:y € H}), H := HU{z}. Da
H C H' ist, geniigt es laut Beobachtung 3 zu zeigen, dass H’ entspre-
chend tough in G’ ist. Falls G[H] vollstindig ist, so ist G'[H’] ebenfalls
vollstéindig und H' beliebig tough in G’.

Sei G[H] nicht vollstéindig. Dann ist G'[H’] auch nicht vollstéindig. Sei
/ 1 : H (v 71 AN 1Z'|

Z' CV(G") mit ¢ (G —Z2") > 2 und 7¢/(H') = ey

v €Z.8iZ:=27\{x}.Esist G- Z =G — 7', also (G~ 7) =

H'(G — Z') > 2. Damit ist

. Dann ist

t 2
- H(G-2)
B |Z'| — 1
- CH(G’—Z’)
) z) 1
S G -7)  a(GH)
, 1
= o) = )

. 1 .
H' ist also (t + m)—tough in G.

O
Somit ist in diesem speziellen Fall etwas iiber die Toughness von H in
G — {z} bekannt. Im Gegenteil zu Knoten, die mit ganz H verbunden sind,

kann es auch Knoten geben, die schlecht oder gar nicht zu H verbunden sind
und auch keine fiir die Toughness wichtigen Verbindungen in G darstellen.
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Uber fast keinen der Knoten von V' \ H ist ein H-Weg moglich. Besonders interessant
sind diese Félle aber nicht.

Abbildung 3: Knoten, iiber die kein H-Weg moglich ist

Manchmal kénnen solche Knoten entfernt werden, ohne die Toughness von H
zu beeinflussen.

Beispielsweise sind die Knoten einer Komponente C' € C(G) mit CNH = ()
fir die Toughness von H bedeutungslos, denn iiber C' wird nie ein H-Weg
moglich sein. Deshalb ist ¢/ (G — Z) = cfI(G — (V(C) U 2)) fiir alle Z C V.
Leider ist die Bedingung, dass {iberhaupt kein H-Weg iiber einen Knoten v
moglich ist, nur selten erfiillt. Falls es beispielweise Knoten x und y gibt, die
zu ganz V \ {z} beziehungsweise V' \ {y} verbunden sind, so ldsst sich fiir alle
v € V\{x,y} ein H-Weg hixvyhs finden. Andererseits sind solche Knoten laut
Beobachtung 6 in jedem Trenner Z C V mit ¢ (G —Z) > 2 enthalten. Der Weg
hixvyhs ist in G — Z also nicht mehr moéglich, unabhéngig davon, ob v € Z ist.
Wenn X C V so ist, dass fiir jedes Z C V mit CH(G— Z) >2gilt X C Z, dann
lasst sich obige Bedingung derart abschwichen, dass blof in G — X (statt G)
kein H-Weg iiber v existieren soll (vgl. Abb 4).

Diese Bedingung wird sich im Beweis der wichtigen Lemmata 7 und 8 bereits
als niitzlich herausstellen. Allerdings wird dort noch eine allgemeinere Version
benotigt. Dafiir lohnt es sich, die Frage zu stellen, ob denn H-Wege iiber v in
G — X prinzipiell ausgeschlossen sein miissen, damit H noch ¢-tough in G —{v}
ist. Sicherlich hat dann v keinen Einfluss auf die Anzahl der H-Komponenten.
Aber dies gilt auch, wenn jeder H-Weg W = xq...x;, der v enthilt, Knoten
xo und x; aus H verbindet, die auch ohne v noch verbunden sind (vgl. Abb 5).
Dies ist der Fall, wenn man W abkiirzen kann, so dass v iibersprungen wird.
Das folgende Lemma fasst diese Bedingung zusammen.

Lemma 1 Sei G = (V, E) ein Graph und H CV sei t-tough in G. Sei X CV
so, dass fir jedes Z CV mit H(G—2Z)>2 gilt X CZ. SeiveV\(HUX).
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In G—X ist iiber v kein H-Weg mdéglich, in G aber schon. Hier gilt 7¢(H) = Tg— .y (H).

Abbildung 4: Ein Knoten ohne H-Weg in G — X

Angenommen fir jeden H-Weg W = xg...z; in G — X, der v enthdlt,
also v = x; fiir ein j, existieren Indizes i und k, 0 < i < j < k < [, mit
ziz, € E(G — X). Dann ist H t-tough in G — {v}.

Beweis:

Sei G’ := G — {v}. Wegen v ¢ H ist G[H] = G'[H]. Falls G[H| vollstindig
ist, so ist H beliebig tough in G’ und die Behauptung folgt.

Sei G[H] nicht vollstindig. Sei Z' C V(G') mit c¢(G' — Z') > 2 und
Te(H) = % Sei Z := 7' U{v}. Da G' — Z' = G — Z ist, ergibt sich
HG-2)=cH(G -2 > 2.

Es geniigt ¢/ (G — Z') = (G — Z) zu zeigen, denn dann ist

12| 12| 1Z'|

t= CH(G—Z/) - CH(G—Z) - CH(G’—Z’) :TG’(H)7

also H t-tough in G'.

Esist G—Z CG—Z"und aus v ¢ H folgt V(G—Z)NH =V(G-Z")NH.
Damit ist ¢ (G — Z) > H (G — 7).

Angenommen es ist /(G — Z) > ¢f(G — Z'). Dann existiert in G — Z’
ein Weg, der zwei H-Komponenten von G — Z verbindet. Insbesondere existiert
dann ein H-Weg W, der diese Komponenten verbindet. Da G—Z = G—Z'—{v}
ist, muss dieser Weg v enthalten. Sei W = zg... 2, v =2; mit 1 < j <1 —1.
Wegen (G — Z) > 2 ist X C Z und wegen v ¢ X ist X C Z’. Somit ist
W auch ein H-Weg in G — X. Laut Annahme existieren dann Indizes ¢ und
k,0<i<j<k<lI sodass z;xp € E(G— X). Da G — Z’' ein induzierter
Untergraph von G und auch von G — X ist, ist z;z, € E(G—Z'). Dann ist aber
W':=xg... 271 ...2; ein Weg in G — Z, denn es ist ein Weg in G — Z’, der v
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Der H-Weg iiber z; in G — X kann durch z;z; abgekiirzt werden. Die Knoten aus X
sollen in dieser Darstellung iibrigens zu allen anderen Knoten verbunden sein.

Abbildung 5: Ein Weg, der abgekiirzt werden kann

nicht enthélt. W’ verbindet die selben zwei Komponenten von G — Z wie W.
Damit sind diese zwei Komponenten aber nur eine. Dies ist ein Widerspruch.
Somit gilt ¢ (G — Z) = ¢! (G — Z'), woraus die Behauptung wie bereits gezeigt
folgt. O

Wie in der Herleitung besprochen, erfiillt ein v € V'\ (X UH) die Bedingung
des Lemmas, wenn es in G — X keinen H-Weg gibt, der v nutzt. Dann f&llt
namlich die Bedingung an den Weg weg. Dieser und noch ein anderer niitzlicher
Spezialfall sollen noch einmal gesondert erwdhnt werden:

Beobachtung 8 Sei G = (V, E) ein Graph und H C'V sei t-tough in G. Sei
X CV so, dass aus Z C'V und (G — Z) > 2 stets X C Z folgt.

1. Seiv € V\(HUX) so, dass es in G — X keinen H-Weg gibt, der v
enthdlt. Dann ist H t-tough in G — {v}.

2. Seiv eV \(HUX) und G[Ng-x(v)] vollstindig. Dann ist H t-tough in
G — {v}.

Beweis:

1. Da gar kein H-Weg iiber v in G — X existiert, erfiillt v die Bedingung aus
Lemma 1. Damit ist H ¢-tough in G — {v}.

2. Sei W ein H-Weg iiber v in G — X. Da v ¢ H, ist v kein Ende von W.
Also hat W die Gestalt W = zg...zj_17;241 ... 2 mit v = x;. Dann
sind {z;_1,2j11} € N(v) \ X, denn W ist ein Weg in G — X. Wegen der
Vollsténdigkeit von G[Ng_x (v)] ist ;1241 € E(G — X), die gesuchten
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Jeder H-Weg in G — X iiber v ist abkiirzbar, denn v ¢ H und Ng_x (v) ist vollsténdig.
Damit ist H in G — {v} genauso tough wie in G.

Abbildung 6: Ng_x (v) ist vollsténdig

Indizes sind also j —1 und j+1. Somit ist die Voraussetzung von Lemma 1
an jeden H-Weg iiber v erfiillt und H ist ¢-tough in G — {v}.

0

Als Schlussbemerkung sei noch erwdahnt, dass ein gréfftmogliches X C V,
das in jedem Trenner Z C V mit ¢c(G — Z) > 2 enthalten sein soll, sich

natiirlich als
X = N Z
ZCVicH (G—2Z)>2

ergibt. Allerdings wird in den Beweisen, die zur Hauptaussage dieser Arbeit
fiihren, immer eine Menge X bereits bekannt sein, die in allen Trennern ent-
halten sein muss.

2.2 lokale Faktoren

Im iiblichen graphentheoretischen Sprachgebrauch (siehe z.B. [24], S. 141ff.)
sind Faktoren Teilgraphen von G = (V, E), bei denen der Grad jedes Knotens
v € V einem vorgegebenen Wert f(v) entspricht. Welche Kanten aus E verwen-
det werden, um diese Vorgaben zu erfiillen, ist allerdings offen. Dieses Konzept
wird durch H-lokale Faktoren verallgemeinert, indem der Grad nur fiir eine
Teilmenge H C V vorgeschrieben wird. Die Definition sieht auflerdem vor, dass
ein Knoten v ¢ H, dessen Grad also nicht vorgeschrieben ist, nicht beliebig
verwendet werden kann, sondern entweder Grad 0 hat oder Bestandteil genau
eines H-Weges ist. Ein H-lokaler Faktor besteht somit nur aus H-Wegen, da
dazu auch Kanten innerhalb von H zéhlen.
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Die breiteren Kanten sind in den H-Wegen des H-lokalen 4-Faktors enthalten.

Abbildung 7: Ein H-lokaler 4-Faktor

Definition 3 Sei G = (V, E) ein Graph und H C V. Ein Wegesystem W
sei eine Menge von Wegen in G. Es wird ein H-Wegesystem genannt, falls
alle darin enthaltenen Wege paarweise intern disjunkt und H-Wege sind. Der
Grad eines Knotens z € H in W, d"W(z), sei die Anzahl der Wege in W, die ©
enthalten.

Nun kann man einen lokalen Faktor als spezielles H-Wegesystem definieren.
Dabei sollen die fiir die Knoten in H vorgegebenen Grade als obere Schranken
verstanden werden. Falls eine davon nicht erreicht wird, hat der Faktor einen
“Defekt”.

Definition 4 Sei G = (V, E) ein Graph, H CV und f : H — N. Sei W ein
H-Wegesystem, so dassVz € H d"V(z) < f(a:) gilt. Dann heifle W ein defekter
H-lokaler f-Faktor. Der Defekt eines Knotens x € H sei f(x) —d"W(z). Der
Defekt eines defekten H —lokalen f—Faktors W sei die Summe der Defekte der
Knoten in H.

Ein defekter H-lokaler f — Faktor mit Defekt 0 wird einfach H-lokaler f—
Faktor genannt. Auch sonst wird zumindest die doppelte Nennung des Defektes
vermieden, also “H-lokaler f—Faktor mit Defekt < 17 statt “defekter H-lokaler
f—Faktor mit Defekt < 17 geschrieben.

Fiir den Fall H = V vereinfacht sich diese Definition zu der eines gew6hn-
lichen Faktors: Der Grad wird auf jedem Knoten vorgegeben und jeder V-Weg
kann nur die Lange 1 haben, also eine einzelne Kante sein. Dadurch wird aus
einem V-Wegesystem einfach eine Teilmenge der Kanten von G und der lokale
Faktor ist ein Teilgraph G’ = (V, E’) von G. Das klassische Resultat, dass die
Anzahl der Knoten mit ungeradem Grad gerade sein muss, zeigt, dass ein sol-
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cher Faktor mit f(V) =1 (mod 2) nicht Defekt 0 haben kann. Dies gilt auch
fiir lokale Faktoren im Allgemeinen:

Beobachtung 9 Sei G = (V,E) ein Graph, H CV und f : H — N. Sei W

ein H-lokaler f-Faktor mit Defekt r. Dann ist r = f(H) (mod 2).

Beweis: Jeder Weg in W erhoht den Grad von genau zwei Knoten in H um

je genau 1. Damit ist
> V() =2W)
xeH

und der Defekt

r= (f@) - @) = f(H) - 2W|.

zeH

Also ist r = f(H) — 2|W| = f(H) (mod 2). O

Somit ist Defekt 1 der kleinste, den man von einem lokalen Faktor mit f(H)
ungerade erwarten kann. Andererseits kann ein lokaler Faktor mit f (H) gerade
nie Defekt 1 haben. Die Bedingung, dass ein Faktor mit Defekt hochstens 1
existiert, lauft also in beiden Fallen darauf hinaus, dass der Faktor moglichst
wenig Defekt hat, d.h. WW| moglichst grofl ist. Interessant ist die maximale
Grofle eines Faktors natiirlich auch, wenn dieser einen hoheren Defekt hat.

Definition 5 Sei G = (V, E) ein Graph, H C'V und f:H—N. Es bezeichne
w(G, H, f) die mazimale Kardinalitit WV| eines defekten H-lokalen f-Faktors
W in G.

Die Frage nach der Existenz eines lokalen Faktors beziehungsweise dessen
Defektes ist dquivalent zur Bestimmung von u(G, H, f ). Das zentrale Hilfsmittel
dabei ist ein Satz von Mader, der (G, H, f) genau angibt [22]. Diesem und der
dafiir benotigten Technik widmet sich ein Grofiteil von Kapitel 3.

3 Hilfsmittel

3.1 Ein Satz von Mader

Im Folgenden wird Maders Resultat zur exakten Bestimmung von u(G, H, f ),
also der Grofle eines maximalen defekten H-lokalen f—Faktors, behandelt. Die
Grundlage bildet die Idee, dass man den Graphen G durch das Loéschen von
Knoten und Kanten trennt, bis er sicher keinen Weg mehr enthélt, der in einem
Faktor gezéhlt werden kann. Die geloschten Knoten und Kanten heiflen Knoten-
bzw. Kantentrenner, oder zusammen einfach Trenner. Leitet man dann eine
obere Schranke v fiir die Anzahl der Wege, die man auf diese Weise getrennt
hat, aus dem Trenner ab, so kann es auch nur v Wege in einem Faktor gegeben
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Ca=T Ij I_j Ij Cq,=T

Die Partition P := (C_1,Cy, C1, Cs, Cs3) ist nur H-kompatibel, wenn die gestrichelten
Kanten nicht in G enthalten sind, denn e; und ey verstoen gegen die 2. Bedingung,
ez und ey4 gegen die 3. Bedingung der Definition.

Abbildung 8: G mit einer H-kompatiblen Partition P und G — P

haben. Die wahre Kunst ist es allerdings, die Menge der zuléssigen Trenner und

die Bestimmung der Schranke v so zu wihlen, dass es immer einen Trenner mit

p = v gibt. Dass dies moglich ist, zeigt Mader [22] und wird hier nur zitiert (s.

Satz 7). Aber zumindest soll die Schranke v anschaulich begriindet werden.
Zuerst wird Maders Beschreibung von Trennern eingefiihrt.

Definition 6 Sei G = (V, E) ein Graph. Sei n € Ng, —m € Ny, also m eine
ganze Zahl < 0. Firm < i < n sei C; C V. Firm < i < j < n gelte
CinCj = 0. Auperdem seilJ,,<;<, Ci = V. Dann wird P := (Cy,, ..., Cy) eine
Partition von V' genannt. o

Diese Definition besagt noch nicht viel, aufler dass eine Partition die Kno-
tenmenge V beliebig zerlegt. Nun bekommen die Mengen C; mit ¢ < 0, = 0 bzw.
> 0 aber unterschiedliche Bedeutungen. (Die Erklarung folgt im Anschluss.)

Definition 7 Sei G = (V,E) ein Graph und H C V. FEine Partition P =
(Cy ..., Cp) von V' heifit H-kompatibel, falls

1. m=—-1und C_1 C H;
2. V1 <i<nbdg_cy-c_,(Ci)NH = 0;

3. G=P:=G—-E(C_1) = U <i<,, E(Ci) = (CoU(H \ C-1)) keinen C_1-Weg
enthdilt.

Die Menge der H -kompatiblen Partitionen sei 3(G, H).
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Die noch zu erarbeitende Schranke v soll die Anzahl der H-Wege in einem
H-lokalen f—Faktor abschétzen. Dabei bleibt der exakte Verlauf der Wege aber
meistens unbekannt. Nun kann es passieren, dass zwar ein H-Wegesystem mit
sehr vielen H-Wegen existiert, deren Endpunkte aber nicht zu den vorgegebe-
nen Graden auf den Knoten passen: Ein Teil von H kann zu viele, ein Teil zu
wenige Wege haben. Deswegen wird statt ganz H nur eine Teilmenge C_1 C H
untersucht, anhand derer man sozusagen “Versorgungsliicken” entdecken moch-
te. Dies ist der Sinn hinter der ersten Bedingung der Definition. Entsprechend
wird C_; ab nun als Testmenge T bezeichnet. (Allerdings wird v immer eine
Schranke fiir die Gesamtzahl der Wege sein, nicht blofl der Wege, die ein Ende
in T haben.)

Die zweite Bedingung ist fast technischer Natur und muss kurz auf Erkla-
rung warten. Die dritte Bedingung, dass die Partition T trennt, definiert erst
die Struktur und Verwendungsweise des Trenners. Dass T' getrennt wird, sollte
nicht mehr iiberraschen, méchte man doch eine moéglichst gute Abschitzung
fiir die Anzahl der H-Wege, an denen Knoten aus T beteiligt sind. Jede Kante
innerhalb von T, also eine Kante im Term E(C_;) in obiger Definition, ist ein
T-Weg. Sie wird deswegen gel6scht und auch als ein Weg gezéhlt. Insgesamt
sind dies

(D)

viele. Interessanterweise wird dabei und bei den noch kommenden Uberlegun-
gen nicht auf die vorgeschriebenen Maximalgrade in T geachtet. Dies erklért
sich unter anderem damit, dass T an sich schon eine Menge ist, fiir die die
Gesamtzahl der Wege kritisch ist.

Knoten in Cy werden ganz aus dem Graphen entfernt, sie sind der Kno-
tentrenner X := Cy. Das Loschen eines Knotens z € X N H kann bis zu f (x)
Wege unterbrechen. Ein Knoten x € X \ H hingegen kann nur Bestandteil eines
H-Weges sein und wird somit immer nur als ein Weg gezéhlt. Dies tragt

A~

f(XNH)+|X\ H|

zu v bei. Allgemein ist festzuhalten, dass Knoten aus X als unkompliziert ange-
nommen werden, und dementsprechend auch auf die einfachste denkbare Weise
behandelt werden.

Anspruchsvoller préisentieren sich die Cj, 1 < ¢ < n. (Nachdem C_; und C
bereits umbenannt wurden, werden ab jetzt immer “die Mengen C;” die mit i >
1 sein.) Von diesen C; werden die Kanten und eventuell darin enthaltene Knoten
aus H, also E(C;) und C; N H, geloscht. Die Bezeichnung als Kantentrenner
trifft damit nicht ganz zu, ist aber das iibliche Gegenstiick zum Knotentrenner
X. Daes in G—P keinen T-Weg gibt, und Kanten innerhalb von 7" sowie Wege
iiber X bereits abgehandelt wurden, verbleiben als mégliche H-Wege nur solche,
die Knoten aus einem der C; enthalten (aber nicht aus X). Bis zur néchsten
Definition werden nur noch solche H-Wege in G — X — E(T') betrachtet.
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Gemeinsam ist allen noch nicht behandelten H-Wegen, dass sie entweder
ein C; betreten oder dort beginnen miissen. (“Betreten” meint dabei, dass der
Weg nicht komplett innerhalb von C; liegt, sondern woanders beginnt.) Analog
dazu muss ein H-Weg entweder in einem C; enden oder es wieder verlassen.

Das Betreten kann iiber einen Knoten x € C;\ H stattfinden, dann kam der
Weg entweder aus T' oder einem anderen C;. Es kommen hierfiir nur

Ibdg-x(Ci) \ H]

viele Knoten aus C; in Frage, die jeweils in nur einem H-Weg liegen diirfen.
(Ubrigens hat jeder dieser Knoten im Rand, der nicht in H ist, hochstens eine
Kante zu T', denn sonst ergibt sich sofort ein T-Weg in G — P. Diese Tatsache
wird noch héufig verwendet werden.)

Oder der Weg betritt C; iiber ein C; N H. Hier spielt aber die zweite Be-
dingung eine Rolle, denn sie besagt, dass kein H-Knoten im Rand zu einem
anderen C; liegt. Somit kommt ein Weg, der C; in C; N H erreicht, direkt aus
T und nutzt also eine Kante von E(C; N H,T). Es gibt

viele von diesen Kanten.
Wenn der Weg die Menge C; weder in C; \ H noch in C; N H betritt, fingt
er offensichtlich in C; an. Das heifit, er nutzt einen der

Startpunkte, die die H-Knoten in C; zur Verfiigung stellen kénnen.

Da Wege ungerichtet sind, stehen “betreten/ anfangen” und “verlassen/ en-
den” fiir den gleichen Vorgang und die gleichen Uberlegungen gelten auch fiir
das andere Ende des Weges. Fiir einen H-Weg, der einen Knoten aus C; N H
nutzt, sieht man damit sofort ein, dass dieser Weg mindestens noch eine andere
dieser Ressourcen von C; beanspruchen muss, um in C; zu enden oder C; zu
verlassen.

Angenommen ein H-Weg W nutzt von jedem C; héchstens eine Ressource.
Dann kann W keinen Knoten von H \ (T'U X) enthalten und ist damit ein
T-Weg. Es ist moglich, dass W von einem C; nur eine Ressource nutzt, ndmlich
einen Knoten x € bdg_x(C;)\ H. Von dort aus kann W weiter zu einem Knoten
y € bdg_x(C;) \ H fithren. Dann kann W aber keine Kante von E(C;) nutzen,
denn dann miisste W C; doch wieder {iber einen anderen Randknoten als x
verlassen. Allgemeiner kann W keine Kante von E(C}) fiir irgendein C; nutzen.
Damit ist W ein Weg in G — E(T) — U, <<, E(C)) = (X U(H\T)) =G - P.
Da P H-kompatibel ist, existiert ein solcher T-Weg aber nicht.

Schliefllich ergibt sich, dass die Anzahl der H-Wege iiber jedes einzelne C;
maximal

E (f(ci NH) + [E(C; N H,T)| + [bda_x(Ci) \ H\)J
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sein kann. Dass dabei abgerundet wird ist wieder eine Konsequenz dessen, dass
ein einzelner Zugang zu C; nichts niitzt, da der Weg nicht mehr weitergefiihrt
werden kann. Diese Voriiberlegungen rechtfertigen die folgende Definition:

Definition 8 Se: G = (V, E) ein Graph, H C V und f:H —N. Sei P =
(T,X,Ch,...,C,) € B(G,H). Dann sei

V(G H, f,P) == f(XNH)+|X\H|+|ET)
+ Y B (F(Cin H) + [B(C 1 HT)| + [bdg-x (C) \ H|)J

1<i<n

Die folgende Beobachtung sichert die Existenz von H-kompatiblen Parti-
tionen. Auch zeigt sie, dass T' dabei beliebig vorgegeben werden kann.

Beobachtung 10 Sei G = (V,E) ein Graph, H CV und T C H. Sei X C
VAT mit {z € V\ H: |E(z,T)| > 2} C X. Seien C4,...,C, die Knoten der
Komponenten in C(G—X —T). Dann ist P := (T, X, C1,...,Cy) H-kompatibel.

Beweis: Die erste Bedingung aus Definition 7 ist offensichtlich erfiillt. Zur
zweiten sei bemerkt, dass bdg_x_7(C;) = 0 ist, denn die C; sind Komponenten
im Graphen G — X —T.

Es bleibt also zu zeigen, dass G — P keinen T-Weg enthiilt. Die einzigen
T-Wege, die in G — P enthalten sein konnen, sind die iiber Knoten aus C; \ H.
Da Knoten x € V'\ H, die mehr als eine Kante zu 7" haben, in X aufgenommen
wurden, hat jeder Knoten in C; \ H hochstens eine Verbindung zu T'. Ein Weg
W =wvx...wvonwv e T iber x € C;\ H zu w € T enthélt also eine Kante
xy € E(G—X),y € V\ H. Damit sind x und y aber in der selben Komponente
von G — X — T und diese Kante xy ist in G — P geloscht. Also gibt es keinen
T-Weg in G — P. d

Allerdings kénnen nicht alle Partitionen auf diese Weise konstruiert werden:
Es kann bessere, niedrigere Werte fiir v ergeben, wenn eine Komponente von G—
X —T in mehrere Partitionsmengen unterteilt wird, denn dann kann womaoglich
h#ufiger abgerundet werden. Ein Beispiel hierfiir zeigt Abbildung 9.

Wie angekiindigt ist v nicht blofl eine obere Schranke fiir die Kardinali-
tét eines defekten H-lokalen f-Faktors, sondern es gibt auch immer eine H-
kompatible Partition, fiir die v die Grofle des Faktors exakt bestimmt. Dies
zeigt Mader und es ergibt sich folgender Satz (s. [22], Satz 2).

Satz 7 (Mader) Sei G = (V, E) ein Graph, H CV und f : H — N. Dann ist

G,H, f)= i G,H, f,P).
( f) pe%}glﬂ)”( f,P)

Dieser wird im Folgenden leicht umgeschrieben.
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Fir 7= H und X = () ergibt sich aus den Komponenten von G — X — T die Partition
P = (H,0,V \ H) und fiir f = 2 ist v(G,H,2,P) = 3. Es kann aber nur zwei H-
Wege in einem defekten H-lokalen 2-Faktor in diesem Graphen geben. Das Aufteilen
in P := (H,0,C1,Cs) erlaubt es, zweimal den ungeraden Rand abzurunden, und es ist
v(G,H,2,P) =

Abbildung 9: Die Komponenten von G — X — T sind nicht immer eine gute
Wahl

Definition 9 Sei G = (V, E) ein Graph, H C'V und f : H— N. Sei P €
B(G,H). Dann sei

pG(P) = 2V(G7H7f77)) _f(H)v

wobei der Index G meistens nicht geschrieben wird. H und f sind dem Kontext
z2u entnehmen.

Korollar 2 Sei G = (V, E) ein Graph, H C'V und f : H — N. Es existiert in
G ein defekter H-lokaler f-Faktor mit Defekt hichstens r,r € N, genau dann,
wenn

—r < mi P).
T_Peg%g{H)p( )

Beweis: Da jeder Weg, der in u(G, H,f) gezdhlt wird, den Defekt um 2
verringert, existiert ein defekter H-lokaler f-Faktor mit Defekt < r genau dann,
wenn

r > f(H) - 20(G, H, f).
Also wegen Satz 7 genau dann, wenn

VP e B(G,H) —r<2w(G H, f,P)—f(H)=pP).
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Die Terme in p(P) lassen sich umformen, so dass sie fiir den Hauptbe-
weis natiirlicher erscheinen. Das Abrunden wird dabei mittels einer handlichen
Funktion ¢ erledigt:

Definition 10 Sei G = (V,E) ein Graph, H C V, f : H - N und P =
(T,X,C1,...,Cp) € B(G,H). Es sei Vi, 1 <i<mn,

o(C) { Lfalls  f(Cin H)+ [B(Cin H,T)| + [bdg-x(Ci) \ H| =1 (mod 2)

0 sonst

der g-Anteil von C; und

a(P):= Y a(C).

1<i<n

Damit ist q(C;) genau dann 1, wenn der zu C; gehdrende Term in v(G, H, f, P)
tatséichlich abgerundet wird. q(P) fasst die ganzen Abrundungen zusammen.
Damit lasst sich leicht zeigen:

Beobachtung 11 Sei G = (V, E) ein Graph, H C V und fﬁ H — N. Sei
P=(T,XCy,...,C,) € B(G,H). Sei f die Fortsetzung von f auf V mit 2.
Dann gilt

p(P) = f(X) = f(T)+ > [Ea-x(x, H)| + Y bda_x(Ci)\ H| - q(P).

zeT 1<i<n

Beweis: Es ist unter Beriicksichtigung von (J;,.,,(Ci N H) = H \ (X UT)

2w(G, H, f,P)

= 2f(X NH)+2/X\ H| + 2|E(T)]
+ > (A(CinE) + [B(Cin HT)| + bdg-x(C:) \ H| - a(Cy))

1<i<n
= 2f(XNH)+ f(X\ H)+2[E(T)|
+FHN\(XUT) +[EH\ (XUT),T)|+ > [bde-x(Ci)\ H| —q(P)
1<i<n
= f(X)+f(XNH)+ f(H)— f(XNH)— f(T)
+Y |E@, H\ X)|+ Y |bdg-x(Ci)\ H| — q(P)

zeT 1<i<n
= fX)+ f(H) = f(T)+ Y [Eg-x(z, H)|+ Y [bdg-x(Ci)\ H| - q(P).

zeT 1<i<n

Subtraktion von f(H) ergibt die Behauptung. O
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Die Partitionsmengen C7 und Cs widersprechen nicht der Definition der Standardform.
G[Cs] hingegen besteht aus zwei Komponenten und deswegen ist diese Partition nicht
in Standardform.

Abbildung 10: Eine Partition nicht in Standardform

Diese neue Darstellung von p(P) zeigt deutlicher als v, dass T' der wichtig-
ste Bestandteil der Partition ist. Ein negatives p(P) steht fiir den Mangel an
Wegenden fiir T', selbst wenn jeder sonstige Bestandteil des Graphen alle seine
Wege nach T richtet und die vorgegebenen Grade in T ignoriert werden. Im
Einzelnen sind dies noch einmal: f(XNH) viele Wege von T' zu X; | X'\ H| Wege
von T zu T iiber Knoten aus X \ H, also f(X \ H) = 2|X \ H| Wegenden fiir T’;
und bis auf die Rundungsproblematik wird jede Kante von T' zu H \ (X U H)
als Weg genutzt und je zwei Randknoten von C; \ H liefern einen 7-Weg.

Allerdings ist in manchen Situationen die Schreibweise mit v besser geeignet,
z.B. dann, wenn Monotonieeigenschaften von p(P) zu zeigen sind.

Zu bemerken ist noch, dass VP € 3(G, H) wegen v(G, H, f,P) € Ny gilt

p(P) = J(H) (mod 2).

3.2 Operationen auf Partitionen

Die néchste Definition hilft, Partitionen etwas leichter handhabbar zu machen.

Definition 11 Sei G = (V, E) ein Graph, H CV und P = (T, X,C4,...,Cy) €
B(G,H). P wird eine H-kompatible Partition in Standardform genannt, falls
Vi, 1 < i < n, gilt ¢(G[C;]) = 1. (Insbesondere C; # ).)

Standardform bedeutet aber nicht, dass die C; Komponenten von G—X —T
sind, sondern blof}, dass Knoten unterschiedlicher Komponenten nicht in dem
gleichen Cj; sein konnen.

Es geniigt, in Korollar 2 das Minimum iiber alle P € 5(G, H), die in Stan-
dardform sind, zu bilden. Dies zeigt das néchste Lemma:
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Lemma 2 Sei G = (V, E) ein Graph, H C 'V, f H — N, P € pB(G, H). Dann
existiert ein P € B(G, H) in Standardform mit p(P) < p(P).

Beweis: Sei P = (T, X,C4,...,Cy) € B(G,H). Sei 1 < i < n. Eine lee-
re Menge C; = () kann einfach aus P herausgenommen werden, ohne die H-
Kompatibilitét oder p(P) zu beeinflussen. Sei C; # ) mit ¢(G[C;]) > 2. Ohne
Beschréinkung der Allgemeinheit ist i = n. Es sei C(G[Cj]) = {Ch,...,Ca},n >
n + 1. Dann ist

~ A~ A~

P = (T,X,C’l,...,Cn,l,C’n,...,Cﬁ)

eine Partition von V. Wegen

wird T von P getrennt und mit

bdg-x-7(Cn) = | bda_x_1(Cy)

n<i<n

ist P € B(G, H). Fiir p(P) < p(P) geniigt es, v(G, H, f,P) < v(G, H, f,P) zu

zeigen:
V(G H, f,P) — v(G, H, f,P)
_ B <f(cn NH)+|E(C, N H,T)| + |bdg_x(Cpn) \ H!)J

_ Z B (f(émH) +|BE(C; N H,T)| + !bdc_x((i-)\Hl)J
>0

da fiir beliebige endliche Mengen {a;}icr € No gilt [ ;c;ai] > > icrlail.
Durch Wiederholung dieses Schrittes kann also eine Partition P= (T, X, C’l, .., Ch) €

~ ~

B(G, H) mit p(P) < p(P) und Vi, 1 < i < n,c(G[C;]) = 1 gefunden werden. [

Es kann hilfreich sein, beim Ubergang von G zu G — Z Partitionen weiter-
zuverwenden. Dies geht folgendermafen:

Definition 12 Sei G = (V, E) ein Graph, H CV, P = (T,X,C4,...,C,) €
B(G,H) und Z C V. Dann sei

P—Z:=(T\Z,X\Z,C\Z...,Co\Z).

Beobachtung 12 Sei G = (V, E) ein Graph, H CV, P = (T, X,C1,...,
B(G,H) und Z C V. Dann ist P — Z € (G — Z,H\ Z). Falls Z CV
dann gilt auferdem p(P — Z) < p(P).

Cp) €
\ H,
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Beweis: P — Z ist eine Partition von V' \ Z. Es ist Vi,1 < i < n,

bdg_z—x\z)-(1\2)(Ci \ Z) C bdg-x—7(Ci).

und somit ist bdg_z_(x\z)—(1\2)(Ci \ Z) N H = (). Auch trennt P — Z jeden
(T'\Z)-Wegin G—Z.Esfolgt P—Z e p(G—-Z,H\ Z).

Falls Z C V'\ H ist, so sind die einzigen Terme, die sich von p(P) zu p(P—Z)
verédndern kénnen, f(X) und |bdg—x(C;)\ H| und deren Einfluss auf q(P). Da
f(X\ Z) < f(X), ist hier alles in Ordnung. Es ist bdg_z_x(C; \ Z) \ H C
bdG_X(Ci) \ H und damit ‘bdG—Z—X(C’i \ Z) \ H| < ‘bdG_X(Ci) \ H‘ Falls
sich der Anteil von C; an ¢ verdndert, so kann das nicht an f(C; N H) oder
E(C;NH,T) liegen, da C;NH = (C;\ Z)NH. Also ist |bdg_z_x(C; \Z)\ H| <
|Ibdg_x(C;) \ H| — 1 und dies gleicht die Verinderung in q aus. Damit ist
p(P = Z) < p(P). O

AuBlerdem konnen beliebige Kanten aus G geloscht werden und P bleibt
dabei H-kompatibel, denn die Anforderungen an einen Trenner werden da-
durch schwécher. Allerdings ist zu erwarten, dass das Loschen von Kanten den
Faktoren schadet, p(P) also kleiner wird.

Beobachtung 13 Scien G = (V,E) und G' = (V, E') Graphen mit E' C E.
Sei P € B(G,H). Dann ist P € 5(G', H) und es gilt

pcr(P) < pa(P).

Beweis: Die H-Kompatibilidt von P in G’ folgt sofort aus E' C E: Es gilt
Vi,1 <i < n, bdg_7_x(C;) C bdg_r—x(C;) und damit ist bdg_x_7(C;) N
H = 0. Auch ist G’ — P C G — P und enthélt damit keinen T-Weg.

Die Monotonie von p wird mittels v gezeigt: Die Terme f(X), f(XﬂH) | X\
H| und f(C; N H),1 <i < n,sind in v(G, H, f,P) und v(G, H, f,P) gleich.
Weiter gilt |Eq/(T)| < |Eq(T)| und |Eq/(C; N H,T)| < |Eq(C; N H,T)|. Auch
ist [bdg—x(C;) \ H| < |bdg—x(C;) \ H| und damit werden alle Terme nicht
groBer. Es folgt v(G', H, f,P) < v(G, H, f,P). O

Umgekehrt wird fiir viele Beweise der Graph G um bestimmte Kanten er-
weitert. Diese sind allerdings so gewéhlt, dass sie weder Einfluss auf die H-
Kompatibilitdt von P haben noch in p(P) gezéhlt werden.

Definition 13 Sei G = (V, E) ein Graph, H CV und P = (T, X,C4,...,Cy) €
B(G, H). Es sei G—"P der zugehdrige Graph aus Definition 7, der keinen T - Weg

31



Cy

Cy

EX

(% T v

Beim Bilden von G” werden alle Kanten von X zu allen anderen Knoten, alle moglichen
Kanten innerhalb von jedem C; und auch alle moglichen Kanten in jeder Komponente
von G — P erginzt. Durch letztere Kanten wird v direkt mit Randknoten von Cs
verbunden, obwohl vorher v nur mit C; verbunden war.

Abbildung 11: G und G7

enthalten darf. Es sei

EX = {zy:zeX,yecV\{z}}

E¢ = U {zy : {z,y} C Ci,z # y}
1<i<n

Eb .= U f{ey:{zy} cCa#y}\EC
CeC(G-P)

EP .= EUEXUE®UEY

Dann wird G := (V, E7) der kantenmaximale Graph zu P genannt.

Wirklich “kantenmaximal” muss G¥ iibrigens nicht sein, es kann noch an-
dere Kanten geben, die sich hinzufiigen lassen, ohne p(P) zu verindern. Das
Interessante an G ist aber, dass die hinzugefiigten Kanten die Struktur der
Partition nicht verédndern. Die folgende Beobachtung zeigt dies.

Beobachtung 14 Sei G = (V, E) ein Graph, H CV und P € B(G,H). Sei
G? der kantenmazimale Graph zu P. Dann ist P € 3(GT, H) und p(P) ist in
G und GP gleich, d.h.

p6(P) = par (P).

Beweis: Sei E” = EU EX U EC U E* wie in Definition 13.
Zuerst wird P € B(GP, H) gezeigt. Die erste Bedingung in Definition 7 ist
offensichtlich erfiillt. Auch die zweite ist nicht verletzt: Die einzigen Kanten,
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die zwischen Partitionsmengen C; und C; hinzugefiigt werden, sind in EY und
damit zwischen Knoten aus G — P. Die einzigen H-Knoten in G — P sind aber
die in T, somit kann auch in G¥ kein H-Knoten im Rand einer Menge C; liegen.

Auch die dritte Bedingung gilt, wie leicht einzusehen ist. In G7 —P existiert
genau dann kein 7-Weg, wenn in jeder Komponente C' € C(G” — P) hochstens
ein Knoten aus 7T liegt. EX und E¢ sind in G¥ — P geléscht und haben keinen
Einfluss auf dessen Komponenten. Damit ist E(GF —P) = E(G—P)UEY. Aber
Kanten aus E% liegen per Definition innerhalb von Komponenten von G — P.
Somit bestehen die Komponenten von G — P und G¥ — P aus den gleichen
Knoten, weshalb auch in GP — P kein T-Weg existiert.

Damit ist P auch in G¥ H-kompatibel.

Es soll nun gezeigt werden, dass sich kein Term von p(P) oder q(P) beim
Ubergang zu G veriindert. Dies trifft sicherlich auf f(X), f(T') sowie f(C;NH)
und |E(C; N H,T)|, 1 <i < n, zu. Die Kanten in EX und E¢ gehen nirgends
in p(P) ein, da sie die Rénder in G — X nicht beeinflussen und auch keine
Kante zu Eg_x (T, H) hinzufiigen. Es bleiben also die Kanten aus E*®. Da je-
de Komponente von G — P hochstens einen Knoten aus H enthilt, verdindern
diese Kanten Eq_x (T, H) nicht. Die Rander bdg_x (C;) \ H kénnen durch zu-
sétzliche Kanten nicht kleiner werden. Sie werden aber auch nicht grofler: Sei
z € bdgr_x(C;) \ H. Dann enthilt die Komponente von G7 — P, in der z
liegt, mindestens noch einen anderen Knoten y. Wie oben gezeigt, liegen diese
Knoten auch in G — P in der selben Komponente. Damit gibt es einen Weg in
G —P von x nach y. In G—"P hat x aber keinen Nachbarn in C}, also muss dieser
Weg iiber T' oder eine andere Komponente C; fithren. Damit liegt x bereits in
bdg_x(C;). Somit ist |bdg_x(C;i) \ H| = |bdgr_x(C;) \ H| und damit &ndert
sich auch dieser Bestandteil von p(P) nicht. g

Nun soll eine weitere Operation auf H-kompatiblen Partitionen definiert
werden: Mit etwas Vorsicht ldsst sich ein Knoten aus 7' herausnehmen und in
die C; einfiigen. Das Ziel wird es dann sein, eine Partition mit minimalem T" zu

finden.

Definition 14 Sei G = (V, E) ein Graph, H CV und P = (T, X,C4,...,Cy) €
B(G,H). SeiveT und

I'={i:Nw)nC; #0,1 <i<n}.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit ist I = {1,...,j} fir ein j € N oder
I=0undj=0. Es sei

C = {v}UUCZ-.

el

Dann sei P'=C .= (T'\ {v}, X,C,Cji1,...,Ch).
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Da v aus T nach C verschoben wird, miissen die Partitionsmengen C; und C5 zu C
zusammengefasst werden. X wird nicht veréndert.

Abbildung 12: Ein Knoten wird aus T' herausgeschoben

Beobachtung 15 Sei G = (V, E) ein Graph und H C V. Sei P € (G, H).
Seiv € T und P'~C wie in Definition 14. Dann ist P*~C H-kompatibel.

Beweis: Sei P = (T, X,Ch,...,C,). Seien I, j und C wie in Definition 14. Es
ist leicht erkennbar, dass PV~ eine Partition von V ist. Auch ist T\ {v} C H.

Bei einer Partitionsmenge C;, i ¢ I, die keinen Nachbarn von v enthélt und
in P?~C weiterhin eine eigene Menge ist, sind die Rénder bdg_x_7(C;) und
bdg_x—(m\{v})(Ci) gleich. Zu C sei bemerkt, dass v nicht in G — X — (T'\ {v})
im Rand liegen kann, denn Ng_x(v) \ (T'\ {v}) = Ng_x_(7\{v})(v) ist per
Definition in C' enthalten. Somit ist

bdg_x—\wh(C) € |Jbda—x—7(Ci)
iel

und die zweite Bedingung der H-Kompatibilitét erfiillt.

SchlieBlich ist (J;<;<; E(C;) € E(C) und damit

G-PC = G-E(C)- |J E(C)-ET\{v})— (XUE\(T\{v})

C G- |J EC)-ET\{v}) - (XU{o}U(H\T))
1<i<n
C G- |J E@G)-ET) - (XU(H\T))
1<i<n
= G-P.
Es wird also jeder (T \ {v})-Weg durch PV~¢ getrennt. O

34



In P'~¢ werden genau die C; zu C zusammengefasst, die sonst dafiir sorgen
wiirden, dass v im Rand von C' liegt. Ohne diese Vereinigung ist also keine H-
Kompatibilitdt von P?~¢ maoglich.

Allerdings ist es nicht auszuschliefen, dass p(P'~¢) > p(P) ist, die neue
Partition also “schlechter” ist. Falls dies fiir alle v € T zutrifft, ist T" also in
gewisser Weise minimal. Falls G bereits kantenmaximal ist, ldsst sich dann der
Maximalgrad in G[T] abschétzen.

Lemma 3 Sei G = (V,E) ein Graph, H C V und f : H — N. Sei P =
(T,X,C1,...,Cy) € B(G, H). Falls gilt G = GF und

VoeT p(P"~%) > p(P),
dann ist |E(v,T)| < f(v) —2 fiir alleveT.

Beweis: Fiir T = () ist nichts zu zeigen. Sei also T # ().

f sei wieder die Fortsetzung von f auf V mit 2. Seiv € T und T := T'\ {v}
und P’ == P'=C = (T, X,C,Cj41,...,Cp) wie in Definition 14. Nach der
Annahme ist p(P’) > p(P) und wegen p(P’) = f(H) = p(P) (mod 2) ergibt
sich

2 < p(P)— p(P)
FO0) = $T) + 3 [Bo-x(a, H)|

zeT’
+bde-x(C)\ H|+ Y |bda-x(Ci) \ H| = a(P')

j<i<n

— | FX) = (M) + ) [Bo-x(x, H)|+ Y |bdg-x(Ci)\ H| — q(P)

zeT 1<i<n

Es ist —f(T") + f(T) = f(v). Die Kanten E(v,T") = E(v,T) werden in p(P’)
nur noch einmal statt zweimal gezéhlt. Kanten in Eq_x (v, H \ T') werden in
p(P’) gar nicht mehr gezihlt. Damit ist

2 < f@) - [E(0,T)] ~ [Eg_x (v, H\T)

+bda-x(C)\ H| = Y |bde_x(Ci) \ H| + q(P) — q(P').
1<i<y

Jedes C; mit C; N N(v) = () wird iiberhaupt nicht beeinflusst, und wird in
q(P) genau dann gezihlt, wenn es in q(P’) gezihlt wird. Damit ist

[a(P') = a(P)| < Ne-x () \T| = [Eg-x (v, H\ T)| + Ng-x (v) \ H|.
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Da C'\ H die Vereinigung der C; \ H,i € I, enthilt, gilt

bde-x(C)\H € | bde—x(Ci) \ H.

1<i<j

Ein Knoten z € bdg_x(C;) \ H, der ein Nachbar von v ist, ist aber nicht
mehr im Rand von C: Im Rand zu T’ kann z nicht liegen, denn die einzige
Verbindung zu T war v (sonst gidbe es einen T-Weg in G — P). Ein Nachbar
y von x in einer anderen Partitionsmenge C; (woraus y ¢ H folgt) bedeutet
aber, dass x und y in der selben Komponente von G — P sind und damit auch
v und y. Da G = G7 gilt, ist vy € E(G). Somit ist C; C C und insbesondere
y e C. Also ist = ¢ bdG_X(C).

Dies ergibt

bde-x(C)\ H| — Z [pde—x (C)\ H| < —[No-x(v) \ H]

und zusammen mit der Abschéitzung fiir q(P’) — q(P) folgt
2 < f(v) = [E(v, T)].
([l

Eine Partition P mit einem 7', welches diese Bedingung erfiillt, kann im
Prinzip algorithmisch gefunden werden: Ein Knoten v € T mit p(P~¢) <
p(P) wird einfach aus T herausgenommen, also P durch P'~¢ ersetzt. Um
diesen Schritt mehrmals durchzufithren, miisste dann wieder gelten, dass G der
kantenmaximale Graph zu P?~¢ ist, was aber nicht unbedingt stimmen muss.

Im Allgemeinen ist nicht einmal G kantenmaximal. Es geniigt jedoch, die
Voraussetzung in G¥ zu zeigen, denn G[T] = G[T]. Dass der Algorithmus
dann trotzdem funktioniert, steckt im Beweis des folgenden Lemmas:

Lemma 4 Sei G = (V,E) ein Graph, H C V und f : H — N. Sei P =
(T,X,C4,...,C,) € B(G,H).

Dann ezistiert eine Partition P' = (T', X', C1,...,C!,) € B(G,H) mit T' C
T, X' =X, p(P") < p(P) und fiir alle v € T' gilt |[E(v,T")] < f(v) — 2.

Beweis: Laut Beobachtung 14 ist P € 3(G¥, H). Angenommen es gilt
VoeT pgr(P) < per(P'7C),

wobei der Schritt von P zu P'~C in G¥ durchgefiihrt werden soll. (Da v in
GP moglicherweise mehr Nachbarn hat als in G, ist die Angabe, worin P*~¢
gebildet wird, wichtig.) Dann folgt aus Lemma 3 und |Eg(v,T)| = |Egr (v, T)]
die Behauptung.

Ansonsten ist 7' # () und es existiert ein v € T mit pgr (P) > per (PYC).
Sei P’ := P"~¢ (wieder in G gebildet).
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Wegen E(G) C E(G?) ist laut Beobachtung 13 auch P’ € 3(G, H) und es
gilt
pc(P') < pr(P') < par (P) = pa(P).

Falls P’ die Voraussetzung von Lemma 3 auch nicht erfiillt (diesmal in G7"),
kann dieser Schritt wiederholt werden. Zu beachten ist noch, dass X in allen
diesen Partitionen gleich ist. O

Somit lasst sich auch in beliebigen Graphen eine Partition mit minimalem
T finden. Das denkbar kleinste T, namlich 7' = 0, zeigt erste Ahnlichkeiten
zwischen p(P) und der Toughness von H:

Beobachtung 16 Sei G = (V, E) ein Graph und H CV. Es sei P € 5(G, H)
eine Partition in Standardform, P = (T, X,C1,...,Cy). Falls T = () ist, so gilt
p(P) > f(X) = (G - X).

Beweis: DaG—X-T = G—X,ist firallei, 1 <i < n,bdg_x(C;)NH = () und
damit |bdg_x(Ci) \ H| = |bdg-x(C;)|. Es gilt |bdg—x(C;)| > 1 genau dann,
wenn C; keine Komponente von G — X ist. Fiir ein C; mit |bdg_x(C;)| > 1
ldsst sich durch diesen Term aber der Anteil von C; an q(P) ausgleichen, der
héchstens 1 ist. Somit gilt

p(P) = f(X)+ Y Ibda—x(Cy)| — a(P) > f(X) — (G - X).

1<i<n

Da aber fiir eine auch in P enthaltene Komponente C; € C(G — X) mit
C; N H = () immer q(C;) = 0 gelten muss, folgt die Behauptung. U

Das folgende Lemma zeigt, dass es in G¥ —{v} auch keinen H-lokalen (k—1)-
Faktor mit Defekt hochstens 1 geben kann, wenn es in G keinen H-lokalen
k-Faktor mit Defekt hochstens 1 gibt, aber ein Knoten v in der Testmenge T
enthalten ist, der zu allen anderen Knoten von H verbunden ist. Die Vorstellung
dahinter ist, dass ein solches v an den kleineren Faktor angefiigt werden koénnte,
wenn es diesen gébe. Es sei noch bemerkt, dass beliebige von X ausgehende
Kanten in G¥ hinzugefiigt werden konnen. Damit reicht es schon, dass v in G
zu allen anderen H \ X verbunden ist.

Lemma 5 SeiG = (V, E) ein Graphund H CV. SeiP = (T, X,C1,...,Cy) €
B(G,H). SetveT mit H\ X C Ng_x(v)U{v}. SeikeN,2<k<|H|-1.
Sei G :=GP —{v}, H:= H\{v},k:=k—1und P:= (T, X,C1,...,Cy) =
P—vepBG H), alsoT =T\ {v}.
Sei p(P) der Wert von pg(P) fiir f = k und p(P) der Wert von ps(P) fiir
f = k. Dann ist p(P) < p(P).
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Beweis: Seien f und f die Fortsetzungen von f bzw. ]? auf V bzw. V \ {v}
mit 2. Es gilt

—~

X) = fX)-|XnH]|
(T) = f(T)—k—(T|-1)

hy

Da v in G zu ganz H\{v} verbunden ist, folgt unter Beachtung von E(T, H) =
Eer (T, H):

Y [Ea@ D) = Y [E@T)-2(T| - 1)

z€T z€T
Y [Bex(@ H\T)| = Y [Be x(x, H\T)|—|[H\ (X UT)|
xeT zeT

Alles zusammen ergibt mit p(P) = pgr (P) und Vi q(C;) = qgr (Cy)
p(P) < pgr(P) - \XﬂHHkJr(!T\ - =2(T[-1) - [H\ (X UT)
+ Y (Ibda_x(Ci) \ H| = [bdgr_x(Ci) \ H| = a(Ci) + a6 (Cy))

1<i<n

— p(P) = |XNH|—|T| = |H\(XUT)|+k+1
"‘Z (Ibdg_x(Ci) \ H| = [bdgr_x (Ci) \ H| —q(C;) + q(C))

1<i<n
= p(P)—|H|+k+1
+ Y (Ibda_x(Ci) \ H| = Ibdgr_x (Ci) \ H| = a(Cy) + a(Cy))

1<i<n

Da fiir alle 4,1 <i < n, bdg_x(C;) C bdgr_x(C;) ist, folgt insbesondere
bda_x (C)\ I € bdgr_x(Ci) \ H.
Falls |bds_ (C;) \ H| < [bdgr_x(Cy) \ H| ist, so ist
Ibdg_x (Ci) \ H| = [bdgr_x (Ci) \ H| < =1 <q(Ci) — a(Cy)

und der Summand zu C; kann durch 0 nach oben abgeschétzt werden.
Andernfalls ist [bdga_x(Ci) \ H| = |bdgr_x(Ci) \ H|. Dann gilt

a(Ci) = f(CinH)+[Eg(CinH,T)|+ [bdg_x(Ci) \ H
f(C;NnH)—|C;NnH|+ |E(C;NH,T)|— |C; N H| + |bdgr_x(C;) \ H|
f(CinH) + [E(C; N H,T)| + [bdgr_x(Ci) \ H|

der (Ci)

= q(C;) (mod 2).
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Also wird ein solches C; genau dann in q(P) gezéhlt, wenn es in q(P) gezihlt
wird. Damit ist der Summand zu C; exakt 0.
Also ist
p(P) p(P)— |H|+k+1
p(P).

IAIA

3.3 Verschiedenes

Zuerst ein sehr einfaches Resultat zur chromatischen Zahl x(G).

Beobachtung 17 Sei G = (V, E) ein Graph, k € Ny und fir alle x € V sei
der Grad d(v) < k. Dann ist x(G) < k + 1.

Beweis: Der Beweis ist algorithmisch. Alle Knoten seien am Anfang nicht
gefarbt. Ein € V erhélt dann eine beliebige Farbe. Da jeder weitere Knoten v
maximal k£ Nachbarn hat, wird eine der k + 1 Farben in N(v) nicht verwendet.
Damit kann v eingeféirbt werden. U

Die chromatische Zahl x(G) und die Unabhéngigkeitszahl a(G) stehen in
einem simplen Zusammenhang zueinander.

Beobachtung 18 Sei G = (V, E) ein Graph. Dann ist x(G)a(G) > |V].

Beweis: Eine Fiarbung von G mit x(G) Farben entspricht einer Partition von
V in x(G) unabhéngige Mengen, jede hochstens a(G) grof. O

Mit der Idee, dass man aus einem vollstdndigen Teilgraphen immer blof}
einen Knoten in eine unabhingige Menge aufnehmen kann, bekommt man eine
obere Schranke fiir die Unabhéngigkeitszahl.

Beobachtung 19 Sei G = (V, E) ein Graph. Firi,1 <i<mn, sei K; CV mit
G[K;] vollstindig und es sei V- = Uj<;<, Ki. (Die K; miissen nicht disjunkt
sein.) Dann ist a(G) < n.

Beweis: Sei U C V eine unabhingige Menge mit |U| = «(G). Fir jedes
K;, 1 <i<mn,gilt |UNK;| <1 und somit

Ul=Unv|=lUn |J Kl< ) [UnK]<n.

1<i<n 1<i<n
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4 Resultate

4.1 Hauptaussagen

Nach der ganzen Vorarbeit kann nun die Beziehung zwischen H-lokalen Fakto-
ren und der Toughness von H beleuchtet werden. Dies ist im Fall £ = 1 sehr
einfach moglich.

Lemma 6 Sei G = (V,E) ein Graph und H C V sei 1-tough in G. Dann
existiert ein H-lokaler 1-Faktor mit Defekt hichstens 1 in G.

Beweis: Angenommen es existiert kein H-lokaler 1-Faktor mit Defekt hoch-
stens 1 in G. Nach Korollar 2 mit f = 1 und f der Fortsetzung von f auf V mit
2 gibt es dann ein P € (G, H) mit p(P) < —1. Lemma 3 zeigt die Existenz
einer Partition P’ = (T, X,C4,...,Cy) € B(G, H) mit p(P’) < p(P) < —1, so
dass Vo € T gilt |E(v,T)| < f(v) —2 = —1. Also muss T = () gelten. P’ liisst
sich zu einer Partition P” in Standardform mit p(P”) < p(P') < —1 umformen,
ohne T oder X zu verdndern. Wie in Beobachtung 16 gezeigt wurde, ist dann
wegen T = ()
—1>p(P") > f(X) = (G - X).

Da f(X)=|XNH|+2|X\ H| > |X|, gilt also
-1> |X|-H(G-X)

Fiir ¢’(G — X) > 2 ist dies ein Widerspruch zur 1-Toughness von H in G.
Ansonsten ist —1 > —cf (G — X) > —1 auch ein Widerspruch.
Also enthilt G einen H-lokalen 1-Faktor mit Defekt hochstens 1. 0

Das folgende Lemma zeigt fiir beliebiges k € N eine dhnliche Aussage wie
Korollar 1, ist aus technischen Griinden aber in einer negierten (und stérkeren)
Weise formuliert.

Lemma 7 SeiG = (V,E) ein Graphund H C V. Es seik € Nundk < |H|-1.
H sei t-tough in G. Fir f = k sei P = (T,X,C1,...,Cy) € B(G,H) mit
p(P) < —1.

Es seit > k. Dann gilt T # 0 und t < k%

Beweis: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit ist P in Standardform, denn
das Umformen in Standardform veréndert 7" nicht und auch p(P) wird dadurch
nicht grofler.

Fiir £k = 1 kann Lemma 6 angewandt werden, um zu zeigen, dass es einen
H-lokalen 1-Faktor mit Defekt < 1 geben muss. Also gibt es keine solche Par-
tition P und es ist nichts zu zeigen. Deswegen wird im Folgenden von k > 2
ausgegangen.
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Sei G ein Gegenbeispiel mit |V| minimal unter allen Gegenbeispielen. Seien
H,t, k und P die anderen Bestandteile des Gegenbeispiels und ¢ > k. In einem
Gegenbeispiel muss T' = () oder t > kza(lci[‘ﬂ) gelten.

Offensichtlich ist G[H] nicht vollsténdig, da sonst fir £k < |H| — 1 ein H-
lokaler k-Faktor mit Defekt hochstens 1 direkt in G[H] zu finden ist und dies
widerspricht p(P) < —1.

Da H t-tough ist, aber G[H| nicht vollstindig, kann nun versucht werden,
durch die geschickte Wahl von Trennern zusétzliche Informationen zu gewinnen.
Die Struktur von P wird dabei die Richtung weisen.

Wie sehen gute Trenner in G aus und was wird iiberhaupt getrennt? Bei
der Menge X und insbesondere X N H ist es nicht auszuschlieflen, dass sie sehr
stark mit dem Rest des Graphen verbunden sind. X sollte also ein Teil des
Trenners sein. Es bleibt der Graph G — X. Darin sind die Komponenten von
G — X — T und T selbst. Zwar kénnen die Komponenten von G — X — T auch
H-Knoten enthalten, es ist aber nicht garantiert. Deshalb wird T', das nur aus
H-Knoten besteht, hauptséchlich fiir die H-Komponenten sorgen.

Zuerst soll der Fall T' = () ausgeschlossen werden: Laut Beobachtung 16 ist
dann —1 > p(P) > f(X)—c(G—X) > | X|—cH (G- X). Falls (G~ X) > 2
ist, folgt aus der t-Toughness von H in G, dass | X| > tc? (G~ X) > (G - X)
sein muss, also —1 > 0. Ansonsten ist ¢/ (G — X) < 1 und damit —1 > | X| —
(G — X) > —1. Also gilt T # () und deswegen t > k‘%

T ist noch aus einem anderen Grund ein guter Kandidat 21"11" die Anwendung
der Toughness. Durch p(P) < —1 < 0 ist bereits eine untere Schranke fiir
f(T) = k|T| gegeben:

KIT| > f(X) + ) [Ea-x(a, H)| + Y [bde-x(Ci) \ H| —q(P)

zeT 1<i<n

Die Toughness liefert folgendermaflen dazu passend eine obere Schranke fiir
t|7T):

Da T in G — P komplett getrennt ist, wird sich ein Trenner fiir 7" stark
an G — P orientieren. In G — P ist E(T") geloscht, um Wege innerhalb von
T zu verhindern. Ein Knotentrenner Z, wie er zum Anwenden der Toughness
bendtigt wird, kann diesen Schritt aber nicht imitieren und im Allgemeinen aus
T nur a(G[T]) H-Komponenten gewinnen, wie Beobachtung 4 zeigt. Sei also
U C T eine unabhéngige Menge mit |U| = a(G[T]). Statt T soll nun diese
getrennt werden, wobei sich das Ergebnis dann wieder von |U| = a(G[T]) auf
|T’| skalieren l&sst.

Ein erster Ansatz erklart die weitere Beweisidee, wird im Anschluss aber
noch ausgebaut werden: Die Knoten von U sind in G — X — Ng_x(U) C
G — N(U) isoliert. Falls ¢ (G — X — Ng_x(U)) > 2 ist, gilt also t|U] <
| X |+ |Ng—x(U)|. Die GroBe der Nachbarschaft |Ng_x (U)| lisst sich wie folgt
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beschrianken:

tul < | X[+ [Neg-x(U)|
< |X|+|Ec—x(U,H)|+ Ng_x(U) \ H|
< X[+ [Ee-x(U.H)|+ > |bdg_x(Ci)\ H|

1<i<n

Diese Terme lassen sich leicht gegen die entsprechenden Terme aus p(P) ab-
schétzen, z.B. ist | X| < f(X). Jedoch wirkt ein bestimmter Term in p(P) in die
falsche Richtung: Zu —q(P) gibt es kein Gegenstiick. Dieses miisste die Groie
des Trenners weiter einschrinken. Es folgt aber

ta(G[T)) < |X|+[E-x(U H)|+ Y |bde-x(Ci)\ H|

1<i<n

< SO+ ) [Ee-x(z,H) + Y [bde-x(Ci)\ H]

zeT 1<i<n
< K|T|+q(P).

Wenn also q(P) = 0 ist, hat man unter der Annahme ¢/ (G—X —Ng_x(U)) > 2
bereits die gewiinschte Schranke gezeigt, also einen Widerspruch herbeigefiihrt.

Im Allgemeinen wird aber ein mit etwas mehr Fingerspitzengefiihl zusam-
mengestellter Trenner Z von U benétigt. Bei genauerer Betrachtung sieht man,
dass die Terme in p(P) es sogar erlauben, X U (Ng_x(T') \ U) statt blof
X UNg_x(U) als Trenner zu verwenden. Allerdings wird q(P) von diesem
Trenner nicht kompensiert. X C Z soll aber gelten, damit sich die weiteren
Betrachtungen auf G — X beziehen kénnen. Da U eine maximale unabhéngige
Menge in T ist, ist 7'\ U C N(U). Dann ist |7\ U| < |E(U,T)| und T'\ U kann
im Trenner Z enthalten sein und durch Terme in p(P) abgeschitzt werden.

Da fiir jedes Cy,1 < i < n immer q(C;) < 1 ist, geniigt es, pro solchem C;
die sich aus der t-Toughness ergebende Ungleichung um 1 zu verbessern oder zu
zeigen, dass p(P) noch Reserven hat. Dies wird dadurch erschwert, dass Trenner
im Sinne der Toughness auf Komponenten basieren, eine solche Komponente
aber in mehrere C; partitioniert sein und mehrfach in q(P) gezéhlt werden
kann. Wie genau vorgegangen wird, héngt von dem einzelnen C; ab, und soll
nun erldutert werden.

Sei dazu

B .= {C;: (C;nH)\N(U) # 0,1 <i<n}.

Von einem C; € B sollen bdg_x(C;) \ H und C; N N(U) geloscht werden.
Von bdg_x(C;) bleiben dann nur noch Knoten iibrig, die in H sind und im
Graphen G— X nur Nachbarn in C; und T\ U haben. Da T\ U ebenfalls geloscht
wird, ist ein solches C; eine Komponente im getrennten Graphen G — Z. Es ist
eine H-Komponente wegen der definierenden Eigenschaft von B, dass es einen
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C; und Cy sind in B, da nach dem Loschen von N(U) in ihnen noch H-Knoten iibrig
sind. Auerdem enthélt der Trenner fiir Mengen C; € B noch bdg_x(C;) \ H, was
bei Cy zu sehen ist.

Abbildung 13: Partitionsmengen in BY

H-Knoten in C; \ N(U) gibt, der also nicht geloscht wird. Dies verbessert die
Ungleichung aus der Toughness um ¢, genug um fiir q(C;) aufzukommen.
Sei B die Menge der restlichen Partitionsmengen Cj, also

B = {C;: (C;NH)CNU),1<i<n}.

Ein C; € B enthilt, wenn iiberhaupt, nur noch in bdg_x(C;) Knoten von H,
deswegen “B*¥”. AuBerdem gilt fiir v € C;NH C N(U) offensichtlich |E(v, T')| >
1. Darauf aufbauend wird B ein weiteres Mal unterteilt:

By = {C;eB:VveC;NH gilt |[E(v,T)| =1}
By = B\ B
= {C;eB":3weC;nH mit [E(v,T)| > 1}.

Fir C; € Bgd soll Z ganz bdg_x(C;) enthalten. C; muss einen Knoten v €
H mit |E(v,T')| > 2 enthalten, aber in | Z| wird v nur einmal gez&hlt. Somit kann
fiir C; beim Abschétzen von |bdg—x (C;)| durch |bdg_x (C;)\H|+|E(C;NH, T)|
noch ein +q(C;) gewonnen werden. Auflerdem ist C; \ Z in G — Z dann vom
Rest des Graphen getrennt, denn es ist G — Z C G — X.

Fiir ein C; € B gilt |E(v,T)| <1 Vv € C;N H und damit |E(v,T)| < 1
Vo € C;, denn fiir Knoten nicht in H muss dies immer gelten. Z enthalte alle
bis auf einen Knoten von bdg_x(Cj).

Auch wenn ein C; € B} keine Komponente von G — Z sein muss, so ist
dennoch dariiber kein U-Weg moglich. Die Begriindung dafiir ist &hnlich wie
bei der Betrachtung der Ressourcen von C; am Anfang von Abschnitt 3.1. Ein
U-Weg kann C; nur iiber dessen Rand betreten und verlassen. Da der Rand
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Alle H-Knoten einer Partitionsmenge C; € B%? sind Nachbarn von U und haben nur
eine Verbindung zu T, die folglich zu U fiihrt. Insbesondere ist C; € B?, da C; keinen
H-Knoten enthilt. Von einem C; € B wird der Rand bdg_ x (C;) bis auf einen Knoten
geloscht. Welcher das ist, wird nicht vorgeschrieben.

Abbildung 14: Partitionsmengen in B¢

U T\U

Die H-Knoten einer Partitionsmenge C; € B5¢ sind Nachbarn von U, aber mindestens
einer davon ist an mehr als einer Kante zu T beteiligt. Von einem C; € B5¢ wird der
ganze Rand bdg_ x (C;) geloscht.

Abbildung 15: Partitionsmengen in B4
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aber nur einen Knoten enthéilt, kann der Weg keinen anderen Knoten von Cj
enthalten, da er sonst C; nicht mehr verlassen konnte. Da jeder Knoten im Rand
von C; maximal eine Kante zu T" hat, muss ein U-Weg durch mehr als eine solche
Menge aus Bi’d gehen. Die einzigen Kanten zwischen diesen Mengen verbinden
Knoten, die wegen der H-Kompatibilitdt von P nicht in H sind. Damit liegen
so verbundene Mengen in G — P in der selben Komponente. Somit muss auch
ein U-Weg komplett innerhalb einer Komponente von G — P liegen, denn die
erste und letzte Kante des Weges gehen von U zu V'\ (X UH ) und sind ebenfalls
in G — P vorhanden. Dies ist ein Widerspruch, denn eine solche Komponente
enthélt hochstens einen T-Knoten, also insbesondere keine zwei Knoten aus U.

Nun ist die Vorgehensweise fiir alle C; genannt. Zusammengefasst enthélt
der Trenner also

o 7':=XU(T\U),
e von C; € B alle Nachbarn von U und bdg_x(C;) \ H

Zy = |J (C:nHNN@)) U (bdg-x(Ci)\ H)),
C;eBH

e von C; € B den ganzen Rand

Zy:= |J bda-x(Ci)
CiEBgd

e und von jedem C; € B4 alle bis auf einen Knoten von bdg_x (C;). Dies
ergebe 7.

Mit Z := Z'UZyUZ, U Zy ist wie oben besprochen ¢ (G —2Z) > |U|+|BH|.
Der Fall ¢/ (G — Z) > 2 ergibt, da H t-tough ist,
1Z| > tU|+t|BY|
> U]+ |B"|.
Durch Z werden von den C; nur Knoten der Rénder geloscht. Diese lassen

sich in bdg—x(C;) \ H und Ng_x(T) N C; N H aufteilen. Unter Beachtung der
besonderen Behandlung der Rénder in B3¢ folgt

2] < X[+ |T\Ul+ Y (Ne—x(T)NC;NH|+ [bda—x(Cy) \ H|) — |BY].

1<i<n

Nun wird noch |Ng_x(T)NC; N H| < |E(C; N H,T)| fiir C; & B¢ beziehungs-
weise < |[E(C; N H,T)| — 1 fiir C; € By eingearbeitet.

Y Nex(T)NC;nH| < Y |E(C;NH,T)| —|BY|

1<i<n 1<i<n

= [Eq-x(H\T,T)| - B3]
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Mit [T\ U| < [E(U,T)| folgt

1Z] < [X]+[E(, T)|+|Ee—x(H\T,T)|—|BSd|
+ Y [bda-x(Ci) \ H| - |BYY|

1<i<n
< X+ ) [Ee-x(z, H)[ + )Y [bde-x(Ci) \ H| — |B%|
zeT 1<i<n

Aus |Z| > t|U| + |BH| erhilt man mit |BH | + |B%| + |BS| = n > q(P) und
f(X) = [X]

tu| < |z - (8"
< X1+ [Be-x(z, H)+ > |bdg-x(Ci)\ H| - n
zeT 1<i<n
< X+ [Ea-x(z H)+ Y [bde-x(Ci)\ H| - q(P)
zeT 1<i<n
< p(P) + k[T
< k[T

Da |U| = a(G[T)) ist, erhélt man also t < k (|G[|T]) Damit ist G kein Gegen-
beispiel.

Es bleibt noch der Fall ¢/ (G — Z) < 1. Wegen T # 0 ist |U| > 1. Also ist

H@G—-2)=1=|U| und |[Bf| = 0. Aus |U| = a(G[T]) = 1 folgt, dass G[T]
vollsténdig ist. Sei U = {v}. Da Bf = () ist, sind alle C; in B* und damit
C;NH C N(U) = N(v). Folglich ist H \ X C N(v) U {v}. Dass ein so stark
verbundener Knoten in der Testmenge eines kleinsten Gegenbeispiels ist, wird
durch Lemma 5 ausgeschlossen:

Sei dafiir G := GP — {v},H := H\ {v},T :=T\ {v},k:=k—1>1 und
P:=(T,X,C1,...,Cp) =P —v e B(G,H). Sei p(P) der entsprechende Wert
in G fiir k. Lemma 5 zeigt p(P) < p(P) < —1. Aus Beobachtung 7 folgt, dass H
mindestens (¢ — 3)-tough in G ist. Sei £ := (¢t — ). Dann ist £ > k. Entweder ist

T = 0 oder a(G[T]) = a(GF[T)) = 1und > k (|G[|T]) Somit ist G ein kleineres
Gegenbeispiel. Also gibt es kein solches v und ¢ (G — Z) < 1 ist unméglich.
Damit ist der Beweis abgeschlossen. O

Zum Anteil des Autors an Lemma 7: Der Beweis verwendet den gleichen
Ansatz wie der Beweis von Satz 3 in [15] (dort ist es Satz 5): Namlich eine
grofite unabhdngige Teilmenge der Testmenge T zu trennen. Allerdings enden
hier auch schon fast die Gemeinsamkeiten. Die in [15] verwendete Testmenge
entstammt der Aussage von Satz 2 und insbesondere ist dort sinngemdj immer
T = H. Die Behandlung von q(P) wird in [15] fir jede Partitionsmenge (bzw.
“Kantentrenner”) dhnlich wie fiir B durchgefiihrt. Dies ist eine tibliche Tech-
nik. Die aufwendigere Analyse hier ermdglicht aber, zum einen H-Knoten in
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G — X — T zu behandeln und zum anderen im Fall (G — Z) = 1 Lemma 5
anwenden zu konnen. Dieser Fall wird dadurch wesentlich kiirzer abgehandelt
als in [15] und kommt ohne die zusdtzlichen Bedingungen |H| > (k+3)?/8 und
t > (k+1)2/4+1 aus. Ob Lemma 5 auch dort angewandt werden kann, ist
aber noch offen. Schliefllich sei noch erwdihnt, dass der Autor die Idee hatte,
die Grife |T|/a(G[T]) in [15] mitzufihren, woraus dann das x(G[H]) in Ko-
rollar 1 folgt.

Fiir viele Fille lasst sich aber mit etwas stédrkeren Voraussetzungen eine
bessere Schranke fiir ¢ als die in Lemma 7 zeigen:

Lemma 8 Sei G = (V, E) ein Graphund H C V. Es seik € Nundk < |H|-1.
H sei t-tough in G. Fir f = k sei P = (T,X,Cy,...,Cy) € B(G,H) mit
p(P) < —1.

Es seit > 2k. Dann gilt T # 0 und t < 5x(G[T7).

Beweis: Dieser Beweis dhnelt an vielen Stellen dem vorhergehenden.

Sei G ein Gegenbeispiel mit |V| minimal unter allen Gegenbeispielen. Seien
H,t,k und P die anderen Bestandteile des Gegenbeispiels. Es gilt T' = () oder
t > Ex(G[T)).

Es kann wieder angenommen werden, dass P in Standardform ist. Auch
fithrt £ = 1 zu p(P) > —1 und deswegen wird von k > 2 ausgegangen. G[H |
kann nicht vollsténdig sein.

Der Fall T = () ist wieder unméglich: Beobachtung 16 zeigt —1 > p(P) >
f(X)—cH(G—X)>|X| (G~ X). Falls ¢! (G — X) > 2 ist, folgt aus der
t-Toughness von H in G, dass |X| > tcf1 (G — X) > ¢ (G — X) sein muss, also
—1 > 0. Ansonsten ist ¢ (G — X) < 1 und damit —1 > |X| - (G- X) > —1.
Also gilt in einem Gegenbeispiel ¢ > gx(G [T]) und auch dies soll nun widerlegt
werden.

Mittels der ¢-Toughness von H werden wieder obere Schranken fiir || ge-
zeigt. Da sich aus T' gleichzeitig maximal «(7) H-Komponenten erzeugen las-
sen, wird diesmal aber versucht, die Toughness nicht blof} einmal anzuwenden,
sondern 7' in mehrere unabhingige Mengen U; zu zerlegen, und jede fiir sich
zu untersuchen. Die gute Nachricht ist, dass die Trenner im Wesentlichen nur
Knoten aus N(U;) U X enthalten werden. Knoten aus V' \ (X U H) sind damit
in hochstens einem dieser Trenner enthalten. Ein Knoten x € H \ (X UT)
kann zwar mehrere Nachbarn in 7" haben und wird womoéglich in mehr als ei-
nem Trenner geléscht werden miissen, aber nicht ofter als |E(x,T")| mal. Die
schlechte Nachricht ist, dass sich X nicht auf diese Weise auf die Teilmengen
von 1" verteilen lésst.

Per Definition ist 7' in x7 := x(G[T]) unabhiingige Mengen Ui,..., UXT par-
titionierbar, welche den Farbklassen entsprechen. Diese werden nun zu (beziig-
lich Inklusion) maximalen unabhingigen Mengen Uy, ..., UXT mit U; C U; Vi
erweitert. Diese miissen nicht mehr disjunkt sein. Ohne Beschrinkung der All-
gemeinheit ist die Reihenfolge der U; so, dass U; eine groBte Menge ist.
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Der Rand der Partitionsmenge C; verteilt sich auf die Trenner Z;, Z5 und Z3, von
denen hier nur Cy N Z;,j = 1,2,3, gemalt wurde. Der Knoten v ist in zweien der
Trenner enthalten.

Abbildung 16: Die Trenner unterschiedlicher U;

Sei Ry := T, Uy := Up und der Rest von T sei Ry := T \ Uy. Fiir i =
2,...,x  sei Uj :=U; N Ri—1 und R; := R;_1 \ U;. Dann ist Ryr = @, also T
vollstdndig aufgeteilt. Die gebildeten unabhéingigen Mengen Uy, ...,U,r sind
disjunkt und wegen x© = x(G[T]) auch alle nicht-leer. AuBerdem ist |U;| < |Uj]
und |U;| = |Uy], also Uy immer noch eine Menge mit grofiter Kardinalitét.

Da U; C Ujgz' Uj, ist jedes U; (beziiglich Inklusion) maximal unabhéngig
in R;_1. Aus der Maximalitét folgt leicht, dass R; C N(U;) und daher |R;| <
’E(UZ, Rz)’ ist.

Sei U; eine solche unabhéngige Teilmenge von T'. Wie zuvor kann man dem
Trenner Z; := X UNg_x(U;) (im giinstigen Fall /(G — Z;) > 2) folgende
Ungleichung entnehmen:

tlu;| < (G- 2Z)
< |Z]
< [X[+ [E¢—x (Ui, H)| + [Ng-x (Us) \ H|.

Wenn alle Trenner in mehr als einer H-Komponente resultieren, ergibt sich
durch Summation

0Tl < XTIX[+ ) |Be-x(v, H)| + |Ng_x(T) \ H|.
veT

Dem steht wieder p(P) < —1 gegeniiber, also insbesondere

KT > f(X)+ > [Eex(v,H)|+ Y |bdg-x(Ci)\ H| — q(P).
veT 1<i<n
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Wenn man aus jedem N(Up) N C; je einen Knoten nicht in den “Trenner” Z nimmt, ist
ein U;-Weg in G — X — (T'\ Uy) nicht ausgeschlossen.

Abbildung 17: Kein Trenner fiir Uy

Diese Ungleichungen sollen am Schluss miteinander verkniipft werden. We-
gen t > k ist dies leicht moglich und man erhélt
- t t
XX > 2 f(X) = 2a(P).
Die Abschéitzung f(X) > 2|X| wird schlieBlich das Endergebnis bestimmen
und die Schranke fiir ¢ liefern, sofern man noch fiir q(P) aufkommen kann.

Es geniigt die Untersuchung der C; nur fiir U; etwas aufwendiger zu gestal-
ten, um in der spéteren Rechnung (P) in den Griff zu bekommen. Dabei soll
der Trenner Z; fiir U; bereits X und Ry =T \ Uy = T N N(U;) enthalten. Fiir
alle anderen Uj, j > 2, wird der Trenner immer genau Z; := N(Uj) sein.

Die Abschitzung fiir q(P) wird jedoch dadurch erschwert, dass der Trenner
zu Uj kleiner ist als der Trenner zu U im Beweis des vorhergehenden Lemmas.
Es kann nicht mehr davon ausgegangen werden, dass ganz bdg_x(C;) bis auf
einen Knoten im Trenner ist, sondern nur die Nachbarschaft von U; wird bis
auf eventuell einen Knoten entfernt. Dies bedeutet, dass ein U;-Weg mittels
des verbleibenden Nachbarn in C; hinein kann und es durch einen anderen
Randknoten wieder verlassen kann (vgl. Abb 17). Ein solcher U;-Weg nutzt
dann eine Kante aus E(C;), die in G — P nicht enthalten ist. Somit sind U;-
Wege nicht zwingend auf Komponenten von G — P beschrinkt und kénnen
unterschiedliche Knoten von U; verbinden. Es ist also Vorsicht angebracht.

Ein miéchtiges Werkzeug, um bei der Untersuchung der C; viele Félle aus-
zuschlieflen, ist die Reduktion auf ein kleineres Gegenbeispiel, ohne H oder k
zu verdndern. Die Idee ist wie folgt: Statt G wird der beziiglich P kantenma-
ximale Graph G7 betrachtet. Darin ist H mindestens so tough wie in G, denn
E(G) C E(GP). AuBerdem ist p(P) in G und G” gleich. Entscheidend ist, dass
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Nur O ist (wegen ) in B!’ Der Trenner Z; soll ganz C; N N(U;) enthalten. Fiir
Cs und C3 muss der Trenner noch angegeben werden und ist nicht im Bild gezeigt.

Abbildung 18: Eine Partitionsmenge in B'**"* und zwei nicht

X in jedem Trenner Z mit ¢’ (G” — Z) > 2 enthalten ist. Findet man in G — X
einen Knoten = ¢ H, sodass H in G¥ — {z} immer noch ¢-tough ist, dann hat
man ein kleineres Gegenbeispiel gefunden. Denn laut Beobachtung 12 ldsst sich
aus P eine Partition P —x mit p(P —z) < p(P) < —1 ableiten, d. h. durch das
Loschen von x entsteht kein H-lokaler k-Faktor mit Defekt hochstens 1, und
auch T wird dabei nicht verédndert.

Es werden nun die Vorgehensweisen fiir die Partitionsmengen C; diskutiert.
Sei zuerst

Bleicht .— {0y : Ibdg_x_7(Ci) \N(T)| > 1,1 < i < n}.

Ein C; € B*“"* hat also einen Knoten z, der im Rand zu einer anderen Menge
C; liegt, aber nicht im Rand zu T'. Daher ist + ¢ H. Auch der Trenner zu
U soll ganz N(U;) N C; enthalten und keinen weiteren Knoten von C;. Dann
liegt x in keinem der Trenner. Damit ist der Term |bdg_x_7(C;) \ N(T')| =
|bdg-—x—7(C;)\ (HUN(T))| > 1 in p(P) ungenutzt und kann spéter den Anteil
von C; an q(P) ausgleichen: Fiir C; € Bl ist gesorgt.

Fiir C; ¢ BleieM gilt folglich bdg_ x_7(C;) € N(T) und damit bdg_x(C;) =
N(T) N C;. Sei

B*:={C;: |E(C;,T)| > 2,1 <i<n}\Becht

Der g-Anteil von C; € B? wird nicht direkt ausgeglichen, aber er lisst sich
am Schluss durch 1|E(C;, T)| > 1 > q(C;) kontrollieren. (Dies wird die einzige
Stelle im Beweis sein, an der ¢ > 2k statt blofl ¢ > k verwendet wird.) Auch
hier kann der Trenner ganz N(U;) N C; enthalten.

Da fiir C; ¢ B'*M gilt bdg_x(C;) € N(T), ist fiir C; & Bl U B2 der
Rand hochstens einelementig, d.h. |bdg—x(C;)| < |E(C;, T)| < 1.
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Cy und Cj3 sind in B2. Wie die mindestens 2 Kanten von T zu C; verlaufen ist egal.
C; ist aber nicht in B2, da es bereits in B!¢“"* ist. Wenn die gestrichelte Kante zum
Graphen hinzugefiigt wird, sind auch Cy und Cj in Bleieht,

Abbildung 19: Zwei der Partitionsmengen sind in B2

Es sei
BY:={C;: [bdg_x(Cy)| = 0,1 <i <n}\ (B UB?).

Ein C; € B ist einfach zu handhaben. Denn bdg_x(C;) = () bedeutet, dass
C; eine Komponente von G — X ist. Falls C; N H = () ist, so ist kein H-Weg
iiber diese Komponente in G — X oder G¥ — X maglich, was die Anwendung
von Beobachtung 8.1 erméglicht. Somit ist H t-tough in G¥ — C; und damit
GT — C; ein kleineres Gegenbeispiel.

Es kann also davon ausgegangen werden, dass alle C; € B° mindestens einen
H-Knoten enthalten. Wenn U; untersucht wird und der Trenner X enthélt,
tragt dieses C; dann zur Anzahl der verbleibenden H-Komponenten bei. Dies
ergibt hinreichend viel Spielraum in der Abschétzung der Trennergrofie, um
spater den g-Anteil von C; auszugleichen.

Es sei

B :={C;: [bda_x(Cy)| = 1,1 <i < n}\ (B U B?).
Offensichtlich ist B! N B = (). B! wird noch einmal unterteilt in
Bl = {C; € B': (C;\ bdg_x(Ci)) N H # 0}

Bl :={C; € B' :bdg_x(Ci))NH # 0} \ B,

und
Bll%est = Bl \ (len U Bl}d)v

wobei B}%est sich als leer herausstellen wird.
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Die Partitionsmengen C; und C, sind prinzipiell in B° denkbar. Allerdings enthilt C;
keinen H-Knoten und ist deswegen fiir die Toughness von H in G¥ — X irrelevant.
Deswegen ist C nicht in einem minimalen Gegenbeispiel enthalten. Und nur Cs ist
wirklich in BO.

Abbildung 20: Eine Partitionsmenge in B° und eine, die nicht existieren kann

CQ < len
C, € B},

L]
U T\ U

C; und Cs sind in B}, da hierfiir egal ist, ob der Randknoten in H ist. C3 ist in ng

wm?

da der einzige Randknoten ein H-Knoten ist und auch nur eine Kante zu T hat.

Abbildung 21: Partitionsmengen in B!



CQ € Bll% C4 <
Cl € Bll%est est Bleicht

v
03 < Bll%est

H_ o P
U, T\U,

Die Nicht-Randknoten von C; und Cy kénnen in GP — X geloscht werden ohne die
Toughness zu beeinflussen, da ein H-Weg diese Mengen nicht wieder verlassen konnte.
Damit bleiben nur noch einelementige Partitionsmengen wie C5 = {v} in B}%St iibrig.
In G ist dann Ng_ x (v) vollstéindig und somit H auch t-tough in G — {v}.

Abbildung 22: Partitionsmengen in B}%St, die also nicht existieren

Sei C; € B},. Dann ist bdg—x(C;) = {z}. In diesem Fall kann man durch
das Loschen von x eine H-Komponente von 7' trennen. Dies wird reichen, um
fir den g-Anteil von C; aufzukommen.

Sei C; € B}y, also gilt bdg_x(C;) = {z},2 € H und z ist der einzige H-
Knoten in C;. Dann hat = keinen Nachbarn in einer anderen Partitionsmenge
Cj. Damit ist C; € C(G — X — T). Es kann sein, dass N(z) N7 bereits im
Trenner vorhanden ist (ndmlich wenn N(z) C T\ U; ist), dann ist C; ohne
weiteres Zutun eine H-Komponente im getrennten Graphen. Ansonsten reicht
es zu bemerken, dass kein T-Weg iiber C; in G — X moglich ist, denn dieser
miisste C; in x betreten, konnte C; dann aber nicht mehr verlassen. Somit muss
2 nicht in den Trenner aufgenommen werden und dies spart 1 in der Grofle des
Trenners, gerade genug um den g-Anteil auszugleichen.

Sei C; € B}%est. Dann ist C; N H = (). Sei wieder bdg_x(C;) = {z}. Falls
es noch einen anderen Knoten y € C; \ {x} gibt, so existiert in G¥ — X kein
H-Weg, der y enthélt. Dieser miisste, um zu y zu gelangen, C; in = betreten
und miisste C; wieder iiber z verlassen. Laut Beobachtung 8.1 fiir y ist H also
t-tough in G — {y} und dies ist ein kleineres Gegenbeispiel.

Somit kann von C; = {x} ausgegangen werden. Die Nachbarn von z, Ng_ x (z),
und z liegen in G — P in der selben Komponente. Somit ist G¥[Ng_x(z)]
vollstéindig (wegen Kanten aus E® und E¢). Damit erfiillt = die Vorausset-
zung aus Beobachtung 8.2 und H ist t-tough in G¥ — {x}. Dies ist wieder
ein kleineres Gegenbeispiel. Somit ist B ., = 0 und abschliefiend sei bemerkt,
dass fiir alle Partitionsmengen eine Verfahrensweise angegeben wurde, denn
{Cy,...,Cp}y =Bt yB2 U B UBL U B,
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016./4 CQGBI}d\.A

U, T\ U,

Beide Mengen sind in Bi,. Nur C; ist in A, da der Randknoten ein Nachbar von U;
ist. Dies trifft auf C5 nicht zu. Der Trenner Z; trennt C nicht von U;. Es ist trotzdem
kein U;-Weg iiber C7 moglich. Aus Cy entsteht eine H-Komponente, da T\ U; im
Trenner Z; enthalten ist. Da U; keine Verbindung zu Cs hat, kommt kein Knoten von
Cs fiir Z; in Frage.

Abbildung 23: Unterschied zwischen C; € A und C; € B}, \ A

Damit die Abschitzungen ungestort gemacht werden koénnen, soll ein Fall
wie im Beweis von Lemma 7 wieder ausgeschlossen werden. Ein v € T mit
H\ X C N(v)U{v} gibt nur wenig Information iiber G preis. Dank Lemma 5
kann ein solches v in einem kleinsten Gegenbeispiel nicht existieren: Sei dafiir
G :=GF - {v},H = H\{U}T:T\{v}k k—1>1und P :=
(T,X,C1,...,Cp) =P —v € B(G,H). Sei p(P) der entsprechende Wert in
G fiir k. Lemma 5 zeigt p(P) < p( ) < —1. Beobachtung 7 zeigt, dass H
mindestens (¢ — 1)-tough in G ist. Sei £ := (t — 3). Dann ist £ > 2k und 7' = 0
oder wegen

V(GIT]) = X(GPIT]) ~ 1 = \(GIT]) — 1

gilt t > éx(G[T]). Somit ist G ein kleineres Gegenbeispiel. Also gibt es kein
solches v.

Beobachtung 20 FEs gilt
U] < |1X| 4 [Ri] + [Na-x (U1) \ T| = (|1Byql + |Bj, | + | B°)).

Beweis: Der Trenner fiir U; soll auf jeden Fall ZXF := X U R; enthalten.
Alle Nachbarn von Uy auflerhalb von T und X sollen auch entfernt werden, bis
auf die, die den Rand einer Komponente in Bgd bilden. Letzteres betrifft die
Randknoten von

A:={C; € Bl}d : N(U1) N C; # 0}
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Damit ist

7V = Ng-x(U)\T)\ | bde-x(Ci)
CieA

hierfiir der richtige Trenner. Schliefllich soll noch jedes C; € B} eine eigene
H-Komponente ergeben, indem der einelementige Rand geléscht wird, also

z"m:= | bde-x(Cy)
CiEBiln

in den Trenner genommen wird. (Zs N Z3 # () ist moglich.)
Es sei ‘
Zy =7ty zNuzm

und

Gi1:=G - 7.

Es gibt keinen U;-Weg in G1: U; ist unabhingig und wegen ZX% miisste
ein U;-Weg aus V' \ (X UT) kommen. Darin wurden aber alle Nachbarn von
U1 geloscht, bis auf die, die in einem C; € Bgd liegen. Dieses C; ist aber eine
Komponente in C(G — X — T') und hat blof§ eine Verbindung zu U;. Somit ist
hieriiber kein U;-Weg moglich.

Also liegen die Knoten von Uj in |U;| verschiedenen H-Komponenten von
G1. AuBerdem gibt es in G noch die H-Komponenten aus B°, B}, und Bgd\A.
Damit ist

(G1) 2 |0 + [B° + | Bi| + B \ Al

Fiir ¢ (Gy) > 2 liefert die Toughness von H

t(|UL] + [B°] + |Bi| + B \ Al) < |20 ZY 0 2™

Es gilt:
1Z¥H = |X|+|Rl
1ZY] = Ne-x(U)\T| -4
1z = |8},

Damit ist

t (|UL] +|B°| + |Bi,,| + Bpg \ Al) < [X|+ |Ri| + No—x (U) \ T| — | A + B},
und wegen t > k > 2
th| < [X|+ |R1| + [Na—x (U1) \ T| — |Byy| — |B},| — t|B°.

Somit erhélt man die Behauptung.
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Sei nun ¢ (G1) < 1. Wegen T # () ist |Uy| > 1. Es folgt |U1| = ¢ (Gy) =1
und
B = |Bj,| = |Byg \ A = 0.

Falls es noch einen weiteren Knoten z € H \ (X UT UN(U;y)) gibt, der
dann in einem C; € B**" U B2 liegt, so gibt es in G noch eine H-Komponente
mehr: Denn z ist nicht im Trenner und ein Weg von x zu U; beziehungsweise
einem C; € A ist unmoglich, da die Uy und C; enthaltenden Komponenten von
G1 komplett in T'U UCjeA C; liegen. Damit wére aber ¢/ (Gy) > 2, also gibt
es keinen solchen Knoten x.

Anders gesagt ist also

U GnHCN®D).
Cielgleicht U82

Da es sonst nur noch Partitionsmengen vom Typ A geben kann, diese aber
per Definition nur einen H-Knoten enthalten und der in N(U;) ist, ist ganz
H\ (XUT)CN(U;p). Wegen |Uy| =1 ist T vollstéindig und damit

H\ X CN(U;) Uy,

Ein solcher Knoten v, U; = {v}, wurde bereits mit Lemma 5 ausgeschlossen.
Damit ist dieser Fall abgehandelt und die Behauptung gilt.
O

Beobachtung 21 Fir 2 <i < xT gilt
tU;| < | X[+ | Ri| + [E(U;, T\ Ri—1)| + [Ng—x (U;) \ T

Beweis:
Sei Z; := N(U;) und G; := G — Z;. Dann ist ¢/ (G;) > |U;|, denn jeder Kno-
ten von Uj ist in G; isoliert. Falls ¢ (G;) > 2, so ergibt sich aus der Toughness

tUi| < IN(Uy)].
Fiir die Nachbarschaft N(U;) gilt
N(Ui) € X UR; U(N(U;) N (T'\ Ri—1)) U (Ng-x (Ui)\ T),

woraus sich sofort die Behauptung ergibt.

Andernfalls ist ¢ (G;) < 1, also ¢fI(G;) = 1 wegen |U;] > 1. Dann ist
U; = {v}. AuBerdem gilt H C N(v)U{v}, denn x € H \ (U; UN(v)) wire in G;
in einer anderen Komponente als v.

So einen Knoten v kann es wieder nicht geben. Damit ist Beobachtung 21
schon bewiesen. O
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Nun miissen nur noch die Schranken zusammengesetzt und ausgewertet
werden. Aus Beobachtung 20 und 21 folgt mit p := |BY,| + |B},| + t|B°|, dem
Gegengewicht aus Beobachtung 20 zu q(P), und wenn man beriicksichtigt, dass
ein z € Ng_x(T)\ T,z ¢ H, genau einen Nachbarn in 7" hat,

Hr =t > |Ui

1<i<xT
< XX+ Y (Rl +[E(ULT\ Rim)| + Ne—x(U) \ T]) = p
1<i<xT
< XX+ D (E(Us,R)|+ [BU, T\ Ricy)))
1<i<xT
HEq-x(T,H\T)|+ [Ng-x(T)\ H| - p
= X"IX|+ Y [BULT)| + [Be—x (T, H\T)| + |Ng—x(T) \ H| - p
1<i<xT
= leX!+Z|chx(a:7H)\Hchx(T)\H!fp-
xeT
Es gilt

a(P) < B+ |B% + Byl + |Bj, | + |B]

und zur Erinnerung:

|Bleicht| < Z Ibdg_x_7(Ci) \ N(T)| < Z |(bda_x(C;) \ H) \ N(T)|.

CiEBZEiCht 1<i<n
Dies eingesetzt in p(P) ergibt

0 > p(P)
= f(X) = f(D)+ D [Ee-x(z, H)|+ Y [bde_x(Ci)\ H| —q(P)

x€T 1<i<n
> f(X) = kT + ) [Ee-x(z, H)+ > |(bde_x(C;)\ H) NN(T)|
zeT 1<i<n
—|B%| = | Byl — |1B,| — 1B°]
= f(X) = KT+ [Ee x(z,H)| + Ne_x(T)\ H|
xeT
—|B?| — |Byq| — |B| — B

inl
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Multiplizieren mit ; und abschétzen von ¢|T| liefert

zeT

<XTMY!%§:|Ecxémfﬂl+!NGXCT)\H'IB@ |BS IHBW>

zeT

= =X+ (1) (Z B (e, )] + [No-x(T) \ H|>

zeT

_(t_ R ot 0
(- 1) 088+ 18D - 1821+ (e £ ) 18

Da ¢ > £ kann der Term mit |B°| wegfallen. Es sei

e =Y [Eg-x(z,H)| + No—x(T)\ H| = Y [Eg_x(z,V)|.
z€eT zeT

Ein C; € B! hat genau eine Kante zu 7. Ein C; € B? hat mindestens zwei
Kanten zu T'. Damit ist

e > |Byyl + B, | + 2|8

und weiter
0 > Lreo X+ (L) e— (L) B+ BL) - LB
2 X A € L bd in L
t t
(X)) =xT|x ~—2)|B?
100 -1+ (7 - 2) 18
t
R0 —XTIX,

v

Y

da t > 2k. (Hier wird diese Bedingung dann tatséichlich verwendet. Abgesehen
von den Reduktionen nutzt der Beweis sonst nur ¢ > k.)
Fiir X =0 ist f(X) = |X| =0 und dies ein Widerspruch. Also ist X # 0.
Wegen k& > 2 kann man f(X) = k|X N H| + 2|X \ H| durch 2|X]| recht
drastisch nach unten abschétzen und erhélt

k r k
t< —x(G|T
oX = 5x(GIT),
was zu zeigen war und in einem Gegenbeispiel nicht gelten kann. g

Zum Anteil des Autors an Lemma 8: Der Beweis tdbernimmt aus [8] die
Grundidee des Beweises von Satz 1. Konkret heif$t das, dort wird die Testmen-
ge T aus Tuttes f-Faktor-Satz in mehrere unabhdngige Mengen zerlegt, hier
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ist es T aus Korollar 2. Auch die Aussagen von Beobachtung 20 und 21 und
der daraus abgeleitete Widerspruch sind in [8] in grofien Teilen wiederzufinden.
Die Analyse von (P) (und damit der Beweis von Beobachtung 20) ist dort
deutlich leichter, da die C; Komponenten von G — X — T sein miissen. Es ge-
nigt dann nur zwischen Komponenten zu unterschieden, die einen Knoten mit
genau einer Kante zu Uy haben, und dem Rest. Auch ist dort natirlich nicht
auf den Unterschied zwischen H- und nicht-H-Knoten zu achten, und es wer-
den keine Reduktionen auf kleinere Gegenbeispiele bendtigt. Zudem ist der Fall
c(G—Z) = 1in [8] insgesamt deutlich unkomplizierter. Obwohl im vorliegenden
Beweis dieser Fall nur sehr kurz erscheint, hingt ein Grofiteil der unterschied-
lichen Behandlung der C; damit zusammen und auch das neue Lemma &5 ist
sehr hilfreich. Zu erwihnen ist noch, dass x(G[T]) in Kombination mit Lem-
ma 4 dort nur implizit verwendet wird.

Da laut dieser Lemmata aus der Nichtexistenz eines H-lokalen k-Faktors
eine Schranke fiir die Toughness von H folgt, muss aus einer geniigend grofien
Toughness also ein H-lokaler k-Faktor folgen. Dies fasst der folgende, eingangs
bereits erwihnte Satz zusammen und ist damit die Kernaussage dieser Arbeit.

Satz 5 SeiG = (V,E) und H CV seit-tough in G. Seik € N und k < |H|—1.
Falls

t >k und t > kmin{x(G[H]),k — 1} (A)
oder

t>2k undt> %min{x(G[H]),k—l} (B)

ist, dann besitzt G einen H-lokalen k-Faktor mit Defekt hiochstens 1.

Beweis: Fiir £ = 1 folgt das Ergebnis in beiden Fillen bereits aus ¢ > k mit
Lemma 6. Sei also £ > 2. Angenommen es gibt keinen defekten H-lokalen k-
Faktor mit Defekt héchstens 1 in G. Dann gibt es fiir f = k und entsprechendes
f eine Partition P € §(G, H) mit p(P) < —1.

Lemma 4 erlaubt es, eine Partition P = (T, X,C1,...,Cy) mit p(P) <

p(P) zu finden, so dass der Maxmimalgrad in G[T] héchstens k — 2 ist. Laut
Beobachtung 17 ist dann x(G[T]) < k — 1.

(A) Seit > kund t > kmin{x(G[H]),k —1}. Aus ¢t > k und p(P) < —1 folgt

mit Lemma 7, dass T # () und t < ka(lGLHT}) ist. Laut Beobachtung 18 ist

a(IGLHT]) < x(G[T]). Mit x(G[T]) < x(G[H]) und x(G[T]) < k — 1 ist dies
ein Widerspruch zur Voraussetzung ¢ > kmin{x(G[H]),k — 1}.

(B) Sei ¢t > 2k und t > & min{y(G[H]),k — 1}. Aus t > 2k und p(P) < —1
folgt mit Lemma 8 nun 7' # @ und ¢t < £x(G[T]). Auch dies ist ein
Widerspruch.

0
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4.2 Auswertung und offene Punkte

Satz 5 stellt hinreichende Kriterien fiir die Existenz von H-lokalen k-Faktoren
mit Defekt < 1 zur Verfiigung, die auf der Toughness von H basieren. Er
verallgemeinert Korollar 1 in diverse Richtungen und dhnelt qualitativ Satz 1,
ohne diesen jedoch als Spezialfall zu enthalten.

4.2.1 Abweichung von Satz 1

Der Unterschied zwischen Satz 1 von Enomoto u.a. und dem Ergebnis der
vorliegenden Arbeit soll als erstes untersucht werden. Zur Erinnerung:

Satz 1 (Enomoto, Jackson, Katerinis, Saito) Sei G = (V,E) ein nicht
vollstindiger Graph. Sei G t-tough. Sei k € N mit t > k und k|V| gerade. Dann
enthdlt G einen k-Faktor.

Bedingung (A) mit ¢t > k ist in manchen Féllen, ndmlich genau k < 4
oder x(G[H]) < 3, leichter erfiillbar als die Alternative (B) mit ¢ > 2k. Dieser
Abschnitt wird sich aber nur mit letzterer beschéftigen und es sei impliziert,
dass in den genannten Fillen auch etwas schwéichere Bedingungen moglich sind.

Ein kleiner technischer Vorteil von Satz 5 ist, dass auch Aussagen iiber
Faktoren mit k|H| ungerade getroffen werden kénnen.

Die Voraussetzung k < |H|—1 hat auf den ersten Blick keine Entsprechung
in Satz 1. Fiir einen vollstdndigen Graphen und H = V ist k < |V| — 1 aber
eine triviale Bedingung fiir einen k-Faktor. Falls G[H| nicht vollsténdig ist, ist
die Toughness eines Graphen laut Beobachtung 5 hochstens |V|/a(G) — 1 <
|[V|/2 — 1. Somit ist mit ¢ > k auch 2k < |V| — 2 impliziert, eine zumindest
formell stidrkere Anforderung. (Mehr dazu in Abschnitt 4.2.3.)

Da Lemma 8 auf dem Beweis von Satz 1 aus [8] basiert, wiirde man erwarten,
dass die entsprechende Folgerung (B) in Satz 5 diesen als Spezialfall enthélt.
Jedoch weicht sowohl die Bedingung ¢ > 2k als auch t > %min{x(G[H], k—1}
davon ab und liefert fiir H = V nicht die gewiinschte Aussage.

Die Voraussetzung t > %min{x(G[H |,k — 1} hat gar keine Entsprechung
in Satz 1. Thr Ursprung erklért sich aber, wenn man die vorletzte Formel des
Beweises von Lemma 8 rekapituliert. Diese war

0> /() = XTIX].

Hier wurde nun f(X) = f(X N H) + 2|X \ H| > 2|X]| abgeschitzt, um das
Ergebnis zu zeigen. Im Fall X C H (insbesondere falls H = V') kann stattdessen
aber f(X) = k|X| verwendet werden. Dies ergibt mit ¢ > k

0> f(X) = x"[X] = kIX| = x"|X].

Wenn man nun nutzt, dass eine Partition mit x” = x(G[T]) < k — 1 existiert,
erhélt man einen Widerspruch. Genau dies passiert in [8] und damit kann diese
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Bedingung entfallen. Wenn man zusétzlich noch Lemma 4 zur Beschriankung
von x(G[T)]) einsetzt, kénnte die Aussage des Lemmas gleich auf den Wider-
spruch im Fall H C V hinweisen.

Ein moglicher Ansatz zur Verallgemeinerung ist,

X
f(X)

als Aussage des Lemmas zu formulieren. Dies sollte fast iiberall klappen, bei
der Reduktion auf k& — 1, die folglich auch |X|/f(X) erhthen kann, ist etwas
Vorsicht angebracht. Mit Blick auf Satz 5 erscheint diese Verdnderung aber
nicht als lohnend. Zum einen ist dort keine Partition P gegeben, aus der sich
dieser Wert fiir X ergeben koénnte. Somit kann diese Schranke nicht in die
Bedingung des Satzes aufgenommen werden. Zum anderen ist es sogar das
Ziel zu zeigen, dass eine solche Partition gar nicht existiert. Es muss also eine
Schranke gefunden werden, die unabhéingig von X ist. Nun stellt sich heraus,
dass f(X) > 2|X| zwar denkbar schlecht, in vielen Fillen aber angebracht
ist. So sind z.B. Knoten x € V \ H mit H C N(z) fur |T| > 2 in jedem
X enthalten, da sich sonst ein T-Weg iiber = ergibt. Solche Knoten werden
héufig in der Konstruktion von Beispielen verwendet (z. B. auch in [8]), da sich
hiertiber die Toughness von H (und von H U {z}) recht einfach erhthen l&sst
(vgl. Beobachtung 7). Andererseits sind weniger stark verbundene Knoten aus
H tendenziell nicht in X: Denn dies bedeutet in einer Partition mit minimalem
p(P), dass sie alle ihre Verbindungen T' zur Verfiigung stellen kénnen, was wohl
nur auf wenige Knoten von H zutrifft. Somit ist der Fall | X \ H| > | X N H|
oder sogar X N H = () durchaus realistisch und die Abschitzung gerechtfertigt.

Die Bedingung ¢t > 2k wird nur verwendet, um q(C;) fiir die C; € B? zu
kontrollieren. Dies ist im Beweis von Satz 1 nicht nétig, da die Partitionsmengen
sich dort immer als Komponenten von G — X — T ergeben und wegen H =
V auch immer als H-Komponenten geziahlt werden kénnen. Das ermdoglicht
eine ganz andere und wesentlich einfachere Behandlung der C;. Diese parallel
mitzufiihren, erschien aber in Anbetracht der Tatsache, dass der Fall H = V
bereits stark von H # V abweicht, und Lemma 4 dann auch noch einflieen
miisste, nicht angebracht.

Der Autor méchte aber nicht ausschlieflen, dass die Bedingung ¢ > 2k durch
geschicktere Wahl der Trenner in Lemma 8 auf ¢ > k abgeschwécht werden
kann. Damit wére (A) iiberfliissig. Zumindest wenn alle C; Komponenten von
G — X — T sind, ist dies vermutlich moglich.

t < kx(G[T])

4.2.2 Vergleich zu Korollar 1

Im Vergleich zu Korollar 1 schneidet Satz 5 sehr gut ab. Die Voraussetzung k
gerade aus Korollar 1 entfillt ersatzlos. Die Bedingung k& < |H| — 1 von Satz 5
ist im Allgemeinen deutlich schwicher als (k + 3)2/8 < |H|. Die zusitzliche
quadratische Bedingung ¢ > (k + 1)2/4 + 1 kann ganz entfallen, was freilich
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v € H ist in G zu H \ {v} verbunden. Die = 3 Knoten von X werden nur zu H \ {v}
verbunden.

Abbildung 24: G’ mit x = 3

nur einen Unterschied macht, wenn sie nicht schon durch die andere Bedingung
impliziert ist, also nur fiir kx(G[H]) < (k+1)2/4+1. Int > kmin{x(G[H)), k+
1} wird aulerdem k + 1 zu k — 1 abgeschwéicht. Fiir ¢ > 2k ist noch einmal das
Abschwichen der zweiten Bedingung an ¢ um den Faktor % moglich.
Allerdings muss man Korollar 1 zugutehalten, dass mit seinen Vorausset-
zungen deutlich mehr als nur ein H-lokaler k-Faktor folgt, sondern sogar fiir

jedes H' C H ein H'-lokaler k-Faktor existieren muss.

4.2.3 Schirfe der Voraussetzungen

Als einfachste Schranke soll £ < |H| — 1 zuerst behandelt werden. Diese stellt
sich als notwendig heraus, wenn es einen Knoten v € H mit H C N(v) U {v}
gibt. Dies sieht man an folgendem Graphen G:

Sei G = (V, E) ein Graph und H C V. Es existiere ein v € H mit N(v) =
H \ {v}, aber G[H] sei nicht vollstindig. Sei x € N und X eine Menge mit
| X| =2 und XNV = 0. Sei

G'=VUX,EU{uw:we X,ue H\ {v}}).

(Vergleiche hierzu Abb. 24.)

Da v zu ganz H verbunden ist, muss v in jedem Trenner Z C V(G’) mit
(G’ — Z) > 2 enthalten sein. Da jeder Knoten w € X die restlichen Knoten
H \ {v} verbindet, miissen auch alle w € X in so einem Z enthalten sein. Somit
gilt fiir jeden Trenner Z C V(G') mit (G’ — Z) > 2, dass |Z| > x + 1 ist.

Da G[H| = G'[H] als nicht vollstéindig vorausgesetzt wurde, existiert ein
Z CV(G") mit ¢(G' — Z) > 2 und 7 (H) = % Mit « := a(G[H]) gilt
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dann 7] 1 1
x x
@ H) = He N EEG -2 % a

Fiir beliebiges k € N liisst sich also ein x € N finden, so dass G’ und H alle
Bedingungen von Satz 5 bis auf |H| > k + 1 erfiillen. Wegen d¢r(v) = dg(v) =
|H| —1 kann v aber hochstens in |H| — 1 intern disjunkten H-Wegen enthalten
sein. Somit muss fiir einen H-lokalen k-Faktor £ < |H| — 1 gelten.

Das Entscheidende an diesem Beispiel ist, dass v in jedem Trenner ist und
damit die Toughness von H keine Aussage iiber den Grad von v treffen kann.
Fiir einen anderen Knoten v € H mit H € N(u) U {u} liefert Beobachtung 5
immer die Schranke 7(H) < d(u)/2, wodurch dieses Problem behoben wird.
Zu beachten ist aber, dass der Grad von u grofler als |H| — 1 sein kann, da
auch Kanten zu V' \ H gezéhlt werden. Hier muss sich also nicht die Bedingung
|H| > 2k + 2 ergeben, wie sie in Satz 1 implizit vorkommt. Tatséchlich kann es
H-lokale k-Faktoren mit beliebig groflem k£ € N geben, sofern es z. B. geniigend
Knoten w € V' '\ H mit H C N(w) gibt.

Dies lésst die Vermutung zu, dass die Bedingung k < |H|—1 entfallen kann,
falls kein solches v € H mit H C N(v) U {v} existiert. Noch wird sie aber in
beiden Lemmata in Abschnitt 4.1 in der Reduktion von k zu k — 1 benétigt,
da hierbei auch Kanten innerhalb von H hinzugefiigt werden kénnen. Dadurch
konnte es passieren, dass diese Bedingung im kleineren Gegenbeispiel benttigt
wird, aber nicht im grofleren gegeben ist.

Nun soll die Bedingung an die Toughness untersucht werden. Die anschauli-
che Argumentation, warum ¢ > gx(G [H]) notwendig ist, geht wie folgt: Werden
einem Graphen z neue Knoten hinzugefiigt, die alle zu H verbunden werden,
so steigt die Toughness mindestens um z/a(G[H]). Aber es kommen blofl x
neue H-Wege hinzu. Wenn man diese Wege ohne auf Ganzzahligkeit zu achten
gleichméBig auf die Knoten verteilt, wird jeder Knoten blof an 2z /|H| neuen
H-Wegen beteiligt. Das k eines H-lokalen k-Faktors mit Defekt < 1 kann also
nur um 2z/|H| steigen, wihrend die Toughness um z/a(G[H]) steigt. Asym-
ptotisch fiir x+ — oo erzwingen die vielen neuen Knoten, dass H fiir den die
Toughness definierenden Trenner in moéglichst viele Komponenten geteilt wird,
also in a(G[H]) viele. Sowohl die GroBe eines dafiir in G benétigten Trenners
(auBler den neuen Knoten) als auch die Anzahl der bereits in G vorhandenen
H-Wege ist fiir grole  unbedeutend und es ergibt sich

.t . aomy  |H
P L T N
[H]
War G[H] nun so, dass x(G[H]) = % gilt, ergibt sich die gewiinschte

Schranke.

Das Problem mit der Asymptotik ist aber, dass mit x auch k steigen muss,
dieses aber durch die feste Schranke |H| — 1 nicht moglich ist. Wie man alle
Groflen gleichzeitig anpassen kann, zeigt der Beweis des folgenden Satzes:
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€

je ¢ Knoten

Ha @ X,‘Xl:{]j

G ist eine sehr kanonische Konstruktion. Zu a vollstindigen Mengen H, ..., H,, je-
weils mit |H;| = ¢, wird eine Menge X mit | X| = z vollstindig verbundenen Knoten
hinzugefiigt.

Abbildung 25: Die Konstruktion von G in Satz 6

Satz 6 Fir alle c € N mit ¢ > 5 und fiir jedes € € R,e > 0, existiert ein Graph
G = (V, E) mit einer Menge H C'V und ein k € N mit k < |[H| — 1, so dass
¢ = x(G[H]) und H t-tough in G ist mit t > 2k und t > gx(G[H])(l —¢), aber
G keinen H-lokalen k-Faktor mit Defekt hochstens 1 besitzt.

Beweis: Seice N, ¢> 5 und € > 0. Es sei ¢ € N mit % < e. Es sei
a = 2qc.

Fiir 1 <i < a seien H; paarweise disjunkte Mengen mit |H;| = c. Es sei H die
Vereinigung der H;, also gilt
|H| = ac.
Sei
k:=|H|—1=ac—1.

1
x::§<c—q>a€N

und X eine zu H disjunkte Menge mit |X| = z. Der Graph G wird aus den H;
zusammengesetzt, die jeweils vollsténdig sind, aber keine Kanten untereinander
haben, und den Knoten in X, die zu ganz H verbunden sind.

Schief3lich sei

V = HUX

E = U{vw:vEHi,weHi\{v}}U{vw:vGX,wEH}
1<i<a

G = (V,E)
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Dann ist x(G[H]) > ¢, denn keine zwei Knoten in G[H;] diirfen die selbe
Farbe erhalten. Andererseits sieht man leicht, dass jedes H; mit ¢ Farben geféirbt
werden kann und wegen E(H;, H;) = () fur alle ¢ # j konnen diese Farben auch
wiederverwendet werden. Also ist

x(G[H]) = e.

Beobachtung 19 zeigt, dass a(G[H]) < a ist. Andererseits findet man eine
unabhéngige Menge, indem man aus jedem H; einen Knoten herausnimmt. Also
ist a(G[H]) = a. Die Menge X muss in jedem Trenner Z C V mit c’(G—2) > 2
enthalten sein. Andererseits ist ¢/ (G — X) = a, und damit wird H durch X
bereits so gut wie moglich getrennt. Also ist 7(H) = z/a. Damit gilt

T(H)zz:k(c—b 2%(6—8)

und wegen ¢ > 5 ist ¢ — % > 4, also auch

T(H) > 2k.

Ein H-lokaler k-Faktor enthélt k|H| viele H-Wege. Die einzigen H-Wege in
G sind die Kanten innerhalb der H; und bis zu z Stiick iiber X . In Partitions-

sprache lautet das: Sei P := (X, H,()). Beobachtung 10 zeigt P € B(G, H). Es
ist

p(P) = 2|X|—k[H|+2[E(H)

= 2z — (ac—1)ac+ 2a <2>
= 2; (c—i)a—(ac—l)ac—i—ac(c—l)
1
= (ac—1)a (c - q) — (ac — 1)ac+ ac(c — 1)
= —;(ac— 1)a + ac(c—1)
= —(ac—1)2c+ac(c—1)
= c(a(c—1)=2(ac—1))
= c¢(—ac—a+2)
< -1

wegen ¢ > 5 und a > 1. Es existiert also kein H-lokaler k-Faktor in GG. Somit
folgt die Behauptung. O

Eine #hnliche Konstruktion ldsst sich fiir (A) zeigen.
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Da der Beweis nur Graphen mit x(G[H]) = a(%{}ﬂ) verwendet, ist noch of-
fen, ob die Bedingungen diesbeziiglich nicht vielleicht noch etwas abgeschwécht

werden koénnen. Der Beweis von Lemma 8 verwendet aber wirklich x(G[T]) und
diirfte nur sehr schwer auf % umschreibbar sein. Schliefilich bleibt dann
auch noch das Problem, eine bessere von 7" unabhéngige Schranke als x(G[H])
fiir diese Werte zu finden.

Die andere Bedingung ¢t > ist vermutlich nicht scharf. Allerdings
kann man fiir £ € N,k > 16, durch geeignete Wahl der Parameter a,c und x
einen Graphen wie in Satz 6 konstruieren, in dem H mindestens k?/8-tough
ist, aber kein H-lokaler k-Faktor mit Defekt < 1 existiert.

Sei also k € N, £ > 16 und

k(k—1)
2

a = k
k
c = —
2
k3

Dann ist |H| = ac = k?/2 > k und 7(H) = z/a = k?/8 > 2k. Es gibt in G

maximal
k(k 3
c 5(5—-1) k
- 22 4
a<2> +x 5 + 3
AR S
T8 48
]{:3
< — -1
4
intern disjunkte H-Wege. Ein H-lokaler k-Faktor mit Defekt < 1 besteht aber

aus mindestens £|H| — 1 = % — 1 intern disjunkten H-Wegen. Also existiert

kein solcher Faktor.

Ubrigens sieht man an diesem Beispiel auch, dass der quadratische Zusam-
menhang zwischen k£ und 7 selbst dann notwendig ist, wenn man fiir beliebiges
e > 0 in Satz 5 zusitzlich k < | H| fordert. Es muss dann einfach k grof§ genug
gewihlt werden, sodass ¢|H| = ck?/2 > k + 1 gilt.

Dass hier nur 7(H) = % gezeigt wurde, ist aber kein Zufall, sondern eine
Konsequenz von Satz 4. Sei G = (V, E) ein wie oben konstruierter Graph mit
Parametern a, ¢, k,x und H die entsprechende Teilmenge von V. Zur Vereinfa-
chung sei k gerade. Sei f|g =k und f[y\ g = 2. Dann besagt Satz 4, dass in G
ein (V-lokaler) f-Faktor existiert, wenn 7(G) > k(k + 6)/8 ist. Die Toughness
von G ist ebenfalls z/a, da die vollstéindig verbundenen Knoten V' \ H auch
in einem Trenner Z C V mit ¢(G — Z) > 2 enthalten sein miissen und G — Z
dann nur noch aus H-Knoten besteht. Falls also 7(G) = 7(H) > k(k + 6)/8
gilt, existiert ein f-Faktor. Dieser muss nicht unbedingt ein H-lokaler k-Faktor
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sein. (Der Defekt ist gerade, da k gerade ist.) Aber es lisst sich leicht daraus
ein H-lokaler k-Faktor konstruieren, wie hier angedeutet werden soll:

Die Grade der Knoten in H entsprechen der Vorgabe und die Grade der
Knoten V' \ H sind zuldssig. Kanten in E(H) sind bereits H-Wege. Verfolgt
man die zwei von einem Knoten in V' \ H ausgehenden Kanten, so gelangt man
irgendwann entweder in beide Richtungen wieder zuriick zum Ausgangsknoten
oder in beide Richtungen zu einem Knoten aus H. Einen im ersten Fall gebilde-
ten Kreis kann man fiir einen H-lokalen k-Faktor einfach weglassen. Allerdings
muss der andere Fall keinem H-Weg entsprechen, denn es kann sein, dass auch
hier ein Kreis entsteht, also in beide Richtungen der selbe Knoten v € H er-
reicht wird. In diesem unkomplizierten Graphen G lassen sich solche Kreise mit
nur einem H-Knoten aber auflésen, indem die Kanten der vollstéindigen Knoten
zu H etwas “vermischt” werden.

Moglicherweise kann also die Bedingung an t auf t > k(k + 6)/8 abge-
schwiicht werden. Auch ist es denkbar, dass mit dieser Voraussetzung fiir f :
H — N mit 2 < f(v) < k Yo € H dann sogar die Existenz eines H-lokalen
f-Faktors mit Defekt < 1 gezeigt werden kann.

SchlieBlich darf man nicht vergessen, dass es sich trotz der Schérfe der
Schranken nur um hinreichende Bedingungen handelt. Es ist leicht, fiir be-
liebiges £ € N und beliebiges ¢t € R,¢ > 0, Graphen G = (V,E) und eine
t-toughe Menge H C V anzugeben, so dass GG einen H-lokalen k-Faktor ent-
hilt. Dafiir wéhlt man zwei disjunkte Mengen H; und Hy mit |Hy| = |Ha| >
k + 1 und |H;| gerade. Der vollstindige Graph auf Hj bzw. Hy enthilt einen
Hi- bzw. Hs-lokalen k-Faktor. Filigt man diese Faktoren nun in einen Gra-
phen G’ = (Hy U Hs, E') zusammen, so dass Eq/(Hy, Ha) = 0 gilt, dann ist
H := Hy U H, nur 0-tough in G’. Durch Hinzufiigen von vollstéindig verbunde-
nen Knoten lédsst sich nun die Toughness beliebig einstellen. Insbesondere ist
aber auch H in jedem Graphen, der genau aus den Kanten eines H-lokalen
k-Faktors besteht, hochstens & tough, sofern G[H] nicht vollstindig ist. Dies
ergibt sich aus Beobachtung 5.2.

4.2.4 Eine Toughness-Variante

Da die Bedingung gx(G [H]) an die Toughness von H in (B) wie gezeigt scharf
ist, stellt sich nun eine etwas paradoxe Situation ein. Zum einen tragen Kanten
innerhalb von H zu einem H-lokalen k-Faktor vorbei, zum anderen erhdhen
sie die chromatische Zahl x(G[H]) und machen es dadurch schwieriger, aus der
Toughness einen Faktor zu folgern.

Das Problem ist das Missverhéltnis zwischen der Anzahl neuer H-Wege
und dem Anstieg der Toughness, wenn man Knoten hinzufiigt, die zu ganz H
verbunden sind. Dem Trenner fehlt eine Option, H in |H| H-Komponenten zu
trennen. Denn dann wiirde asymptotisch pro zusétzlichem vollstdandig verbun-
denem Knoten das k eines moglichen H-lokalen k-Faktors mit Defekt < 1 um
2/|H| steigen und die Toughness nur um 1/|H|. Es ergeben sich dann asym-
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ptotisch sogar mehr Wege als die Toughness zusichert. Diese Option kann mit
Zusatzkosten verbunden sein, solange diese aber nur von G[H| abhéngen, fallen
sie asymptotisch nicht ins Gewicht, wenn alle neuen Knoten nicht in H sind.

H in |H| viele Teile zu zerlegen kann aber nur iiber das Loschen von Kanten
in G[H]| passieren. Auch ohne die Feinheit der Edge-Toughness zu verwenden,
ldsst sich folgende niitzliche Toughness-Variante definieren:

Definition 15 Sei G = (V, E) ein Graph, H CV und t € R,t > 0. Falls fiir
alle X CV und Y CE(G — X) mit H(G—-X -Y) >2

(G- X -Y) < |X|+]|Y]
gilt, so ist H t-simple-edge-tough in G.

Es geniigt, sich auf Y C E(H \ X) zu beschrinken, da es keine Nachteile
bringt einen Knoten = ¢ H statt einer Kante, die x enthélt, zu 16schen. Analog
zur normalen Toughness kann man auch zeigen, dass eine ¢t-simple-edge-toughe
Menge H auch fiir alle 0 < ¢/ < t damit t'-simple-edge-tough sein muss. Das
Supremum iiber alle ¢, fiir die H t-simple-edge-tough ist, ist im Fall |H| > 2
immer endlich, denn X = () mit Y = E(G) ist ein Trenner, der mindestens zwei
H-Komponenten erzeugt. Also ergibt sich dieses Supremum (die Simple-Edge-
Toughness 7) immer durch einen Trenner X C V)Y C E(V'\ X) als %

Nun wird gezeigt, dass die Simple-Edge-Toughness der normalen Toughness
von H in einem Hilfsgraphen entspricht, in dem jede Kante einmal unterteilt
wurde.

Beobachtung 22 Sei G = (V, E) ein Graph und H CV, |H| > 2. Sei G’ der
Graph, der entsteht, wenn man fir jede Kante e = xy € E einen Knoten v,
einfiigt und diesen mit x und y verbindet, aber die Kante xy dafiir entfernt.
Dann ist die Simple-Edge-Toughness von H in G gleich der Toughness von H

in G'. Auferdem gilt x(G'[H]) = 1.

Beweis: Da insbesondere in G’ jede Kante von G[H] unterteilt wurde, ist
H unabhéngig in G'. Also ist x(G'[H]) = 1. Da |H| > 2 ist, ist G'[H]| auch
nicht vollsténdig und damit 7¢/(H) < +o00. Wie oben besprochen ist auch die
Simple-Edge-Toughness 7 von H in G endlich.

Sei (X,Y) ein die Simple-Edge-Toughness von H in G definierender Tren-
ner. Dann ist Z := X U {v. : e € Y} C V(G’) ein Knotentrenner in G’ mit
(G —2) = (G- X —-Y)und |Z] = |X]| +|Y]|. Also ist H hochstens
7-tough in G'.

Sei umgekehrt Z C V(G’) ein die Toughness von H in G’ definieren-
der Knotentrenner. Es sei X := ZNV und Y :={e € E : v, € Z}. Sei
Y':= YNE(G—X). Dannist | X|+|Y'| < |Z| und T (G- X -Y") = H(G'-Z),
also H hochstens 7 (H)-simple-edge-tough in G. O

Damit folgt sofort:
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Korollar 3 Sei G = (V, E) ein Graph und H C V' sei t-simple-edge-tough in
G. Es sei k € N mit k <|H|—1 und t > k. Dann existiert in G ein H-lokaler
k-Faktor mit Defekt hochstens 1.

Beweis: Wegen k£ > 1 ist |[H| > 2. Sei G’ der Graph mit unterteilten Kan-
ten aus Beobachtung 22. Dann ist H t¢-tough in G und x(G'[H]) = 1. Damit
folgt aus Satz 5 (A), dass ein H-lokaler k-Faktor mit Defekt héchstens 1 in G/
existiert. Die Unterteilung der Kanten von G lésst sich nun wieder riickgéngig
machen, da kein H-Weg in G’ in einem Knoten v, € V(G’) \ V enden kann.
Dadurch erhélt man einen H-lokalen k-Faktor mit Defekt hochstens 1 in G. [

Dies ist die gewiinschte Verallgemeinerung von Satz 1, allerdings fiir eine
andere Definition der Toughness. Da fiir die normale Toughness ein solches
Resultat nicht moglich ist, ist die Simple-Edge-Toughness ein wesentlich méch-
tigeres Konzept, aber auch eine viel stédrke Bedingung an den Graphen.

4.3 Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit lokaler Toughness und lokalen Fak-
toren. Elementare Eigenschaften der Toughness werden gezeigt und zu auf-
wendigeren Ergebnissen kombiniert, die die Verdnderung der Toughness beim
Loschen von bestimmten Knoten beschréinken.

Fin tiefliegendes Resultat von Mader zur Bestimmung der maximalen Gro-
e eines lokalen Faktors wird vorgestellt. Die dazu benotigte Technik der H-
kompatiblen Partitionen wird griindlich erldutert. Es werden Resultate herge-
leitet, mit denen solche Partitionen auf unterschiedliche Weise bearbeitet wer-
den kénnen. Sowohl aus in gewisser Weise minimalen Partitionen als auch aus
Partitionen, die einen maximal verbundenen Knoten enthalten, werden Eigen-
schaften des Graphen abgeleitet.

Das nach langer Vorarbeit erzielte Ergebnis Satz 5 erscheint insgesamt als
recht gutes Kriterium, um aus der lokalen Toughness von H die Existenz ei-
nes H-lokalen k-Faktors zu folgern. Satz 5 verallgemeinert Satz 1 qualitativ
und Korollar 1 quantitativ in diversen Punkten. Die Bedingung k < |H| —1 ist
scharf. Ebenso wurde gezeigt, dass fiir ¢ > 2k auch die Bedingung ¢ > % x(G[H])
scharf ist und ¢ > % (k — 1) weicht hochstens um den Faktor 4 von der bestmdg-
lichen Voraussetzung ab. Teil (A) ist als Verbesserung fiir spezielle Parameter
angenehm und ermoglicht zudem die einfache Anwendung der Simple-Edge-
Toughness, die in Korollar 3 miindet.

Ansitze zur Verbesserung von Satz 5 sind der Ubergang zu Satz 1 (also
wenn nur sehr wenige Knoten nicht in H sind), das Einbringen von weiteren
Graphenparametern in die Bedingungen und eine Verallgemeinerung zu H-
lokalen f—Faktoren.

AbschlieBend wird noch auf folgenden wichtigen Satz hingewiesen:
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Satz 8 Sei G = (V,E) ein Graph und H C 'V sei t-tough. Sei k € N und
k> 1. Dann mdchte ich mich bei allen k-fach bedanken, die dieser Arbeit und
damit mir ihre Aufmerksamkeit geschenkt haben.
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Thesen

Sei G = (V, E) ein Graph, H C V und Z C V. Mit ¢#(G — Z) wird die
Anzahl der Komponenten von G — Z bezeichnet, die mindestens einen Knoten
von H enthalten. Sei t € R,¢t > 0. Dann ist H t-tough in G, wenn fiir jeden
sogenannten Trenner Z C V mit ¢ (G — Z) > 2 gilt (G — Z) < |Z|.
Die Toughness 7¢(H) sei das Supremum aller ¢, fiir die H t-tough in G ist.
Sie ist ein Versuch zu quantifizieren, “wie sehr H in G verbunden ist”. Sie
verfligt iiber Eigenschaften, wie z. B. Monotonieeigenschaften, die mit diesem
Ziel iibereinstimmen. Es ergibt sich aber, dass ein Knoten v € V mit H C
N(v) U {v} nur ungenau durch die Toughness erfasst wird.

Defekte H-lokale Faktoren sind Systeme von H-Wegen, die sich nicht kreu-
zen, und in denen jeder H-Knoten an nicht mehr als einer vorgegebenen Anzahl
von H-Wegen beteiligt ist. In einem H-lokalen k-Faktor mit Defekt < 1 sind
alle bis auf maximal einen Knoten von H an jeweils genau k der H-Wege be-
teiligt. Maximal ein Knoten darf stattdessen auch an genau k — 1 H-Wegen
beteiligt sein. Die wohl wichtigste Aussage zu H-lokalen k-Faktoren mit De-
fekt < 1 ist ein Satz von Mader. Dieser Satz besagt, dass sich die Existenz
eines solchen Faktors durch gewisse Trenner, formalisiert als Partitionen von
V, iiberpriifen lisst. Dabei bestehen erst einmal wenige Ahnlichkeiten zwischen
diesen Trennern und jenen Trennern, die die Toughness von H bestimmen.

Dennoch kann man aus so einer Partition einen Trenner fiir die Toughness
von H konstruieren. Dadurch werden die unterschiedlichen Aspekte Toughness
und lokale Faktoren verkniipft. Als erfolgreich erweist es sich dabei, statt blof3
einem Trenner mehrere unterschiedliche zu konstruieren und die definierende
Eigenschaft der Toughness mehrfach anzuwenden. Bei diesem und einem al-
ternativen Ansatz stellt sich dabei die chromatische Zahl x(G[H]) als wichtig
heraus. Es ldsst sich der folgende Satz zeigen.

Satz 5 SeiG = (V,E) und H CV seit-tough in G. Sei k € N und k < |H|-1.
Falls

t >k und t > kmin{x(G[H]),k — 1} (A)
oder

t > 2k und t > & min{x(G[H]),k — 1} (B)

ist, dann besitzt G einen H-lokalen k-Faktor mit Defekt hochstens 1.

Dieses Ergebnis ist bezogen auf x(G[H]) scharf. Ebenfalls ldsst sich die
Bedingung k£ < |H| — 1 im Allgemeinen nicht weiter abschwichen.

Allerdings ist die Toughness von H kein uneingeschrankt zu empfehlendes
Mittel, um die Existenz eines H-lokalen k-Faktors mit Defekt < 1 zu zeigen.
Die Toughness von H in G kann trotz der Existenz eines H-lokalen k-Faktors
wesentlich kleiner als die hinreichende Schranke oder sogar 0 sein.
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