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5.4 Losung von pDG mit Hilfe der FT



1 Vektoranalysis

1.1 Vektorfunktionen

Definition 1.1 Wird jedem Wert einer skalaren Variablen t mit t € [ty,ts] ein Ortsvektor
r(t) zugeordnet, dann heiBt r(t) Vektorfunktion der skalaren Variablen t. Die Endpunkte von
r(t) liegen in der Ebene auf einer ebenen Kurve bzw. im Raum auf einer Raumkurve, die
wir mit C' bezeichnen.

Deutet man die skalare Variable ¢ als die Zeit, so beschreibt r(¢) die Bahnkurve eines Mas-
senpunktes. Die skalare Variable kann auch andere Bedeutungen haben, z.B. kann ¢ ein Winkel
sein. Wie fiir konstante Ortsvektoren gilt:

in der Ebene r(t) = x(t)i+ y(t)j bzw. r(t) (t)

im Raum r(t) = z(t)i+ y(t)j + 2(t)k bzw. r(t y

Dabei gilt: D(r) = [t1,t2], W(r) =C, ist der Ortsvektor des Anfangspunk-
tes Py = (z(t1),y(t1), 2(t1)) (Endpunktes P2 ( ( ) y(t2), 2(t2))) von C.

Die Koordinatenfunktionen (z(t),y(t)) bzw. (z(t),y(t), z(t)) einer Vektorfunktion nennt
man auch eine Parameterdarstellung der ebenen bzw. Raumkurve. Eine Kurve kann durch
mehrere Parameterdarstellungen beschrieben werden. Parameterdarstellungen sind nicht
eindeutig bestimmt.

Beispiel 1.1 (Parameterdarstellungen von Kurven)

(1) Parameterdarstellungen der Kreislinie % + y* = a® (implizite Darstellung)

1° Der Parameter t sei der Winkel zwischen dem Ortsvektor r(t) eines Punktes P auf
der Kreislinie und der positiven Richtung der x-Achse. Dann gilt:

x(t) =acost, y(t)=asint te€0,2n].
2° Der Parameter T sei der Anstieg der Geraden durch die Punkte O und P. Dann
gilt:

T:tant:yjyzﬂ'ﬂ' und 1 +y° = a® = 2° + 2°1% =,
x

also
a aT

" T ::i:—
V1472 y(7) V1472

(2) Parameterdarstellung der Schraubenlinie als Beispiel einer Raumkurve

x(r) ==+ T €] — 00, +00].

Wir betrachten einen geraden Kreiszylinder mit dem Radius a, dessen Grundfliche in
der x,y—Ebene liegt und dessen Rotationsachse durch den Koordinatenursprung geht.
Gesucht ist die Bahnkurve eines Punktes P = (x,y, z) auf dem Zylindermantel, der sich
um die Rotationsachse mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w dreht und gleichzeitig



parallel zur Rotationsachse eine Aufwartsbewegung mit konstanter Geschwindigkeit v
. v . . . .
ausfiihrt. Wir setzen p := —. Ferner sei t der Winkel zwischen der Geraden durch die

Punkte O und P’, wobei Pc’u die senkrechte Projektion von P in die xy—Ebene ist, und
der positiven Richtung der x—Achse. Die Aufwértsbewegung erfolge proportional zu t.
Dann gilt:

z(t) = acost, y(t)=asint z(t)=pt te€]0,2n].
Der Héhenunterschied, den der Punkt P bei einer vollen Umdrehung durchliuft, heiBt
Ganghohe h. Mithin ergibt sich, wenn T die Zeitdauer fiir eine volle Umdrehung be-
zeichnet
ol h
w 2T 271
Deshalb heiBt p auch die reduzierte Ganghdhe.

v
p=-

Definition 1.2 Wird jedem Vektor g € D C R™ (D - Bereich) eindeutig ein Vektor f €
R™ zugeordnet, so nennt man diese Abbildung eine m-dimensionale Vektorfunktion von n
unabhéangigen Variablen.

Bezeichnungen: £ =f(g) ge D(f) CR" mit f;(g1,...,9,) (G=1,...,m).

Es sei speziell n = 2 und m = 3. Mit den Bezeichnungen f =r, fi =2, o=y f3=12, g1 =
u, go = v beschreibt die dreidimensionale Vektorfunktion von zwei unabhangigen Variablen
r(u,v) = ()i + y(u,v)j + 2(u, )k

eine Flache S im Raum. Wir definieren sie auf dem Rechteck
Ryp={(u,v)|u; <u<ug Avy <v <vg; ug, us, vy, v2 € R},
d.h. D(r) = R,, und es gilt W(r) = S.
Beispiel 1.2 (Parameterdarstellungen von Flachen)
(1) Parameterdarstellung der Kugeloberfliche einer Kugel mit dem Mittelpunkt in (0,0, 0)

und dem Radius a. Als Fliche 2. Ordnung besitzt sie die Gleichung 2% + y* + 2% = a®.

Sei u der Winkel, den die Projektion der Strecke OP auf die x,y—Ebene mit der positiven
x=Achse einschlieBt (0 < u < 2m), wobei der Winkel im mathematisch positiven Sinne
gemessen wird, wahrend v den Winkel, den die Strecke OP mit der z-Achse einschlieBt
(0 <wv <), bezeichnet. Dann gilt:

T =acosu sinv, Yy =asinusinv, 2z =acosv,
definiert auf dem Rechteck R, , = {(u,v) |0 <u <27 A0 <wv <7}

(2) Parameterdarstellung der Oberfliche des Zylindermantels eines Kreiszylinders mit dem
Radius a, dessen Achse durch den Koordinatenursprung geht und parallel zur z-Achse
verliuft. Als Flache 2. Ordnung besitzt sie die Gleichung x* + y* = a®.

Der Winkel w habe diesselbe Bedeutung wie in Beispiel 1.2 (1). Dann gilt:
r=acosu, Yy=asnu, z=u71,

definiert auf dem Rechteck R, , = {(u,v)|0 <u <27 Av; <v < vy}



1.2

Skalar- und Vektorfelder

Definition 1.3 (Skalarfeld, Vektorfeld)

1

2.

Eine in D C R? definierte skalare Funktion
U=U(r)=U(x,y,z2), r=zxi+yj+zk

heiBt Skalarfeld (SF) in D (n =3,m =1).

Eine in D C R? definierte Vektorfunktion

Ul(l‘yya 2)
V= V(I') = V<x7y7 Z) = Ul(xu Y, Z)l + U2(:U7 Y, Z).] + Ug(l’, Y, Z)k = Ug(flf,y, Z)
U3($,y, Z)

heiBt Vektorfeld (VF) in D (n =m = 3).

Eine skalare FeldgréBe ist durch einen Skalar bestimmt.

Skalarfelder sind z.B. Temperaturfelder.

Eine vektorielle FeldgréBe ist durch drei skalare Feldgr6Ben bestimmt.

Vektorfelder sind z.B. Geschwindigkeitsfelder, Beschleunigungsfelder, Kraftfelder.

Wir betrachten nur sich zeitlich nicht dndernde Felder, so genannte stationare Felder. Andern
sich die Felder noch nach der Zeit, so spricht man von instationaren Feldern. Dann ist
U=1U(r,t) und v = v(r,t).

Wichtige Typen von Feldern
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Ebenes SF: U = U(z,y), U hangt nicht von z ab.

Zentralsymmetrisches SF: U(r) = f(r) mit r = |r| = /2?2 +y>+ 22, U hangt
nur vom Abstand des Punktes vom Koordinatenursprung ab.

Axialsymmetrisches SF: U = U(\/22 +y?), U héngt nur vom Abstand des Punktes
von der z-Achse ab.

Ebenes VF: v = v(z,y) = vi(z,y)i + va(z,y)], vs(z,y) =0 V (x,y).
Zentralsymmetrisches VF: v = v(r) = f(r)r, r=zit+yj+zk
Axialsymmetrisches VF: v = f(\/22 4+ y?)(zi+yj) = f(r)r, r = xi+ yj.
Betrachtet man einen Kreiszylinder mit der z-Achse als Zylinderachse und dem Radius

/22 + y?, dann hat v in jedem Punkt der Zylinderoberflache den gleichen Betrag und
steht senkrecht auf ihr.

Beispiel 1.3 (Skalarfeld, Vektorfeld)



(1) Das Potenzial U einer sich im Koordinatenursprung befindlichen Punktladung () wird
durch ein raumliches SF

dmer  dme /2?4 Y2 + 22

beschrieben, wobei ¢ die Dielektrizitdtskonstante bezeichnet.

U=U(x,y,z2): f(r) r#0 (1.1)

Eine Veranschaulichung von raumlichen SF ist mit Hilfe von Niveauflachen méglich.
Dies sind Flachen, die der Gleichung U(z,y,z) = ¢, c¢ € R, geniigen. Ein ebenes SF
1aBt sich durch Niveaulinien darstellen.

Fiir das Temperaturfeld (1.1) ist ¢ > 0 zu wahlen und man erhilt als Niveauflachen

eine Schar von Kugeln in Mittelpunktslage und dem Radius 1 ¢ )
TE C

(2) Gegeben sei das ebene VF
v=v(z,y)=yi+zj (1.2)

Man kann ein VF veranschaulichen, indem man im Endpunkt jedes Ortsvektors r
einen Pfeil, der v(r) reprasentiert, mit seinem Anfangspunkt anheftet. Eine weitere
Veranschaulichung ist mit Hilfe von Feldlinien méglich. Dies sind Kurven, deren Tan-
gentenrichtung in jedem Punkt mit der Richtung, die das VVF in diesem Punkt vorgibt,
libereinstimmt (Lésungen von Differenzialgleichungssystemen).

Fiir das ebene Kraftfeld (1.2) erhalt man als Feldlinien Hyperbeln.

Voraussetzung: Im Weiteren seien alle betrachteten Funktionen zweifach stetig differen-
zierbar im betrachteten Bereich D.

Definition 1.4 Seien (z,y, z) die kartesischen Koordinaten eines Punktes P € R3. Der Dif-
ferenzialoperator

o. 0.,

heiBt Nabla-Operator (Vektorieller Differenzialoperator).

1.3 Produkte des Nabla-Operators mit einem SF bzw. VF

Definition 1.5 Sei U(z,y, z) ein SF. Gradient von U(x,y, z) heiBt das VF

ou
0 0 0 gg
U U U
= — 1 — —k: _—
grad U ox ' 8y']+ 0z dy
oU

Dz

SF U — VF gradU grad U = VU




Bemerkung 1.1 Die Endpunkte der Ortsvektoren r,r + dr, wobei dr = dzi+dyj+dzk
ein hinreichend kleiner vektorieller Zuwachs von r ist, der i. Allg. nicht die gleiche Richtung wie
r besitzt, mégen in D(U) liegen. Das totale Differenzial des SF U(r) ist unter Verwendung
des Gradientenbegriffs darstellbar in der Form

ou ou ou

dU = e dz + En dy + 5 dz = (grad U,dr) = |grad U||dr| cos ¢, (1.3)

wobei ¢ der Winkel zwischen grad U und dr ist.

Falls dr in der Tangentialebene einer Niveauflache liegt, so ist
U(r)=c und U(r+dr)=c also Ag4qU =U(r+dr)—U(r) =0. (1.4)

Bekanntlich gibt Aq.U die Anderung des SF U bei Bewegung von r nach r + dr an. Auf
Grund unserer Differenzierbarkeitsvoraussetzungen ist Ag,U ~ dU. Dann ist wegen (1.4)

auch AU = 0. Mit (1.3) gilt dann (grad U,dr) = 0 und somit p = g d.h., fiir jeden Punkt

Py € D(U) ist grad U ein Vektor, der auf der durch P, hindurchgehenden Niveauflache
U(r) = c senkrecht steht.

Definition 1.6 Seil, der zur Richtung | gehérige Einheitsvektor und U (r) ein SF. Wir legen
durch den Endpunkt P, des Ortsvektors r in Richtung von 1 eine Gerade l. Alle Punkte dieser
Geraden besitzen Ortsvektoren der Gestalt ro + tl, t € R. Betrachten wir U(r) nur auf
dieser Geraden, so erhalten wir eine Funktion g(t) = U(ro + tl,)). Die Ableitung ¢'(0) heiBt
dann Ableitung von U(r) im Punkt Py in Richtung | oder Richtungsableitung

oU (ry) AU U(ro+ At 1,) — U(rg) (At) — g(0)

Y _ _ 1 g _
o = Am o = lim At Jim, == g(0)-

In einem kartesischen Koordinatensystem, d.h. ro = xoi + yoj + 20k und 1, = l;i+1,j + L.k
gilt die Differenziationsregel:
8U(I‘0) 8U(I‘0) 8U(r0) 8U(ro)
= l, + ly +
ol ox dy 0z

[, = (grad U(ryp),1,) = |grad U(r)| cos
wobei o der Winkel zwischen grad U (ry) und 1,, ist.

8U(r0) aU(I'()) (9U(ro)
or = oy = 0z

rungsgeschwindigkeiten der Funktion U in Richtung der Koordinatenachsen an und sind

U(ro)

ol
keit der Funktion U in einer beliebigen Richtung | an. Fiir einen Einheitsvektor n° der

Normalen zur Niveauflache, der dieselbe Richtung wie grad U besitzt, gilt:

8%(71;0) = (grad U(ro),n") = |grad U(ro)| = \/<f‘9Ua_(;o))2 N (azg_(;))f . (a(g—gO))Q,

Bemerkung 1.2 Die partiellen Ableitungen geben die Ande-

0 .
Spezialfille von Richtungsableitungen. Folglich gibt die Anderungsgeschwindig-

ou
d.h. unter allen Richtungsableitungen von U in einem festen Punkt P, besitzt B den
n

gréBten Wert. Die Richtung des Gradienten in P, ist die Richtung der groBten Anderungs-
geschwindigkeit von U(r) in Py, also die Richtung, in der die U-Werte am starksten wachsen.



Definition 1.7 Ein VF v heiBt konservatives Feld oder Potenzialfeld (PF), wenn ein SF
U existiert, so dass gilt: v = grad U. Dies ist gleichbedeutend mit

_ oU (r) A — oU(r) Ao — oU (r)
1 2 3 aZ

ox dy

Dabei heifst U das Potenzial von v.

<= vidz + vody + v3dz = dU.

Definition 1.8 (Divergenz, Quellenfreiheit)

1. Seiv(r) ein VF. Divergenz von v(r) heiBit das SF

. OJvy  Ovg  Ous
d = —+ —+ —
VYT o * oy + 0z
VF v. — SF divv divv =(V,v)

2. Ein VF v mit der Eigenschaft div v(z,y,2) =0 V (x,y,z) € D heiBt quellenfrei.

3. Ist v das Geschwindigkeitsfeld einer stationiren Fliissigkeitsstrémung, so bedeutet div v
in einem Punkt die lokale Quelldichte des VF v in diesem Punkt.

Definition 1.9 (Rotation, Wirbelfreiheit)

1. Seiv(r) ein VF. Rotation von v(r) heiBt das VF
k

i
0 0 0 8’03 81)2 . 82}1 81)3 . 81}2 8@1
rot v Jr Oy 0z (8y 8z>l+(8z 03:)J+(8x 83/)

U1 Vo V3

’ VF v — VF rotv rotv=Vxv ‘

2. Ein VF v mit der Eigenschaft rot v(z,y,z) =0 VY (x,y,2) € D heiBt wirbelfrei.
3. Ist v das Geschwindigkeitsfeld einer stationaren Fliissigkeitsstrmung, so bedeutet rot v

in einem Punkt die lokale Wirbeldichte des VF v in diesem Punkt.

Beispiel 1.4 (Richtungsableitung, Potenzialfeld)

(1) Sei U(x,y) = 2*+y* D(U) = R? ein ebenes SF, Py = (1,1) und1 =i+ j. Dann ist
1,1 1+ A 1+ A - U(1,1
oU(1,1) ’ U(l+Atl,, 1+ Atl,) —U(1, ):2\/§:

al AtR0 At

(VU(1,1),1,).

(2) Fiir das Newtonsche Potenzial eines zentralsymmetrischen Kraftfeldes gilt:
1 1
Ur) = f(r) =~ D(f) = RA{(0,0,0)}, grad U(x) = VU(r) = == (wi + yj +
zk). Fiir die Richtungsableitung in einem Punkt Py, = (xq, %o, 20) in Richtung des
Einheitsvektors 1, = [,i + [,j + .k erhalt man

3U(r0) 1
—al — —T—8<Q]0l$ + yoly + Z(]lz).



(3) Das SF U(r) sei ein Temperaturfeld. Die Niveauflachen sind Flachen konstanter Tem-
peratur. In jedem Punkt Py ist VU ein Vektor, der senkrecht auf der durch diesen Punkt
hindurchgehenden Niveauflache steht und in die Richtung des stirksten Temperatur-
wachstums zeigt. Je stirker U wachst, desto gréBer ist [VU|.

(4) Das Schwerefeld der Erde K = —gk (g Erdbeschleunigung) ist ein PF, denn fiir das SF
U=—gzgilt K=V U. Ferner ist div K =0 und rot K = ©.

1.4 Nabla-Rechnung

Eigenschaften des Gradienten

1° V(U + Uz) = VU, + VU

2° V(N\U) = AVU VAeR

3° V(U Us) = U, VU, + U, VU,

4° Vf(U) = f/(U) VU fir die mittelbare Funktion f(U(x,y, 2))

Eigenschaften der Divergenz
12 (V, (v +w)) = (V,v) + (V,w)
2° (V,(Av)) = A (V,V) VAeR

3°(V,(Uv)) =U(V,v) + (v,VU)
Beachte: (V,v) = div v ist ein SF, aber (v, V) ist ein Operator.

4° (V, (v x w)) = (w, rot v) — (v, rot w)
Eigenschaften der Rotation

I°VX(v4+w)=VXxv+Vxw
2° Vx (Av) =X(V xv) VIeR
3 Vx(Uv)=U((Vxv)—vx(VU)

Beispiel 1.5 Die betrachteten SF und VF seien zentralsymmetrisch.
r
(1) grad f(r) = Vf(r) = f/(r)Vr = f(r) -

(2) div [f(r) x] = (V,(f(r) 1)) = f(r)(V,r) +(x, V[(r)) = 3f(r) + ['(r)r
(3) rot [f(r)r]=V x (f(r)r)=f(r)(Vxr)—rxVfir)=Vfir)xr=06

Zweifache Anwendung des Nabla-Operators

1° div(rot v) = (V,V x v) = 0 = Jedes Wirbelfeld w = V x v ist quellenfrei.
2° rot(grad U) =V x VU = O = Jedes PF v = VU ist wirbelfrei.



2 Integralrechnung fiir reelle Funktionen mehrerer reeller
Variablen

2.1 Ebene und raumliche Bereichsintegrale

Das Integrationsintervall wird durch eine ebene bzw. raumliche Punktmenge ersetzt.

Voraussetzungen: Die betrachteten ebenen (rdaumlichen) Punktmengen B mdgen einen
Flacheninhalt (ein Volumen) besitzen.

Das ebene Bereichsintegral [[ f(z,y)db (rdumliche Bereichsintegral [[f f(x,y, z)db)
B B

wird wie im Falle n = 1 lber einen Grenzwert definiert.

Definition 2.1 (Ebene und raumliche Normalbereiche)

1. Seien yi(x), yo(x) stetig in [z1,xs], wyi1(x) <y < yo(x) VY x € [x1,22]. Die Punkt-
menge
By ={(z,y) [z1 <@ <@y A pi(z) <y < ya(r)}

heit ebener Normalbereich beziiglich der x-Achse.

2. Seien x1(y), x2(y) stetig in [y1,y2], x1(y) < x < x9(y) YV y € [y1,y2]. Die Punkt-
menge

By ={(z,y) |z1(y) <x <xo(y) A i <y <y}

heiBt ebener Normalbereich beziiglich der y—Achse.

3. Seien z(z,y), z2(x,y) stetig in B,, z(z,y) < z < z(x,y) V (z,y) € B,. Die
Punktmenge

By ={(z,y,2) |1 <x <xy A y1(2) <y <ma(x) A z1(x,y) < 2 < zo(z,y)}

heiBt raumlicher Normalbereich beziiglich der x,y—Ebene, wobei B, ein ebener Nor-
malbereich beziiglich der x-Achse ist. Analog definiert man 5 weitere Typen raumlicher
Normalbereiche.

Beispiel 2.1 (Ebene und raumliche Normalbereiche)

(1) Ein Rechteck mit achsenparallelen Seiten
R={(z,y) a1 <x<as AN by <y<by}
ist ein Spezialfall eines ebenen Normalbereichs beziiglich beider Koordinatenachsen.
(2) Ein Quader mit achsenparallelen Kanten
Q={(r,y,2) e <z <as N by <y<by A et <2< o}

ist ein Spezialfall eines raumlichen Normalbereichs beziiglich aller drei Koordinate-
nebenen.



B (z,y)|0<z<1 A 0<y<2?}

By={(zy)|Vy<zr<1A0<y<1}

B {(z,9,2)|]0<2<1 A0<y<az* A 0<z<ay}

Theorem 2.1 (Existenz von Bereichsintegralen) Sei B ein aus endlich vielen Normal-
bereichen zusammengesetzter ebener (rdumlicher) Bereich und f eine in B definierte und

stetige Funktion. Dann existiert das ebene (raumliche) Bereichsintegral und es gelten die
Berechnungsformeln:

1. Ist B, ein ebener Normalbereich beziiglich der x-Achse und f stetig in B,, so ist

2

//f(x,y)db:/ m/(z)f(x,y)dy dz.

1(z)
Das (zweifache) Integral auf der rechten Seite berechnet sich wie folgt

1° Die Funktion f(x,y) wird unbestimmt nach y integriert (dabei wird = als konstant
angesehen).

2° Fiir y werden die Grenzen y,(x) und ys(x) eingesetzt.

3° Der Integrand ist nach dem Einsetzen der Integrationsgrenzen beziiglich y nur noch
eine Funktion von x und wird unbestimmt nach x integriert.

4° Fiir x werden die Grenzen x1 und x5 eingesetzt.

2. Ist B, ein ebener Normalbereich beziiglich der y—Achse und f stetig in B,;, so ist

//f(x,y)db—/ /f:vy ay.

By 961 Z/)
Das (zweifache) Integral auf der rechten Seite wird analog wie oben berechnet.
3. Ist B,, ein rdumlicher Normalbereich beziiglich der x,y—Ebene und f stetig in B,,,

so ist
zo [ y2(x) [ 22(x,y)

//f(x,y,z)db:/ / /fxy, dz | dy | da.

Das (dreifache) Integral auf der rechten Seite berechnet sich sukzessive wie oben.

Beispiel 2.2 (Ebene und raumliche Bereichsintegrale)

(1) fey) =2y Bo={@y)|0<as<1A0<y<a?)

2

B//m,y)dboj [ovir) =t

0



(2) f(x,y,2) =xyz By ={(2,4,2)|0<2<1 A0<y<z? AN0<z<uay}

1 z2 Ty

//f(x,y,z)db:/ / /xyzdz dy dx:9—16
0o \o

Bay 0

2.2 Kurvenintegrale

Das Integrationsintervall wird durch ein ebenes bzw. raumliches Kurvenstiick ersetzt.

Voraussetzungen: Wir betrachten ebene Kurven bzw. Raumkurven C, die eine endliche Lange
besitzen mogen. Die Kurve sei durch eine Parameterdarstellung, deren Koordinatenfunktionen
auf einem abgeschlossenen Intervall stetig differenzierbar sind, gegeben. In diesem Falle
nennen wir C' eine glatte Kurve.

Wir unterscheiden Kurvenintegrale 1. Art (Integrale iiber die Kurve C') und Kurveninte-
grale 2. Art (Integrale iiber die Projektionen von C' auf die drei Koordinatenachsen). Beide
werden wieder iiber einen Grenzwert definiert und zur Berechnung auf Riemannsche Inte-
grale zuriickgefiihrt.

Theorem 2.2 (Existenz von Kurvenintegralen) Es sei C' eine glatte Raumkurve mit
einer Parameterdarstellung = = z(t), y = y(t), z = z(t), t € [t1,t2], dem Anfangs-
punkt Py und dem Endpunkt Py. Ferner sei f(z,y,z) (v(r) = v(z,y, z)) ein in den Punkten
der Kurve C' definiertes und stetiges SF (VF). Dann existiert das Kurvenintegral 1. Art
[ f(z,y,2)dl, welches nicht davon abhangt, ob die Kurve von P, nach P, oder umgekehrt
c

durchlaufen wird. AuBerdem existiert das Kurvenintegral 2. Art
/Ul(x> Y, Z) dz + U?('Tv Y, Z) dy + UB('I? Y, Z) dz = /<V7 dI’>,

C C

welches jedoch beim Durchlauf der Kurve in entgegengesetzter Richtung, d.h. von Py nach P,
sein Vorzeichen andert. Es gelten die Riickfiihrungsformeln auf Riemannsche Integrale:

/f(x,y, z)dl = /f($(t),y(t),2(t)) V(1) +y (1) + ()2 dt, (2.1)

to

/<V,dr> = /[Ul(:v(t),y(t),Z(t))x'(t)+vz(:v(t),y(t)72(t))y’(t)+v3(93(t),y(t),Z(t))Z’(t)]dt-
c t

(2.2)
Ist C' eine glatte, ebene Kurve mit einer Parameterdarstellung © = z(t), y = y(t) t €
[t1, o], so lauten die Riickfiihrungsformeln auf Riemannsche Integrale

/ flay)dl = / Fa(t), () VIO + Dt (23)
C t1

[ = [0 O + ueO0reu. e

C t1
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Ist eine ebene Kurve C' in einer expliziten Darstellung y = p(x) gegeben, wobei die Funktion
@ in einem Intervall [z, x5 stetig differenzierbar ist, so setzt man x =t, y = p(t), t €
[t1,t2] und erhilt aus (2.3) bzw. (2.4)

/ fry)dl = / f(t () VT DR, (25)

[ = [nttom) + wt oo o) (26)

C t1
Kurvenintegrale lassen sich also mithilfe Riemannscher Integrale berechnen.
Beispiel 2.3 (Kurvenintegrale 1. und 2. Art)

(1) f(x,y) =2? C:y=9(x)=Inz, [r1,22]=][1,2] Aus (2.5) erhilt man

2 2
[ 1
/f(a:,y)dl:/t2 1+t—2dt:/t\/t2+1dt:
C 1 1

(2) vi(z,y) = y*, wvalz,y) =y C:y=2x—1, Pp=(1,1), P, = (3,5) Berechnen
98
Sie das Kurvenintegral 2. Art bez. beider Durchlaufrichtungen. Ergebnis: :I:E.

57 — 22].

Wl =

(3) Durch das ebene Kraftfeld v(r) = kr, k € R wird bei Verschiebung eines Massenpunk-
tes von P, = (x1,y1) nach Py = (x9,ys) ldngs einer beliebigen glatten Kurve C' mit einer
Parameterdarstellung r(t) = x(t)i+ y(t)j, dem Anfangspunkt P, und dem Endpunkt
P; eine Arbeit W verrichtet, die sich durch ein Kurvenintegral 2. Art berechnen lisst.
Es seien t, (ta) die Py (P») entsprechenden Parameterwerte.

to

W= [v.dr) =k [lsl 0 + vl Ol

= i f a2 BORT Rt + e - e - o))

t1

Die Arbeit hangt somit nur von der Lage des Anfangspunktes P, und des Endpunktes
P, der Kurve ab und nicht von der diese Punkte verbindenden Kurve C'.

Theorem 2.3 Sei D € R? ein einfach zusammenhingender Bereich, C' C D eine glatte
Kurve mit dem Anfangspunkt P, = (x1,y1,21) sowie dem Endpunkt Py = (x2,1s, 22) und
v(r) eine stetige Vektorfunktion in D. Das Kurvenintegral 2. Art, (fiir eine ebene Kurve
oder eine Raumkurve C'), [(v,dr) ist genau dann vom Weg zwischen P, und P, unabhangig,

C
wennv =V U, d.h., wenn v ein PF ist. Dann gilt:

Py
/<V7dr> = /<V U, dr> = /dU = U($2,y2,22) - U(xlaylazl)'
c c P

11



Diese Eigenschaft heiBt Wegunabhangigkeit des Kurvenintegrals 2.Art. Fiir eine geschlos-
sene Kurve erhilt man ¢(v,dr) = 0.
loi

Theorem 2.4 Ein VF v(z,y,z) ist ein PF genau dann, wenn in einem einfach zusam-
menhangenden Bereich gilt

81}1 o 81)2 8@2 . 81}3 81;3 o 81)1

a9 dy a0 T V=@

Ist die letzte Bedingung erfiillt, so kann man das Potenzial U(z,y, z) nach der Formel

T Y z

Ulx,y,z) = /vl(r,y,z) d7"+/112(330,3,z) d8+/vg(w0,y0,t) dt +C (2.7)

o Yo 20
T Y z

— /8U(r,y, Z) dT—F/aU(xO’S’Z) d8+/aU(x07y07t) dt+C
ox oy 0z

xo Yo 20

berechnen, wobei (xq, Yo, 20) € D ein fixierter Punkt und C' die Integrationskonstante ist.

Die Formel (2.7) ist eine Verallgemeinerung der unbestimmten Integration. Die Potenzial-
funktion U(x,y, z) entspricht der Stammfunktion.

Beispiel 2.4 Man berechne das Potenzial des VF v =eYcoszi+ xe¥coszj— xe¥sinzk.
Es ist rot v = O, d.h. v ist ein Potenzialfeld.

1. Lésungsweg: Wir wahlen (xo, 3o, 20) = (0,0,0) und erhalten gemaB (2.7)

x y z

U(a:,y,z):/eycoszdr+/Oescoszds+/(—OeOSint)dt—|—C:meycosz+C’.

0 0 0

Man iiberpriift leicht, dass VU = v gilt. Durch Vorgabe eines Wertes fiir das Potenzial im
Punkt (o, yo, z0) = (0,0,0) bestimmt man C.

2. Losungsweg: (Methode des schrittweisen Integrierens) Da v ein Potenzialfeld ist, gilt:

W@ Y2 ooy WO s, 0002 g, (8
ox dy 0z
Integration der ersten Beziehung in (2.8) nach x ergibt
Ulx,y,z) =xe’cosz+ C(y, z). (2.9)

Partielle Differentiation nach y und Einsetzen in die zweite Beziehung in (2.8) fiihrt auf
U(z,y,z) = xe¥cosz + C(z). Analoges Vorgehen in der letzten Beziehung von (2.8) lie-
fert das Ergebnis.
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2.3 Oberflachenintegrale

Das ebene Integrationsgebiet wird durch ein raumliches gekriimmtes Flachenstiick ersetzt.

Voraussetzungen: Die betrachtete gekriimmte Flache S moge einen Flacheninhalt besitzen.
AuBerdem sei die Flache zweiseitig und besitze keine Mehrfachpunkte. Es gibt auch ein-
seitige Flachen, z.B. das (M&biussche Band. Die Flache sei durch eine Parameterdarstellung,
deren Koordinatenfunktionen auf einem ebenen Normalbereich B stetig differenzierbar sind,
gegeben. In diesem Falle nennen wir S eine glatte Flache.

Wir unterscheiden Oberflachenintegrale 1. Art (Integrale iiber die Flache S) und Ober-
flachenintegrale 2. Art (Integrale iiber die Projektionen von S auf die drei Koordinatene-
benen). Beide werden wieder iiber einen Grenzwert definiert und zur Berechnung auf ebene
Bereichsintegrale zuriickgefiihrt.

Theorem 2.5 (Existenz von Oberflachenintegralen) Es sei S eine glatte zweiseitige

Flache mit einer Parameterdarstellung = = z(u,v), y = y(u,v), z = z(u,v), (u,v) € B.

Ferner sei f(x,y,z)(v(r) = v(z,y,z)) ein in den Punkten der Fliche S definiertes und

stetiges SF (VF). Dann existiert das Oberflachenintegral 1. Art [[ f(z,y,z)dS, welches
S

nicht von der Seite der Flache abhangt. AuBerdem existiert das Oberflachenintegral 2. Art

// vi(z,y, 2)dydz + ve(z,y, 2) dzdz + vs(x, y, 2) de dy = //<V, dw), (2.10)
S

S

welches jedoch beim Ubergang zur anderen Seite der Fliche sein Vorzeichen dndert. Dabei
bezeichnet dw = dy dzi+ dzdz j + dax dy k ein vektorielles Oberflichenelement der Flache
S. Es gelten die Riickfiihrungsformeln auf ebene Bereichsintegrale:

//f(x,y,z)dsz//f(x(u,v),y(u,v),z(w))mdb (2.11)
S B

mit

E= (‘TU)Z + (yU)2 + (ZU)2 G = (xv)Q + (%)2 + (zv)2 F=x,2, + Yy Yo + 2u Zv,

//<V7dw>_// vl(x(u,v)m,j(ﬁ,:)),z(u,v)) vg(ziz(tzzj)...) vg(xzizé;jjz;)...) "

; 2,(u,0) yo(u,v) 2(u,v)

(2.12)
Die Seite einer Fliche wird durch den Normaleneinheitsvektor n® auf der Tangentialebene in
den Flichenpunkten charakterisiert. Ist r(u,v) = z(u,v)i+ y(u,v)j + z(u,v) k die Vek-

torfunktion, deren Koordinatenfunktionen die Parameterdarstellung der Fliche ergeben,
) ry XTr .. . .
so gilt n° = H Ist n° bei einer geschlossenen (nichtgeschlossenen) Fliche nach au-
r, XTI,

Ben (oben) gerichtet, so spricht man von der AuBenseite (Oberseite) der Flache. Ist er bei
einer geschlossenen (nichtgeschlossenen) Flache nach innen (unten) gerichtet, so spricht man
von der Innenseite (Unterseite) der Fliche. Der Ubergang zur anderen Seite der Fliche wird
durch Vertauschen der Reihenfolge von u und v in der Parameterdarstellung der Fliche

erreicht. Man erhalt aus r(u,v) die Parameterdarstellung r(v,u) und den entgegengesetzt zu
: L r, Xr

n’ gerichteten Normaleneinheitsvektor —n® = ———"_

v, X 1y
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Ist eine Fliache S in einer expliziten Darstellung z = ¢(x,y) gegeben, wobei die Funktion
in einem ebenen Normalbereich B stetig differenzierbar ist, so setzt man x = u, y =
v, 2= p(u,v), (u,v) € B und erhilt aus (2.11) und (2.12)

[ t@v2as = [[ 1w o) VIF o oPe, (213)

[waw = [f “““’“’f(“’“” ”2<“(13"'> “;igz;;; » 210)
S B Gy U,V

= //[_Ul (U, v, Qp(uv U))QOU(U, U) - U2(u’ v, QO(U, U))va(u’ U) + US(ua v, ‘p(uv U))] db.

In (2.12) und (2.14) sind beim Ubergang zur anderen Seite der Fliche die beiden letzten
Zeilen in der Determinante zu vertauschen. Das Oberflachenintegral 2. Art (2.10) heiBt
Vektorfluss des VF v durch die Flache S in Richtung von v.

Oberflachenintegrale lassen sich also mithilfe ebener Bereichsintegrale berechnen.

Beispiel 2.5 (Oberflachenintegrale 1. und 2. Art)
S:z=1—-z—y, z€][0,1/2] yel0,1/2]

(1) Berechnen Sie das Oberflachenintegral 1. Art fiir das SF f(x,y,z) =1V (z,y, 2)
€ S, wobei S der Teil der Ebene z = 1 — x — y ist, der sich iiber dem Quadrat
Q={(z,y)|0<2<1/2, 0 <y <1/2} befindet.

[/f(x,y,z)dsﬁf ://zdu dv:§

Geometrische Interpretation: Berechnet wurde der Flacheninhalt des Teils der Ebene S,
der sich iiber dem Quadrat () befindet.

(2) Berechnen Sie das Oberflachenintegral 2. Art fiir das VF

U1 (Z)ﬁ', Y, Z) 1
V($7y,Z) - Ug(l',y,Z) - 1 V(ZL’,y,Z> 657
'Ug(l’, Y, Z) 1
wobei S die Oberseite des Teils der Ebene z = 1 — x — y ist, der sich iiber dem Quadrat
Q) befindet.
1/2 /1/2
//vl(x, y,2)dydz + va(x,y, z)dz de 4+ vs(x, y, z) de dy = / / 3du | dv = %
S 0o \o

Physikalische Interpretation: Berechnet wurde der Vektorfluss des VF v durch den Teil
der Ebene S, der sich iiber dem Quadrat () befindet, in Richtung von v.
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(3) Berechnen Sie den Flicheninhalt der Oberfliche einer Kugel in Mittelpunktslage mit
dem Radius a.

Es sei eine Parameterdarstellung der Kugeloberflache S':
r(u,v) = z(u,v)i+y(u,v)j+ z(u,v) k, D(r)={(u,v)|0<u<2r, 0<v<7}

mit z(u,v) = a cosu sinv, y(u,v) = a sinu sinv, z(u,v) = a cosv gegeben. Es gilt:
E = a®sin®v, G = a®>,F = 0 und somit VEG — F? = a? sinv. Dann ist gemaB
(2.11) mit f(x,y,2) =1V (z,y,2) €S

2w ™
//dS = // VEG — F?2db = a2/ /sinvdv du = 27a*[— cosv]] = 4ma’.
S B 0 \o

2.4 Die Integralsitze

Man kann die Integralsatze als Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Differenzial- und
Integralrechnung auffassen.

2.4.1 Die Divergenz und der Integralsatz von GauB3

Wir betrachten die Diffusion eines Stoffes A in einem Losungsmittel B. Jedem Raumpunkt
kann man dann einen Strémungsvektor v = v;i + v5j + v3k zuordnen, so dass man ein VF,
das so genannte Stréomungsfeld erhilt. Die Konzentration des Stoffes A zum Zeitpunkt ¢
sei durch ¢(x,y, z,t) gegeben. Es gilt folgender Zusammenhang zwischen ¢ und v:

dc Ouvy  Ovy  Oug\ .
i (83: + o + 3z> = —div v. (2.15)

Stellt v ein Stromungsfeld dar, so gibt — div v die Konzentrationsanderung des Stromungs-
feldes nach t an. Stellen des VF v mit positiver Divergenz nennt man Quellen, solche mit
negativer Divergenz Senken.

Theorem 2.6 (GauBscher Integralsatz) Sei B ein raumlicher Bereich mit einer geschlos-
senen, zweiseitigen, stiickweise glatten Randfliche S, wobei die AuBenseite der Fliche
betrachtet wird, d.h., der Normaleneinheitsvektor n° zeigt nach auBen. Dann gilt

. o 81)1 81)2 81}3
/// lede = // <%+a—y+$) db (216)

B B

= #vldydz+vgdzdx+v3dxdy = #(V,dw).
S S

Der GauBsche Integralsatz stellt einen Zusammenhang zwischen Oberflachenintegralen
2. Art und rdaumlichen Bereichsintegralen her.

Das Oberflachenintegral 2. Art in (2.16) heiBt bekanntlich Vektorfluss des Vektorfeldes
v durch die Flache S in Richtung von v.
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Geometrische Interpretation: Die Fliissigkeitsmenge, die durch die Oberflache eines raum-
lichen Gebietes herausstromt, ist gleich der Fliissigkeitsmenge, die die Quellen in dem Gebiet
erzeugen (Satz iiber die Erhaltung der Materie).

Beispiel 2.6 (GauBscher Integralsatz)

(1) Bei einem Diffusionsvorgang sei der Stromungsvektor v = z°i + 3*j + 2%k gegeben.
Welche Stoffmenge M stréomt je Zeiteinheit aus einem Quader mit den Kantenldngen
[, m, n, dersich im 1. Oktanten befindet? Dabei liege eine Ecke im Koordinatenursprung,
wobei die Kanten, die diese Ecke bilden, sich langs der Koordinatenachsen erstrecken.

Nach dem GauBschen Integralsatz ist

M = #(V,dw> - ///divvdb

§
l m n
:/ / /(3x2+3y2—|—322)dz dy | dz = Imn (I* + m* +n?).
0o \0o \0

(2) Bei einem Diffusionsvorgang sei das Strémungsfeld v = xi+yj+ =k gegeben. Welche
Stoffmenge M stromt je Zeiteinheit aus einem Kérper B mit dem Volumen V (B)?

Nach dem GauBschen Integralsatz ist

M:zég(v,dw):é// divvdb:é//(l—kl—kl)db:?)V(B).

FiirdasVF v =yi+zj+xk ist M = 0.

2.4.2 Die Rotation und der Integralsatz von Stokes

Zusammen mit dem VF v betrachtet man das Wirbelfeld rot v, welches die Rotationsbewe-
gungen von v beschreibt. Fiir v = w(n" xr) (Rotation aller Punkte des Raumes mit konstanter
Winkelgeschwindigkeit w um eine Achse in Richtung n°) gilt mit n° = nyi+nyj+ nsk:

v = wl(nez —nzy)i+ (nsz —niz)j+ (my — now) K|
i j k
rotrv = w Q 2 2
ox dy 0z
(noz —n3y) (nsx —nyz) (n1y — nex)
= 2wlnyi+ngj+nzk] = 2wn’.

Die Feldlinien von rot v heiBen Wirbellinien. Man nennt rot v auch das Wirbelfeld zum VF

v. In einer Fliissigkeitsstromung ist die Rotation rot v ein MaB fiir die lokale Wirbeldichte
des VF v.
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Definition 2.2 Esseiv ein VF und S ein Flachenstiick mit einer geschlossenen, stiickweise
glatten Randkurve C'. Das Integral

Z—§1§<v,dr> —¢vldx+v2dy+vgdz
C C

heiBt Zirkulation des VF v lings der geschlossenen Kurve C'.

Die Zirkulation Z ist ein MaB dafiir wie stark die Kurve C' mittels der Wirbel, die sich in
den Punkten der durch C' umschlossenen Flache befinden, umstromt wird.

Theorem 2.7 (Stokesscher Integralsatz) Sei S ein stiickweise glattes zweiseitiges Flachen-
stiick mit einer geschlossenen stiickweise glatten Randkurve C. Dabei werde der Umlaufsinn
auf der Kurve derart gewahlt, dass vom Standpunkt eines Beobachters aus, der auf der Seite
der Fliche steht, auf der sich der Normaleneinheitsvektor n° befindet, die Kurve gegen den
Uhrzeigersinn durchlaufen wird. Dann gilt Z =

//rotvdw // %—% dydz + %—% dzdz + %—% dxdy.
0z dz O or 0Oy

Der Stokessche Integralsatz stellt einen Zusammenhang zwischen Kurvenintegralen 2.
Art und Oberflachenintegalen 2. Art her.

Geometrische Interpretation: Die Zirkulation eines VF v langs einer geschlossenen Kurve
C ist gleich dem Vektorfluss von rot v durch die Flache, die von der Kurve C' begrenzt wird.
Fiir ein PF v ist Z =0, denn v = VU und rot(VU) = ©.

Als Spezialfall des Stokessche Integralsatzes erhilt man fiir n = 2 die Greensche Formel:

yﬁvldxﬂQdy_//(%—%)dxdy_//(%—%)db.

Beispiel 2.7 (Stokesscher Integralsatz)

(1) Eine Kreislinie C' sei durch die Vektorfunktion r(t) = acosti+ asintj t € [0, 2]
_y . €T

N :
\/x2+y21 \/9:2+y2J

gegeben. Auf C seien die VF v = i+ yj + zk und vy =

definiert. Berechnen Sie in beiden Fillen die Zirkulation.

(2) Sei B die magnetische Induktion, E die elektrische Feldstirke. Die erste der Maxwell-
schen Gleichungen lautet in Integralform

&lgEdr //Bdw :>//r0tE+B dw) =0V S = rot E = —B.

Man erhilt das differenzielle Induktionsgesetz rot E = —B.
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3 Fourier-Reihen

3.1 Periodische und periodisch fortsetzbare Funktionen

Die Approximation einer Funktion f(¢) durch die Taylorsche Formel ist an die Differen-
zierbarkeit dieser Funktion gebunden. In den Anwendungen ist die Differenzierbarkeit der zu
untersuchenden Funktionen nicht immer gegeben. Deshalb interessieren uns Approximationen
von Funktionen aus allgemeineren Funktionenklassen.

Definition 3.1 (absolut integrierbare Funktionen)

Eine Funktion f(t) heiBt absolut integrierbar im Intervall Ja,b], wenn

b
/]f(t)]dt<oo fiir beliebige a,b mit — oo < a < b < +00.

Zur Klasse der absolut integrierbaren Funktionen gehdren alle in [a, b] stetigen Funktionen,

alle beschrankten Funktionen, die in ]a, b] nur endlich viele Sprungstellen besitzen (stiickweise
b
stetige Funktionen), aber auch unbeschrinkte Funktionen, fiir die das Integral [ |f(¢)| d¢ einen

a

endlichen Wert besitzt.

Beispiel 3.1 (absolut integrierbare Funktion)

1 1

o) =12 o] mit /\g(t)]dt:/g(t)dtzz

0 0

In Physik und Technik spielen periodische Vorgange eine groBe Rolle (Drehbewegungen, me-
chanische und elektrische Schwingungen, Wellen). Deshalb betrachten wir in der Klasse der
absolut integrierbaren Funktionen periodische Funktionen.

Definition 3.2 (periodische Funktionen)
Eine Funktion f(t) heiBt T-periodisch, wenn fiir T' > 0 gilt
fe+T)=f(t) VteR

Die Zahl T heiBt Periode der Funktion f(t).

Eigenschaften periodischer Funktionen

1° Mit T sind auch T,, = nT, n = 2,3, ..., Perioden von f(t).

2° Die Funktionen f(¢) und g(t) seien T-periodisch. Dann ist auch die Funktion

ht) = af(t) + Bglt) Va,BeR

eine T-periodische Funktion.
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3° Die Funktion f(t) sei 2m-periodisch und 7" > 0 sei eine gegebene Periode. Dann ist

Ft) = f (?)

4° Fiir eine T-periodische Funktion f(t) gilt

eine T-periodische Funktion.

c+T T

/f(t)dtsz(t)dt VeeR.

5° Die Funktion f(t) sei T-periodisch und ¢g(t) sei G-periodisch. Dann ist die Funktion
h(t) = af(t) + Bg(t) «,B € R H-periodisch, wenn es Zahlen n,m € N gibt mit

H=nT H =mG.

Gesucht ist in der Regel die kleinste Periodenldnge (oder Schwingungsdauer) 7" > 0 einer
periodischen Funktion f(¢). Mit der Kreisfrequenz w gilt T' = 2% Fir f(t) =sintist w =1
und T" = 27 die kleinste Periode.

Periodische Fortsetzung

Die Funktion g(t) sei absolut integrierbar auf einem beschrankten Intervall |a, b[. Wir setzen
T = b — a und bilden die T-periodische Fortsetzung f(¢) der Funktion g(t)
f(t) =gt —kT), t€la+ kT, b+ kT, keZ.
Existieren in einem Randpunkt ¢y € R der Intervalle die beiden endlichen einseitigen Grenzwerte
von f(t)
t—to+0

f(to—0) = tlitf.llof(t) f(to+0) = lim f(¢),

so definieren wir f(tq) als arithmetisches Mittel

(ta) = 5f(to —0) + f(to + O]

Bei dieser periodischen Fortsetzung bleibt die absolute Integrierbarkeit erhalten.

Beispiel 3.2 (Periodizitat, periodische Fortsetzbarkeit)

(1) Fiir konstante Funktionen f(t) = c existiert keine kleinste Periode. Jede konstante
Funktion ist T-periodisch fiir alle T' > 0.

(2) Die Funktion h(t) = sint+sin 2t+sin 4t besitzt als kleinste Periode T = 2. In der Tat,
fi(t) = sint ist 2m-periodisch, fo(t) = sin2t mw-periodisch und f3(t) = sindt 7/2-
periodisch. Nach Eigenschaft 5° periodischer Funktionen erhilt man eine Periode fiir die
Funktion h(t), falls es Zahlen n,m,k € N gibt, so dass

H=n2r, H=mn, H:kg

gilt. Die kleinsten natiirlichen Zahlen, die die Gleichungen erfiillen, sind n = 1, m =
2, k =4. Somit ist T = 27 die kleinste Periode der Funktion h(t).
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(3) Essei g(t) =sint, —1<t<3.MitT =4 lautet die 4-periodische Fortsetzung
f(t) = sin(t—4k), te]—1+4k 3+4k, keZ,
1
f(=1+4k) = glsin(=1) +sin(3)], keZ.

3.2 Reelle Fourier-Reihen

Problem: Unter welchen Voraussetzungen lassen sich periodische Funktionen durch Reihen
von periodischen Funktionen darstellen, genauer, wann lasst sich ein periodischer Vorgang
durch eine unendliche Reihe der Form

Qo

5+ Z(ak cos kwt + by sin kwt), (3.1)

k=1

die trigonometrische Reihe genannt wird, darstellen und wie sind die Zahlen a; (k =
0,1,2,...), by (k=1,2,3,...) zu bestimmen?

Eine reine Sinusschwingung mit der Kreisfrequenz kw k = 2,3,4,... nennt man die k-te
Harmonische oder Oberschwingung zur Grundschwingung sin wt mit der Kreisfrequenz

w. Dann kann man das Problem wie folgt formulieren: Wann I3sst sich ein periodischer Vorgang
durch Uberlagerung einer Grundschwingung mit gewissen Oberschwingungen darstellen?

In den Anwendungen bricht man oft nach endlich vielen Gliedern der Reihe ab und erhilt
eine Approximation der Funktion durch ein trigonometrisches Polynom.

Theorem 3.1 Es gelte:

- 2
(i) Die trigonometrische Reihe % + Z (@, cos kwt + by, sin kwt) (w — %) der
k=0

T-periodischen Funktion f(t) konvergiere im Intervall [—1, 1] gleichmassig.

.. Qo - .
(i) f(t) = 5 + kz:; (ay, cos kwt + by, sin kwt) .
Dann gilt:
5 c+T
@ = = / f(t) cos kwt dt (k=0,1,2,...) (ceR) (3.2)
2 c+T
by = T / f(t) sin kwt dt (k=1,2,3,...) (3.3)

Definition 3.3 Sei g(t) absolut integrierbar im Intervall | — T, Z[. Die mit Hilfe der Be-
ziehungen (3.2) und (3.3) formal gebildete Reihe der Form (3.1) heit Fourier-Reihe (FR)
der T-periodischen Fortsetzung f(t) der Funktion g(t), die Zahlen a), (k = 0,1,2,...) und
b (kK = 1,2,3,...) gemdB (3.2) und (3.3) nennt man Fourier-Koeffizienten (FK) der

Funktion f(t).
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Wichtige Spezialfille von FK

(1) Fir 2m-periodische Funktionen, d.h. "= 27 und w = 1 erhalt man aus (3.2) und (3.3)

mit ¢ = —m
1 s
ar = —/f(t)cosk:tdt (k=0,1,2,...), (3.4)
m
L
by = —/f(t) sin kt dt (k=1,2,3,...). (3.5)
m
2
(2) Mitc=—L und w = % ergeben sich (3.2) und (3.3) in der Form
3
2
w o= = / f#)coskotdt  (k=0,1,2,...), (3.6)
by
2
T
2 2
by = T / f(t) sin kwt dt (k=1,2,3,...). (3.7)
ey
2
Bei der praktischen Berechnung der FK beachte man, dass im Intervall | — 7, 7 bzw. | — Z, T[

die Beziehung f(t) = g(t) gilt.

Die Bestimmung der FK nennt man auch harmonische Analyse. Sie wird in der Technik
haufig zur Analyse periodischer Vorgange verwendet.

Theorem 3.2 (Abklingverhalten der FK) Fiir absolut integrierbare Funktionen f(t) gilt

lim a, =0 lim b, = 0.

k—o0 k—o00

Interpretation der reellen FR in den Anwendungen

Jede Funktion ay cos kwt + by, sin kwt beschreibt eine reelle harmonische Schwingung.

Die Reihe (3.1) interpretiert man als Uberlagerung unendlich vieler reeller harmonischer
Schwingungen.

Die Zahlen /a2 + b2 sind die reellen Amplituden der reellen harmonischen Schwingung
ay, cos kwt + by, sin kwt.

Die reellen Folgen der FK (ay), (bx) nennt man diskretes Amplitudenspektrum einer
T-periodischen Funktion f(t).

Das diskrete Amplitudenspektrum l3sst sich als die Graphen der beiden Folgen darstellen.
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Beispiel 3.3 (Endliche, unendliche FR-n, FR-n unbeschrankter Funktionen)

(1) g(t) = sin?t, t €)0, 7, T=m w=2.
Die r-periodische Fortsetzung lautet: f(t) = g(t — km) = sin*(t — kx), t €]k, (k +
Dr[, k € Z, d.h. f(t) =sin’t, t € R. Bekanntlich gilt die trigonometrische Formel

1 1
f(t) =sin’t = 3 50052t,

deshalb darf man zwischen Funktion und FR das Gleichheitszeichen setzen.

(2) g(t) =sin’t, t €] — 7, 7, T=2r, w=1

Die 2r-periodische Fortsetzung lautet: f(t) = g(t — k27) = sin®(t — k27), t €](2k —
), 2k + 1)n[, k € Z, d.h. f(t) =sin’t, t € R. Bekanntlich gilt die trigonometrische
Formel

3 1
f(t) =sin’t = Zsint — Z—lsin?)t,

deshalb darf man zwischen Funktion und FR wieder das Gleichheitszeichen setzen.

(3) Entwickeln Sie die periodische Fortsetzung f(t) der Funktion g(t) = €', t €] — m, [ in
ihre FR und skizzieren Sie das diskrete Amplitudenspektrum.
Esist T =27 undw =1.

Die 2-periodische Fortsetzung lautet: f(t) = g(t—k2m) = ! %27t €|(2k—1)7, (2k+
1)w[, k € Z. Folglich erhélt man aus (3.4) und (3.5):

1 T AT 2 T AT 2
@ — _/etdt _ e 2 (_) _ Zgm
s T T 2 T

—T
™

1 . 2(—1)* sinh 7
= = ktdt = —F——— k=1,2,3,...
a 7T/ecos TR (k=1,2,3,...),
1, 2k (—1)* sinh 7
_ 1 _ —~1,2.3,..).
by, 7T/e sin kt dt Y pEy (k ,2,3,...)

—Tr

Die FR der Funktion e hat die Gestalt

2 o0
- sinh 7 ( + Z i (cos kt — ksin k:t))

1

k=
2 1 .
= —sinhn cost—smt)+5(008215—25111%)—... :
m

Ein Gleichheitszeichen zwischen Funktion und FR darf i. Allg. nicht gesetzt werden
(Konvergenzuntersuchungen erforderlich).

(4) Berechnen Sie die FK der Funktion f(t), die durch periodische Fortsetzung von ¢(t) =
t=1/2 t €]0, 1[ gebildet wird (vgl. Beispiel 3.1).

Es ist T = 1 und w = 27. Die 1-periodische Fortsetzung lautet: f(t) = g(t — k) =
(t — k)2 t €)k,1 + k[, k € Z. Die absolute Integrierbarkeit bleibt bei dieser
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periodischen Fortsetzung erhalten. Setzt man in (3.2) und (3.3) T = 1, ¢ = 0 sowie
w = 2m, so ergibt sich ay = 4,

1 2km
cos(2kmt) 2 1 /cosz 2
ap = 2| ———dt = ——= dz = —=C(2kn), k=1,2,...,
o= 2 [ SR = o [ TR = poek)
1 ( I ) 5 1 2km 5
sin(2kmt sin 2
by = 2| ———dt = ——— dz = —=S5(2knm), k=1,2,...,
’“ 0/ Vi Vives | vE T Rt
wobei C'(t) und S(t) die Fresnel-Integrale
1 / 1 s
o) = cosz 4 S(t) = sinz

2V 27T \/_ \ 2T \/E

0
bezeichnen. Funktionswerte dieser Funktionen kénnen Tabellen entnommen werden oder
man erhélt sie durch numerische Auswertung der Integrale.

Entwicklung in eine reine Kosinus- oder eine reine Sinus-Reihe

Lemma 3.1 Jede Linearkombination gerader (ungerader) Funktionen ist eine gerade (un-
gerade) Funktion. Das Produkt zweier gerader oder ungerader Funktionen ist eine gerade
Funktion. Das Produkt einer geraden mit einer ungeraden Funktion ist eine ungerade Funk-
tion.

Lemma 3.2 FUr die Integration gerader bzw. ungerader Funktionen h(t) iiber symmetrische

Intervalle ] — L, L1 gilt:

/ dt, falls h(t) gerade, h(t)dt =0, falls h(t) ungerade.

0

M}H\
|
ol T — i

O

1. Sei f(t) in ] — Z,Z[ absolut integrierbar und eine gerade Funktion, d.h. es gilt
f@)=f(=t) Vite]—L, L[ Dannist hi(t) = f(t) coskwt eine gerade und hy(t) =
f(t) sin kwt eine ungerade Funktion. Die FK erhdlt man gemaB (3.6) und (3.7):

[\

T

—/ t)coskwtdt, (k=0,1,2,...) by =0 (k=1,2,3,...). (3.8)
0

%

Die FR von f(t) hat nun die Form

Qo >
> + Z_: ay, cos kwt. (3.9)
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2. Sei f(t)in] =1, %] absolut integrierbar und eine ungerade Funktion, d.h. es gilt
f(t) = —f(=t) Vite]—L L[ Dannist hi(t) = f(t)coskwt eine ungerade und
ha(t) = f(t) sin kwt eine gerade Funktion. Die FK erhilt man gemaB (3.6) und (3.7):

'ﬂlv'>

/f t)sinkwtdt (k=1,2,...) a=0 (k=0,1,2,3,...). (3.10)
0

Die FR von f(t) hat nun die Form

> by sin kwt. (3.11)
k=1

Entwicklung gerader und ungerader periodischer Fortsetzungen in eine FR

Die Funktion g(t) sei im Intervall ]0, Z[ definiert und absolut integrierbar. AuBerdem mdgen
die beiden endlichen einseitigen Grenzwerte in den Randpunkten des Intervalls existieren. Dann
lasst sich sowohl eine reine Kosinus-Reihe der Form (3.9) als auch eine reine Sinus-Reihe
der Form (3.11) wie folgt angeben:

1. 1° Definieren die gerade Fortsetzung von g(t)

we) = { 40, 1€ Ol 0= 0040 +0)

2° Setzen die Funktion g;(¢) auBerhalb des Intervalls | — £, L[ durch f,(¢) = g:(t —

kT) tel(2k—1)L,(2k+1)Z] k € Z, mit der Periode T fort.
3° Berechnen die FK von g;(t) nach Formel (3.8).

2. 1° Definieren die ungerade Fortsetzung von g(t)
t te 1o, L 1
m(t) = { 70 i 90) = 5ll0—0)+ g0+ 0))

2° Setzen die Funktion go(t) auBerhalb des Intervalls durch f5(t) wie in 1. 2° fort.
3° Berechnen die FK von g(t) nach Formel (3.10).

Beispiel 3.4 (Reine Kosinus- bzw. reine Sinus-Reihen)

(1) Gegeben: g(t) =t, t €]0,n[. Gesucht: Entwicklung in eine reine Kosinus-Reihe.

Esgilt T = 27, d.h. w = 1. Definiert man g,(t) = g(t) =t firt €]0, [, g1 (t) = g(—t) =
—t fiirt €] — m,0[ und ¢,1(0) = 0, so ergibt sich g,(t) = |t| fiirt €] — m, 7| (gerade
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Funktion). Die 2m-periodische Fortsetzung f,(t) auBerhalb des Intervalls | —, 7| liefert
mit fi(—m) = fi(m) = 7 die so genannten Dreiecksimpulse. Aus (3.8) folgt

2
apyg = —
v

2 (1) _1 0, falls k£ gerade
= —L = 41 (k=1,2,3,...).
s k? ———, falls & ungerade
Die FR ist von der Form (3.9)
m 4 (cost cos3t  cosdt
- — = I 12
2 ( 12 * 32 - 52 * ) (3.12)

(2) Gegeben: g(t) =t, t€]0,7[. Gesucht: Entwicklung in eine reine Sinus-Reihe.
Es gilt wieder T = 2. Definiert man g5(t) = g(t) = t fir t €]0,7[ und g2(t) =
—g(—t) = —(—t) =t firt € — 7, 0] sowie g2(0) = 0, so ergibt sich g(t) = t fiir
t €] — 7, 7| (ungerade Funktion). Die 2r-periodische Fortsetzung f»(t) auBerhalb des
Intervalls | — m, | liefert mit fo(—m) = fa(w) = 0 die so genannte Sagezahnkurve,
die beim Fernsehgerit die horizontale Bewegung des Lichtpunktes auf dem Bildschirm
beschreibt. Aus (3.10) folgt

™

2 2 2
b, = —/t sinktdt = —Z(=1DF = Z(=1)"  (k=1,2,3,...).
T k k
0
Die FR ist von der Form (3.11)
sint sin2t sin3t
2 - — ... ). 1
( 1 5 + 3 ) (3.13)

3.3 Komplexe Fourier-Reihen

Es sei f absolut integrierbar in | — Z, Z[. Wir betrachten die FR der Funktion f(t) in der
Gestalt (3.1) mit den FK in der Form (3.6) und (3.7). Die Darstellung der FK in komplexer
Form erhalt man mit Hilfe der Eulerschen Formel

etFt = cos kwt + isin kwt teR. (3.14)

Ersetzt man in (3.14) t durch —t, so gilt wegen cos(—kwt) = coskwt und sin(—kwt) =

— sin kwt
—ikwt

e = cos kwt — isin kwt t eR. (3.15)

Durch Addition (Subtraktion) von (3.14) und (3.15) wird die Exponentialfunktion fiir ein
rein imaginidres Argument e'*** mit der Kosinus- (Sinusfunktion) fiir ein reelles Argument
verkniipft:

1, . . 1 . .
(3.14)+(3.15) : cos kwt = §(e‘k“t+e_lk“t), (3.14) —(3.15) : sinkwt = E(elk‘“t—e_lm).
(3.16)
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Wegen (3.16) erhalt man aus (3.1)

_0 = Ak 1k;wt —1kwt b_k ikwt _ —ikwt
>+ 2 ( 2 )+ 53 ¢ )
k=1
— 0 - ar — lbk ikwt ar + lbk —ikwt
— E+Z(( ) +(T e : (3.17)
k=1
Wir setzen
1 1
Co = %, Cl = E(ak—lbk), C_| = §(ak+lbk>a (k: 17273a"') (318)

und erhalten aus (3.17) die komplexe Form der FR

D e (3.19)

k=—o0

Fiir die komplexen FK ergibt sich aus (3.18) und (3.6) bzw. (3.7)

%
1
Co = T/f(t)dt’
1
1 C 1 —ikwt
& = f(t)(cos kwt — isinkwt) dt = T ft)e ™ dt, k=1,2,3,...
r _r
2 2
T T
- 1o
c_p = T/f(t)(coskwtjtisinkwt)dt = f/f(t)elk“’tdt, k=1,2,3,...,
T _r
2 2
wofilir man einheitlich )
1 —ikwt
=17 f(t)e ™t dt kelZ (3.20)
T
—3

schreiben kann. Aus (3.18) folgt, dass fiir reellwertige Funktionen f(¢) die Zahlen ¢ und c_
zueinander konjugiert komplex sind, d.h. ¢, = ¢ und c_; = ¢;.

Interpretation der komplexen FR in den Anwendungen

- Jede Funktion c,el*! beschreibt eine komplexe harmonische Schwingung.

- Die Reihe (3.19) interpretiert man als Uberlagerung unendlich vieler komplexer harmo-
nischer Schwingungen.

- Die komplexen FK ¢; sind die komplexen Amplituden der komplexen harmonischen
: 1
Schwingungen cpe'*t. GemiB (3.18) ist || = 5\/az—|—bi. Folglich sind die reellen

1
Zahlen |ci| bis auf den Faktor 5 gleich der Amplitude der reellen harmonischen Schwin-
gung ay, cos kwt + by sin kwt.
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- Die i. Allg. komplexe Folge (cx) der FK heiBt diskretes Frequenzspektrum oder
Spektralfolge, die reellen Folgen (|ck|) bzw. (argck) nennt man diskretes Amplitu-
denspektrum bzw. diskretes Phasenspektrum einer T-periodischen Funktion f(%).

Das i. Allg. komplexe diskrete Frequenzspektrum lasst sich in der GauBschen Zahlenebene
skizzieren. Die diskreten Amplituden- und Phasenspektren von f(¢) lassen sich in einem
Koordinatensystem in der reellen Ebene grafisch darstellen.

Beispiel 3.5 Berechnen Sie fiir einen Rechtecksimpuls der Periode T' = 2r (w = 1)

(1) = —1, falls —7m<t<0
W= 41, falls O<t<n

das diskrete Frequenzspektrum und stellen Sie dieses sowie das diskrete Amplituden-
spektrum und das diskrete Phasenspektrum grafisch dar. Geben Sie die komplexe und die
reelle Form der FR an.

Fiir die komplexen FK erhalt man im Falle k > 0

™ 0 s

3200 1 1 1
= [ gdt = — 1) -dt 1-dt| = —[— =
w 2 fotar = o | fenare [ L] = 0,
s 0 g
320 1 —ikt 1 / —ikt / —ikt
= _— = _— —1 . 1 .
Ck . g(t)e ™ dt . (—1)- e ™dt + e "dt
o r 0
1 i : i ; i ) i
— — =20 ik = [,—ikm 1 — _ [pikm _ 1-1 ikm
o [l -] = a1
i i
= — —1] = —[(-D¥-1].
leos kr—1] = ——[(~1)* ~ 1
Also ist fiir alle k > 0
0-+1i0, falls k& gerade 0—1i0 falls k& gerade
pu— 2. _ pu— ~ pu— 2.
o — —1, falls k& wungerade, Ok = G —1, falls k& wungerade.
km km
Fiir alle k € Z gilt nun
0, falls k gerade 0, falls k gerade
= i = 2
Ck — 2, falls k£ wungerade, x| ——, falls k ungerade,
km |k| 7
unb., falls k£ gerade unb., falls k£ gerade
arg cx = 3;, falls k£ wungerade, k >0 = —g, falls £ ungerade, k > 0

g, falls k£ ungerade, k <0 g, falls k£ ungerade, k < 0.

Die komplexe Form der FR lautet nun:

2 iy 2 gy 20y it i3t 2 =
”+57Te +37re +7Te 7re 37re 57Te oo 20+ 1

[6—1(21+1)t o ei(?l—i—l)t]
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Unter Verwendung der Beziehung

2i [ —i(2l4+1)t 61(214-1),5] _ (_21)21 ei(2l+1)t _ 6—i(2l+1)t _ ésm(2l + 1)t
20+ )7 20+ )7 2i T 20+1
erhdlt man die reelle Form der FR:
Zsm (20 +1 4 sint+sin 3t+sin 515+
21 + 1 o\ 1 3 5 )

3.4 Konvergenzaussagen

Die folgenden Aussagen gelten sowohl fiir die reelle als auch die komplexe FR. Bisher konnen
wir nur die FR einer T- periodischen Funktion f(¢) mit den FK angeben. Folgende Fragen
sind von Interesse:

1. Fiir welche t konvergiert die FR punktweise?

2. Fiir welche dieser t konvergiert die FR gegen f(¢), d.h. wann darf zwischen f(t) und
der FR das Gleichheitszeichen gesetzt werden?

Theorem 3.3 (Satz von Dirichlet) Es seien die Dirichletschen Bedingungen erfiillt:

(i) Das Intervall }—%,%[ lasse sich in endlich viele Teilintervalle zerlegen, in denen die
T-periodische Funktion f(t) stetig und monoton ist.

(ii) Ist ty eine Unstetigkeitsstelle von f(t), so existieren die beiden endlichen einseitigen
Grenzwerte

flto—0)= lim f(t)  f(to+0)= lm f(¢).

t—to—0 t—to+0
Dann gilt:

1° Die FR der Funktion f(t) konvergiert fiir alle t € R punktweise, d.h., es gilt:

o0 f(t), falls f stetig in t,

24 Z (ay, cos kwt + by sin kwt) = ¢ 1

2 & i[f(t—())—i-f(t—i-()}, sonst.

2° Die Konvergenz der FR ist gleichmadBig in jedem abgeschlossenen Teilintervall, in
dem f(t) stetig ist. d.h. es gilt in jedem dieser Teilintervalle

o0

a .
50 + ; (ay, cos kwt + by, sin kwt) = f(t).

Theorem 3.4 Sei f eine stetige und bis auf endlich viele Punkte, in denen die Ableitung
Sprungstellen besitzt, stetig differenzierbare Funktion der Periode T'. Dann konvergiert ihre
FR glelchmal?ug und absolut gegen f(t). Fiir ihre FK ag, by, folgt sogar die Konvergenz

der Reihen Z lag|, Z |br| bzw. Z ek -

k=1 k=1 —00
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Beispiel 3.6 (Konvergenz von FR)

(1) Sei g(t) = €' fiir t €] — w, 7| (vgl. Beispiel 3.3 (3)). Die Vooraussetzungen des Satzes
von Dirichlet sind erfiillt. Bei der 2m-periodischen Fortsetzung f(t) der Funktion €'
entstehen in den Punkten t, = (2k — 1)m, k € Z Unstetigkeitsstellen (Sprungstellen).
An diesen Stellen ist

e"+e "

%(f(tk —0)+ f(tr +0)) = — = coshm ke Z.

Es gilt also

2 I (=D

T p 1+ k2 coshm falls t=t, ke€Z.

(2) Sei g,(t) = |t| fiirt €] — m, 7| (vgl.Beispiel 3.4 (1)). Die Voraussetzungen des Satzes
von Dirichlet sind erfiillt. Bei der 2m-periodischen Fortsetzung f,(t) der Funktion |t|
entsteht eine stetige Funktion. Es gilt also

T 4 (Cost 0083t+ cos bt

s\t = +...):f1(t) VteR. (3.21)

(3) Sei go(t) =t firt €] — m,w| (vgl.Beispiel 3.4 (2)). Die Voraussetzungen des Satzes
von Dirichlet sind erfiillt. Bei der 2m-periodischen Fortsetzung fo(t) der Funktion t
entstehen in den Punkten t, = (2k — 1)w, k € Z wieder Sprungstellen. An diesen
Stellen ist

S (falte = 0) + flt +0)) = S(n+ (-m) =0 keEZ
Es gilt also
5 <sint sin2t  sin3t - ) _ { fo(t) falls t# 2k—1)m, keZ (3.22)

2 T3 0 falls t—(2k— 1), keZ

Die Reihen (3.12) und (3.13) liefern innerhalb des Intervalls |0, 7 [ die Funktion g(t) = ¢
in ihren Stetigkeitspunkten. Sie stellen jedoch auBerhalb des Intervalls | 0, 7 [ verschiedene
Funktionen dar. Die Kosinus-Reihe (3.12) stellt die Funktion dar, die sich aus g(¢) durch
Fortsetzung als gerade Funktion in das Intervall | — 7,0 [ und durch periodische Fortsetzung
mit der Periode 27 auBerhalb | — 7, 7 [ ergibt, also die Dreiecksimpulse. Die Sinus-Reihe
(3.13) stellt die Funktion dar, die sich aus f(¢) durch Fortsetzung als ungerade Funktion
in das Intervall | — 7,0[ und durch periodische Fortsetzung mit der Periode 27 auBerhalb
| — 7, 7| ergibt, also die Sagezahnkurve.

Mit Hilfe von FR kann man oft die Summe von Zahlenreihen ermitteln. Dazu wahlt man

jeweils geeignete Funktionen ¢g(t), t €] — %, %[ entwickelt ihre T-periodische Fortsetzung in
eine FR und setzt einen passenden Wert fiir ¢ ein. Speziell erhalt man fiir t = 0 aus (3.21)
S LN SO S SO 2
(2k—1)2 12 3 5 8
k=1

und fiir t = g aus (3.22) die Leibnizsche Reihe:.

12k—1_ 35 7 4

o]
k=
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4 Integraltransformationen

4.1 Vorbemerkungen

Unter einer Integraltransformation (IT) K versteht man eine eindeutige Zuordnung der
Form

KIf0) = [ ka0 f(®dt = K@) = Ksla), 2l

wobei [ ein i.Allg. nicht beschranktes Intervall ist. Damit dieses Integral existiert, miissen die
Funktion f und die Kernfunktion k(z,t) geeigneten Voraussetzungen geniigen.

Wichtige IT sind

(1) die Fourier—Transformation (FT)

Flf(t)] = / e I f(t) dt = F(w), weR, (I=]—-o0,00] kw,t)=e ™,

— 00

(2) und die Laplace—Transformation (LT)

[e.9]

LU@ﬂ:/emﬂw&:Jmm p=c+iweC, (I=]0,00], k(p,t)=e).

Die IT werden in der Elektrotechnik, der Informationstheorie und der Nachrichtentechnik
angewandt. AuBerdem wird die FT oft zur Lésung partieller Differenzialgleichungen benutzt,
wahrend die LT fiir die Losung gewohnlicher Differenzialgleichungen vorteilhaft ist. Man geht
dabei folgendermaBen vor:

Problem im Originalbereich Losung im Originalbereich
IT Umkehrtransformation

Problem im Bildbereich ——— Losung im Bildbereich

Mithilfe der Eulerschen Formeln (3.14) und (3.15) erhdlt man, dass der Integrand in (2) eine
komplexwertige Funktion, also von der Form g(o,w,t) + ih(o,w,t), t€ I CR, o,w € R,
mit reellwertigen Funktionen ¢ und h ist. Dies folgt aus der Beziehung

e PHf(t) = e el f(t) = coswte 7t f(t) —isinwte " f(t) = g(o,w,t) +ih(o,w,t).

Das Integral in (2) ist dann durch zwei reelle Integrale erklart:

/wwwﬁmqm@%ﬂmp:/ﬂmMoa+{/m¢Mwa,

I 1 I

30



die von den reellen Parametern o und w abhadngen. Fiir o = 0 erhalt man den Integranden
in (1). Da die Integrationsbereiche unbeschrankt sind, liegen uneigentliche Parameterinte-
grale vor. Diese sind bei fixierten Parametern ¢ und w durch die Grenzwerte

A A
lim [ g(w,t)dt bzw. lim [ g(o,w,t)dt

A—+o0 A—+4o00

B——oo 0
erklart, wobei die Grenziibergdnge A — 400 und B — —oo unabhangig voneinander durch-
zufithren sind. Wir sagen, die entsprechenden Integrale existieren (oder konvergieren), falls

diese Grenzwerte existieren.

4.2 Formaler Ubergang von der FR zum Fourierintegral (FI)

Die Darstellung einer Funktion f(¢) in Form einer FR ist nur fiir periodische bzw. periodisch
fortsetzbare Funktionen moglich. Fiir nicht periodische, auf einem unbeschrankten Intervall
gegebene Funktionen verwendet man das Fl.

Fiir eine im Intervall | — 0o, co[ absolut integrierbare Funktion f(¢) einer beliebigen Periode
2
=" gelte
w o
)= cpet (4.1)
k=—00

Die FK besitzen dann die Gestalt

T
2

ck:%/f(t)e_ik“’tdt:%/f(t)e_ik”tdt. (4.2)

Nl

Wir setzen (4.2) in (4.1) ein und erhalten mit den Bezeichnungen

27k 27 2T
wk::kw:T und Awk:wkﬂ—wk—T(kJ—kl—k):?:w w e R,
S « . . oo A
0 = Y | [ reeeas | o = 3 A / Fls) et
k=—0o0 & _£
1 = [ 1w (t—s) 1 .
= — f K Awk = — u(t, wk)Awk
2m att o =

mit u(t,wy) = fw f(s)e“r=%) ds. Folglich kann f(t) als Riemannsche Integralsumme einer

Funktion u bei éauidistanter Zerlegung dargestellt werden. Fiir Kk — oo bzw. w = Awy — 0
ergibt sich:

[e.9]

F) = 5= 3 ult )b 2450 / u(t,w) dw——/ /f -9 45 | dw,

k=—o0

31



falls dieser Grenziibergang zuldssig ist. Es ergeben sich formal die Beziehungen

f(t) = % / / f(s)e“=9ds | dw = % / f(s)e™™*ds | e“ dw. (4.3)

—0o0 —00

Bezeichnet man das innere Integral mit
F(w) = / f(s)e “sds, (4.4)

so ergibt sich die FT und eine Formel fiir die inverse FT

o0

/ F(w)e“! dw. (4.5)

—00

1

T or

f(t)

Der Ausdruck (4.3) heiBt komplexe Form des Fl, wobei (4.4) die Form der FT hat.

Die Beziehungen (4.4) und (4.5) sind bis jetzt rein formal zu verstehen. Es ist zu klaren, unter
welchen Bedingungen und in welchem Sinne die Integrale existieren.

Der Beziehung (4.5) entspricht die Darstellung (4.1) der Funktion f(¢) durch eine FR wihrend
die Beziehung (4.4) den FK (4.2) im periodischen Fall entspricht. Im Fall periodischer
Vorgdnge haben wir es stets mit einem diskreten Frequenzspektrum (Spektralfolge)

. . m T
zu tun, da nur ganzzahlige Vielfache der Grundfrequenz w = — auftreten. Kontinuierli-

che Frequenzspektren (Spektralfunktionen) mit stetig veranderlicher Frequenz w treten
im Zusammenhang mit nichtperiodischen Vorgangen auf und werden durch die FT (4.4)
dargestellt.

Beispiel 4.1 (Kontinuierliches Frequenzspektrum) Wir bestimmen die FT F(w) fiir den

Rechteckimpuls
[ ad fir jt|<c
f<t)_{o fiir |t|>c ¢>0.
Aus (4.4) erhalt man fiir w # 0

C

Flw) = 7of(s) e “ids = /d~e_iws ds

2d ewe — elwe sin we

w 21 w
und fiir w = 0
F(0)= [dds=2cd.

Insgesamt ergibt sich als kontinuierliche Frequenzspektrum

2d Y fir w#0
w
2cd fir w=20.

Fw)=
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Wir stellen die Funktion f(t) noch mit Hilfe ihres Frequenzspektrums dar, d.h. wir zerlegen
f in harmonische Schwingungen. Die Beziehung (4.5) liefert formal:

o [ee]

1 . 1 sinwce .
t) = — Fwe“dw = — 2d —/—— e“'dw
1) 27 () 2T w
d sin we di sinwe .
= — coswtdw + — sin wt dw
T w T w
d sin we
= — cos wt dw.
T w
Das Integral
d sinwe .
— sin wt dw
T w

liefert keinen Beitrag, da der Integrand eine ungerade Funktion ist.

Anhand von Beispiel 4.1 wird deutlich, dass wir mit Hilfe der FT auch zeitlich begrenzte
Vorgange erfassen konnen, indem wir auBerhalb des entsprechenden Zeitintervalls f = 0 setzen.

Bemerkung 4.1 Sei f eine Funktion, fiir die die Formeln (4.1), (4.2) bzw. (4.5), (4.4) gelten.
Falls das Frequenzspektrum von f bekannt ist, so ist damit f eindeutig festgelegt und
umgekehrt.

4.3 Die FT und ihre Eigenschaften

Theorem 4.1 Sei f(t) absolut integrierbar iber | — 0o, 00|, d.h. das Integral

]olf(t)ldt

besitzt einen endlichen Wert. Dann existiert die FT
F(w) = / f(t)e @it (4.6)

fiir alle w € R. Die Funktion F(w) ist beschrinkt, sogar stetig und es gilt

wlirtrlw F(w) =0.

Die Funktion F(w) besitzt i. Allg. komplexe Funktionswerte. Der Ausdruck (4.6) stellt ein

uneigentliches Parameterintegral beziiglich des Parameters w dar, welches, falls es als unei-
gentliches Integral nicht existiert, als Cauchyscher Hauptwert verstanden wird.
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Mit Hilfe der Eulerschen Formeln ergibt sich

Fw)= / f(s) coswsds — i / f(s) sinwsds. (4.7)
Setzt man . .
a(w) = % / f(s) coswsds, b(w) = % / f(s) sinwsds, (4.8)

so ldsst sich (4.7) in der Form
F(w) =7 (a(w) —1b(w))

darstellen. Die Funktionen a(w) und b(w) heiBen Amplitudendichten von f. In Analogie zur
komplexen Form der FR heift

|F(w)| = m+/a?(w) + b?*(w) Amplitudenspektrum von f(¢) und die Menge

arg F(w) Phasenspektrum von f(t).

Im periodischen Fall entsprechen den Amplitudendichten die FK, die die Amplituden der
Harmonischen mit der Kreisfrequenz kw bestimmen.

Beispiel 4.2 Die Heaviside-Funktion

1 fir t>0
h<t>_{0 fiir t<0

besitzt fiir w # 0 wegen

< _ 4 ) efiwA _ efin
F(w) = / l-e¥ds= lim [ e ds= lim ——

A—o0 A—oo —1lw

0 0

und fiir w = 0 wegen
9] A
F(O)z/l-dSzAlim ds

0 0

keine FT, da in beiden Fillen die Grenzwerte nicht existieren. Folglich ist die Heaviside-
Funktion nicht absolut integrierbar, was man auch unmittelbar einsieht.

Theorem 4.2 Es gelte

(i) f(t) sei absolut integrierbar iber | — 0o, 00|,

(ii) jedes beschrinkte Intervall aus| —oco, oo [ lasse sich in endlich viele Teilintervalle zerlegen,
in denen f(t) stetig und monoton ist,

(iii) ist ty eine Unstetigkeitsstelle von f(t), so existieren die beiden endlichen einseitigen
Grenzwerte

Jlo—0)= Tm f(t)  f(to+0)= lim f(t).

t—to—0 t—to+0
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Dann gilt fiir beliebige t € R

00 A
1 . 1 .
gy F(w)e* dw = jl_r)r;o . / F(w)e*" dw
—00 —A
f(t), falls f stetig in t,
= 1
§[f(t—0)+f(t+0], sonst,

wobei das Integral im Sinne des Cauchyschen Hauptwertes verstanden wird.

In jedem Stetigkeitspunkt der Funktion f(t) erhalt man aus F'(w) wieder f(t). Mithilfe vom
Theorem 4.2 ist es also moglich, zu vorgegebenen Bildfunktionen F'(w) die zugehdrigen Origi-
nalfunktionen f(t) zu berechnen (Umkehrformel fiir die FT). Tabellen wichtiger Original- und
Bildfunktionen sind z.B. in [6] Bd. 10 oder auf dem Arbeitsblatt fourier.pdf zu finden. Unter der
Voraussetzung, dass die Integrationsreihenfolge vertauschbar ist, lasst sich die Umkehrformel
in reeller Form darstellen:

f(t) = % / F(w)e“dw = / (a(w) coswt + b(w) sinwt) dw. (4.9)

Die Formel (4.9) kann als kontinuierliches Analogon der FR aufgefasst werden. Die Frequenzen
w der harmonischen Schwingungen a(w) coswt, b(w)sinwt durchlaufen samtliche Werte von
0 bis co. lhre Amplituden a(w), b(w) héngen von den Frequenzen w ab und lassen sich aus
(4.8) bestimmen.

Es seien die Voraussetzungen des Theorems 4.2 erfiillt.

(1) Ist f(s) eine gerade Funktion, so ergibt sich aus (4.8) und (4.9)

2
&
I
SIS

/f(s)coswsds, bw) =0 und
0

o0

2
ft) = —/ /f(s) coswsds | coswtdw Kosinus-Form des Fl (4.10)
s
0

0

(2) Ist f(s) eine ungerade Funktion, so ergibt sich aus (4.8) und (4.9)

=
£
I
SIS

/f(s) sinwsds, aw) =0 und
0

[e.o]

2
ft) = —/ /f(s)sinwsds sinwtdw Sinus-Form des FI. (4.11)
7r
0

0

Die Darstellungen (4.10) und (4.11) sind Analoga der Entwicklung von Funktionen in eine
reine Kosinus-Reihe bzw. eine reine Sinus-Reihe.

Fouriersche Kosinus- und Sinus-Transformation
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(1) Wir schreiben (4.10) in der Form

20 27
f(t):\/j \/j f(s)coswsds | coswt dw
SV

und bezeichnen den Ausdruck in der Klammer mit F,(w). Dann heiBt

2 o0
F.(w) = \/j/f(s) coswsds Fouriersche Kosinus-Transformation und
™

0
2 [ - .
ft) = \/j/FC(w) coswtdw ihre Riicktransformation.
™
0

(2) Wir schreiben (4.11) in der Form

f(t):\/g/ \/g/f(s)sinwsds sinwt dw
0 0

und bezeichnen den Ausdruck in der Klammer mit F;(w). Dann heiBt

2 o0
Fy(w) = \/j/f(s)sinwsds Fouriersche Sinus-Transformation und
™

0
20 . .
fit)y = \/j/Fs(w) sinwtdw ihre Riicktransformation.
™
0

Zusammenhang mit der FT

Aus (4.6) folgt nach der Eulerschen Formel:

(1) Ist f(s) eine gerade Funktion, so gilt

F(w) = 27f(s) coswsds = 2\/§ \/%7]”(5) coswsds = 2\/§Fc(w). (4.12)

(2) Ist f(s) eine ungerade Funktion, so gilt

F(w) = —217f(s) sinws ds = 2\/;/%]0]0(3) sinws ds = —21\/§Fs(w). (4.13)

Im allgemeinen Fall zerlegt man f(¢) in die Summe einer geraden Funktion ¢(¢) und einer
ungeraden Funktion u(t)

1

9(t) = 5L (1) + f(=1)] u(t) = S [f(t) = f(=1)].
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Daraus folgt dann f(t) = g(t) + u(t), F(w) = G(w) + U(w) = 2\/§[Gc(w) — iUg(w)].

Dabei ist G.(w) die Fouriersche Kosinus-Transformation von ¢(t) und Us(w) die Fourier-
sche Sinus-Transformation von u(t).

Die Formeln fiir F,.(w) und Fi(w) sind Analoga der Koeffizientenformeln bei Entwicklung einer
Funktion f(t) in eine reine Kosinus-Reihe bzw. eine reine Sinus-Reihe.

Beispiel 4.3 (Fouriersche Sinus- und Kosinus-Transformation)

(1) Berechnen Sie F.(w) und F(w) fiir den Dreiecksimpuls

L+1 falls —T<t<0

fO) =9 —L+1 falls  0<t<T -
0 sonst
B sin2Tw
2 S 2 1—coswT 4 9
F, =4/— —— +1 ds =4/ — = )
() \/;/( T 1) coswsds \/; Tw? Vo To?
0
sinQE
2

Wi 4.12) gilt: F(w) =4
egen (4.12) gilt: F(w) =4 —

(2) Berechnen Sie Fy(w) und F(w) fiir den Rechtecksimpuls

—1 falls —-7<t<0

f(t)=4< +1 falls O<t<m .
0 sonst
p sin?
2 21— 4 o
Fs(w)z\/j/sinwsds:\/i ORI _ 2
™ ™ w V2T w
0
sin?
Wegen (4.13) gilt: F(w) = —4i 2
w

Eigenschaften der FT

Es sei die Voraussetzung von Theorem 4.1 erfiillt, d.h. die Funktion f(¢) sei absolut inte-
grierbar iiber | — 0o, 00 [.

Bezeichnungen: F[f(t)] = F(w) _}O f)ewtdt,  Flf(t)] = Fu(w)

1° Additionssatz: F[a1f1 (t) + Clgfg(t)] = a1F1 (w) + CLQFQ(W) ay,as € C

) 1
2° Rnnlichkeitssatz: F[(at)] = —F (%) fiira >0

1 ib
3° Verschiebungssatz: F[f(at+b)] = — exp <£> F <£> fira #0Na e RAb e C
a a

a
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1

: —b
4° Dampfungssatz: F[e f(at)] = - F (w
a

a

) fira>0Abc(C

5° Multiplikationssatz: F[t" f(t)] = (i)"F ™ (w) fiir n € N,
falls die FT der Funktion ¢" f(t) existiert.
6° Differentiationssatz: F[f"(t)] = (iw)"F(w),

falls die FT der Funktion f( existiert und die Funktionen f(t), f'(t),..., f™1(t) fiir
t — 400 gegen Null streben.

t 1 00
7° Integrationssatz: F| [ f(7)dr] = " F(w), falls [ f(t)dt =0 ist.

8° Faltungssatz: Falls die Integrale

7\]‘1(15)\61@ 7|f1(t)|2dt, 7\]‘2(15)\6115, 7|f2(t)|2dt,

existieren, so existieren auch die Faltung
fix f2= fi(t) = fo(t) /fl ) fo(t —7)d
der Funktionen fi(¢) und fy(t) sowie ihre FT F[fi(t) * f2(t)]. Dabei gilt
FIA() * f2(1) / Fi(r) flt = 7 dr] = Fy(w) - Fy(w).
Geometrische Interpretation der Faltung:

f1(t)* f2(t) stellt den vom Verschiebungsparameter ¢ abhangigen Flacheninhalt der vom
Graphen der Funktion fi(7)f2(t — 7) und der 7-Achse begrenzten Punktmenge dar.

9° Parsevalsche Gleichung: Falls die Integrale

7!f<t>!dt, ]OIf(tht,
/Oo’f(t)|2dt=%/oo]F(w)\2dw.

Die Regeln 3° und 4° folgen unmittelbar durch Variablentransformation in (4.4),wéahrend man
die Regeln 6° und 7° durch partielle Integration aus (4.4) erhilt.

existieren, so gilt
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4.4 Formaler Ubergang von der FT zur LT

Die Voraussetzungen fiir die Existenz der FT, d.h. absolute Integrierbarkeit iiber | — oo, oo |
sind fiir viele wichtige Funktionen aus den Anwendungen verletzt (z.B. fiir die Heaviside-
Funktion sowie fiir die Funktionen e sin wt, coswt, definiert jeweils fiir alle reellen t). Man
zeigt leicht, dass die FT fiir diese Funktionen nicht existiert.

In den Anwendungen treten aber oft Funktionen von diesem Typ auf, haufig verbunden mit
der zusatzlichen Eigenschaft
ft)=0 fir t<0.

Diese Bedingung ist z.B. bei allen Vorgangen erfiillt, die zu einem bestimmten Zeitpunkt,
den wir ¢ = 0 setzen, beginnen. Somit werden Einschaltvorgdnge erfasst. Wir fiihren den
konvergenzverbessernden Faktor e " (o > 0) ein und betrachten anstelle von f(t) die

Funktion tf( w
s e () fur £ >0
f(t)_{ 0 fur t<0 °

Bilden wir nun formal die FT von f*(t), so erhalten wir

o0

F[f*(t)] = / frt)e “tdt = / e 7 f(t)e Wt

0

= / e~ o+ £ (1) dt.

0

Hieraus ergibt sich mit p = 0 + iw

Wir setzen

L) = L) = [ e @ pec
0
und nennen diesen Ausdruck LT der Funktion f(t).

Beispiel 4.4 (LT-n)

(1) Fiir die Heaviside-Funktion erhilt man

00 A A
L(p) = /h(t) e Pdt = Jim h(t)e P dt = /}im e Phdt
0 0 0
e pt]4 e—PA 1
= lim [— —} = lim [— }—i——.
A—o00 p 0 A—o0 p p
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coswA

Wegen lim e = lim [e="“ coswA — ie 4 sinwA] und lim — = 0 sowie
. AHXZO A—o0 A—oco e%
lim =22 — 0 fiiro > 0 und A > 0 gilt
A—oco €9
Alim e PA=0, fir Rep=o0>0,
also "
P 1 1
L(p) = lim {_e }—l——:— fiir o >0.
A—o00 p p P
(2) Fiir die Funktion f(t) = e a = a; +iay € C erhilt man
00 A A
L(p) = /f(t) e Ptdt = Alim /f(t) e Pdt = jim e~ Pt gy
0 0 0
o—(p—a)t74 o—(p—a)A 1
= lim [— ] = lim [— ] + .

A—o0 p—a ], A—o0 p—a p—a

Wegen Alim e (P-4 — Alim [e= (=4 cos((w—ay) A) —ie™ ()4 sin((w —ag) A)] und
. cos((w—a)A) o .osin((w—ag)A) ,
f}gr;o oA = 0 sowie jl_rgo oA =0 fiiro > a; und A > 0 gilt
I}im e" P94 =0 fiir Re(p—a)=0—a; >0,
also oy
—wTa 1 1
L(p) = lim {— ¢ ] + = fir o> a.
A=oo p—a p—a p—a

Bemerkung 4.2 Die Funktion L(p) = L(o +iw) kann bei fixiertem o als Spektralfunktion
(Spektraldichtefunktion) der Funktion e=?" f(t) mit der Frequenz w aufgefasst werden.

4.5 Die LT und ihre Eigenschaften
Theorem 4.3 Es gelte

(i) f(t)=0 firt <o,
(ii) f(t) sei stiickweise stetig in jedem endlichen Intervall,
(iii) es mégen reelle Konstanten ¢ > 0 und M > 0 existieren, so dass gilt

If(t)| < Me®* Vit>0.

Dann existiert die LT
L) = L) = [ e @ pec (4.14)

fiir wenigstens alle p mit Rep > c.
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Die Halbebene Re p > ¢ heiBt Konvergenzhalbebene der Transformation.

Beispiel 4.5 Die Funktion f(t) = e’ besitzt keine LT, denn fiir reelle p ist der Integrand

e Pttt positiv und besitzt sein Minimum bei t = g Es gilt deshalb fiir jedes feste reelle p > 0

und A >0
A A
2 2
/e_pt+t2 dt > /e_I11 dt > Ae™ 7.
0 0

Aus dieser Ungleichung folgt fiir A — oo, dass das Integral (4.14) fiir kein reelles p existiert.
Man kann zeigen, dass die LT fiir diese Funktion f(t) auch fiir kein komplexes p existiert.

Theorem 4.4 Zu einer Bildfunktion L(p) gehort hochstens eine fiir t > 0 stetige Origi-
nalfunktion f(t).

Das Theorem besagt, dass es zu einer Bildfunktion iiberhaupt keine stetige Originalfunk-
tion oder nur eine einzige stetige Originalfunktion gibt.

Beispiel 4.6 Die bei t = T unstetige Funktion

1 fir 0<t<T
f(t)_{o fir T <t

besitzt die LT

T
|
L(p) = /e_ptdt = [——} = —(1—e?T),
0

plo D

Diese Bildfunktion hat keine stetige Originalfunktion.

Eigenschaften der LT

Es seien die Voraussetzungen von Theorem 4.3 erfiillt.

Bezeichnungen: L[f(t)] = L(p) = Tf(t) e Pt dt fir Rep > c und L[fi(t)] = Lk(p) fur
Rep > ¢ ’

1° Additionssatz: L{a, f1(t) + asfo(t)] = a1 L1 (p) + azsLa(p) Rep > max(cy, ¢2) und
a1, € C

! 1
2° Ahnlichkeitssatz: L[f(at)] = - L (73) fiir a > 0 und Rep > ac
a a
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10°

a
a>0,b>0und Rep > ac. Fiir a = 1 bedeutet f(t — b) eine Verschiebung von f(t)
nach rechts.

1 b
Verallgemeinerter 1. Verschiebungssatz: L[f(at — b)] = —exp (——p) L <B> fur
a a

Verallgemeinerter 2. Verschiebungssatz:

Lif(at+0)] = %exp (Sp) L (‘S) - /exp <—§t> f(t)dt

fir a > 0,b > 0 und Re p > ac. Fiir a = 1 bedeutet f(¢t + b) eine Verschiebung von
f(t) nach links.

Dampfungssatz: Lle *f(t)] = L(p+a) firae Cund Rep>c—Rea

Multiplikationssatz: L[(—t)"f(t)] = L™ (p) fiir Rep > ¢

1 % 1
Divisionssatz: L {;f(t)} = [L(q)dg fiir Rep > ¢, falls die LT der Funktion ;f(t)
p
existiert.

Differentiationssatz:

LIf® 0] = p"L(p) = f(+0)p" = f(+0)p" 7 = ... = f7D(+0)
fiir n € N und Re p > ¢, falls die LT der Funktion f(™ existiert. Dabei ist f*)(+0) =
thrfof(k)(t) (k = 0,...,n—1). Ist f(t) fir t > 0 n-mal differenzierbar, so gilt

f®(+0) = f®(0) (k=0,...,n—1), d.h. die rechtsseitgen Grenzwerte fallen mit
den Funktionswerten zusammen.

Speziell gilt:
Lif'(t)] = pL(p) — f(+0) fir Rep > ¢, falls die LT der Funktion f’(t) existiert.

Lf"(t)] = p*L(p) — f(+0)p — f'(+0)  fiir Rep > ¢, falls die LT der Funktion f”(t)
existiert.

¢ 1
Integrationssatz: L [f f(r) dT:| = - L(p), firRep>c
0 p

Faltungssatz: L[fi(t) * fo(t)] = L1(p) - Lo(p)  fiir Rep > max(cy, co). Dabei ist

Ji(t) * fo(t) = /fl(T) fo(t —1)dr.

Wegen fi(t) =0 fiir t <0 (k= 1,2) ist auch fi(t) * fo(t) = 0 fiir ¢ < 0.

Geometrische Interpretation der Faltung:
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f1(t) * fo(t) stellt den vom Verschiebungsparameter ¢ abhangigen Flacheninhalt der vom
Graphen der Funktion fi(7)f2(t — 7), der 7-Achse sowie von den Geraden 7 = 0 und
T =t begrenzten Punktmenge dar.

11° Transformationen periodischer Funktionen: Ist f(t) = f(t + T) fiir alle t € D(f),
so gilt, falls f(¢) und f(t+ T') integrierbar sind

T
Lif(t)] = ﬁ/e_ptﬂt) dt fir Rep > 0.

0

12° Parsevalsche Gleichung: Falls die Integrale

et [f@)ldt, [ e [f()]*dt,
e ]

existieren, so gilt
—20t 2 ]‘ : 2
/e D) dt—2—/|L(a+1w)| .
T

0

Regeln fiir die Riicktransformation

Nachdem das Problem im Originalbereich der Zeitsignale mittels der LT in den Bildbereich
transformiert und dort gelost wurde, ist die Losung im Bildbereich mittels der Umkehrtrans-
formation in den Originalbereich der Zeitsignale zuriickzufiihren. Dazu gibt es verschiedene
Verfahren.

1. Die Riicktransformation ist unter Verwendung des Faltungssatzes méoglich. Fiir die rechte
Seite der Beziehung L[f(t)] = L(p) gelte im Bildbereich eine Darstellung der Form
L(p) = Li(p) - La(p) mit Ly (p) = L{f1(#)] und Ly(p) = L[f>(t)]. Dann gilt nach dem

Faltungssatz:
Lif()] = L(p) = Li(p)- L2(p) = LLA(E) * f2(1)]
= f(t) = fi(t) * fo(t). (4.15)
Die Losung f(t) im Originalbereich erhdlt man durch die Berechnung der Faltung.
Z(p)
N(p)

a € C der Vielfachheit s (Grad N(p) = s), so ergibt sich im Raum der Bildfunktionen
die Partialbruchzerlegung

LIF(6)] = Lip) = (pfla ‘e f‘?a>2 bt f“;)s) -y ( - f‘ray) (416)

r=1

nur eine Nullstelle

2. Besitzt der Nenner N(p) der rationalen Bildfunktion L(p) =
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Fiir jeden Summanden in (4.16) lasst sich mit Hilfe der Tabelle laplace.pdf und der
Eigenschaften der LT das zugehorige Zeitsignal berechnen:

1 714 L 15
Li(p) = = Lle""| = L[fi(t Ly(p) = ——— = L[te™"] = L[ fo(t
o) = o B L = LAGL L) = = DLl = L)
wobei T; die jeweilige Nummer in der Tabelle laplace.pdf angibt. Zur Umformung des
letzten Summanden in (4.16) betrachten wir zunachst die Beziehung

1) = 21| | — ol = g0 -
Dann gilt nach dem Dampfungssatz
L) = o = L) = 2l 0] = Lo | = i)
(p—a) (s —1)!

Mit diesen Beziehungen und dem Additionssatz erhalt man aus (4.16)

LIf()]) = L) = > AL(p) = > AL[f(t)]

S 51 ot
tS_l
—— f(t) = (Al + Agt + ..+ ASW) eat. (417)
) ) . . _ Z(p) .
3. Besitzt der Nenner N(p) der rationalen Bildfunktion L(p) = No) nur einfache Null-
p
1
stellen p, € C, dann ist mit Ly(p) = = Lle’™'] = L[fi(t)], (k=1,...,n) und
D= Pk
dem Additionssatz
n A n n
LIf(t)] = L(p) = = N ALt = LY Aot
1 P Pk k=1 k=1
= f(t) = ApePrt = ePrt, 4.18
F0 = 2 A= 3 N (419)
denn die Koeffizienten A in der Partialbruchzerlegung lassen sich im Falle einfacher
Z
Nullstellen mit Hilfe der Grenzwertmethode zu A;, = N,((pk)) (k=1,...,n) ermitteln.
Dk

Beispiel 4.7 L(p) = mit a,b € C und a # b.

(p—a)(p—0)
1. L6ésungsweg: Wir verwenden den Faltungssatz.

1
p—b

Mit Ly(p) = p%a = L[e""] = L[f.(t)] und Ly(p) = = L[e’"] = L[fa(t)] erhalt man

gemaB (4.15)

at bt

j ¢
f@) = fi(t) * fa(t) :/fl(T)fz(t—T)dT:/e‘”eb(t—f) dr = ea%
0 0
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2. Losungsweg: Das Nennerpolynom N(p) der rationalen Funktion
Z(p) 1
N(p) (—a)lp-b)

besitzt nur einfache Nullstellen. Weiter ist N (p) = p* — (a+0b)p+ab und N'(p) = 2p— (a+0).
Dann ist nach (4.18)

1 eat_ebt
t — at bt: .
1) a—be +b—ae a—2>b

3. Losungsweg: Ist die Partialbruchzerlegung bekannt, so kann auch der Additionssatz ver-
wendet werden:

L0 = 50 = ey = ame (e o)
_ L[eaz:f[ebt] _ L|:eaat—:zbt~|
— s - [,

4.6 Anwendung der LT zur Losung von gewdhnlichen Differenzial-
gleichungen

Beispiel 4.8 Gesucht ist die Lésung des Anfangswertproblems
y'(t)+y(t) =sint  y(0)=0  ¥'(0) = 1. Wirsetzen Ly(t)] = Y (p). Mit

Lly"(t) +y(t)] = p*Y(p) — y(+0)p — ¥/ (+0) + Y'(p) = (p* + )Y (p) — 1 und

1

= 5

geht das Anfangswertproblem im Originalbereich in die folgende Gleichung im Bildbereich
liber:

(P +1)Y(p)—1=

Lisint] = L(p)

1
p*+1
Als Lésung im Bildbereich erhalt man
1 1 1 1 1
Y(p) = 1 = . =L L(p) - L(p).
Mittels des Faltungs- und Additionssatzes ergibt sich

L(y(t)] = L[sint] 4+ L[sint * sint] = L[sint + sint * sint] —
t

y(t) =sint +sint xsint = sint + [sin7 sin(t — ) dr.
0

Das Faltungsintegral kann man unter Verwendung der trigonometrischen Formel
sinzx siny = é[cos(x —y) — cos(x + y)]
berechnen. Somit ergibt sich als Lésung des Anfangswertproblems:

(£) = sint + S sint + ~sint — ~tcost — > sint — ~t cost
= S1n — S1n —SINT — —TCOST = —SINt — —1UCOST.
y 1 1 2 2 2

45



Beispiel 4.9 Wir betrachten eine RLC - Reihenschaltung mit einer Spannung U (t) = 0 fiir
t < 0. Das 2. Kirchhoffsche Gesetz (Maschensatz) liefert eine Integrodifferentialgleichung:

RI(t) + it C/ 1(0) = 0.

Nach Ausfiihrung der LT ergibt sich im Bildbereich, wenn I(p) den Bildstrom und U (p) die
Bildspannung bezeichnet:

RI(p) + Lpl(p) — LI(+0) + Cp]( p) =U(p)
Als Lésung im Bildbereich erhalt man
U U
I(p) = () - (p)p -
R+Lp++— LpPP+Rp+
Cp C
. : . ) 1 s R 1
Die Lésungen der quadratischen Gleichung Lp* + Rp + i L(p* + Vil + ﬁ> = 0 lauten
R 1 4L R 1 4L
= — 2 _ - - - — 2_ -
=tV e Ty c
Dann ist
Ulp p
1) = 2

L (p—pi)p—p2)
und nach einer Partialbruchzerlegung hat die Losung im Bildbereich die Form

](p>:U(P)[ p1 I p 1 }: U(p) { PP ]
L [pr—p2) (p=p1) (pr—p2) (p—p2)] Lpr—p2) lp—p1 p—p2]
R 1 4L
. __R , AL
mit py /2 2£i2£ R o also
I(p) — U(p) |i b1 N b2 :|
AL [P—P1 P—DP2
R? — —
C
Die Riicktransformation erfolgt mittels des Faltungssatzes. Es ist
. Di .
LU@] =U(p),  Llper]=—— (i=12)  L[(t)]=1(p) und
P1 D2
U — = L{U(t) * (p1ePrt — pyeP2t)].
@) |2 P = L) (e~ )

Somit erhalt man
_ L[U(t) * (pre”’ — paeP2t)]

L|I(t)] = d
1) 2l
R2 - &
C
t
1t _ D2t
I(t) _ U(t) * [plep p2€ ] _ 1 /U(T) [plepl(tf‘r) . erpg(t*T)] dT
4L 4L
RZ _ = RZ —— 0
C C

46



5 Partielle Differenzialgleichungen

5.1 Beispiele und Grundbegriffe

Bei der mathematischen Beschreibung von Erscheinungen und Prozessen in Naturwissenschaft
und Technik erhalt man oft Gleichungen fiir unbekannte Funktionen, in denen partielle Ablei-
tungen dieser Funktionen auftreten.

Beispiel 5.1 Schwingt eine Saite in einer Ebene, so kann durch die Funktion u(x,t) die Aus-
lenkung u jedes Saitenpunktes x zu einem beliebigen Zeitpunkt t angegeben werden. Unter
gewissen Voraussetzungen und bei sehr kleinen Amplituden geniigt die Funktion u der Glei-
chung

Uy = @ Uy + f(2,1) a® konstant. (5.1)

Analog erhalt man bei Schwingungen von Membranen konstanter Dichte die Gleichung
Uty = @ (Ugy + Uyy) + f(2,9,1), (5.2)
bzw. bei der Ausbreitung des Schalls im homogenen Medium die Gleichung
Uy = @ (Ugy + Uyy + us) + f(3,y,2,1). (5.3)

Dabei gibt f den Einfluss duBerer Krifte wieder. Die Gleichungen (5.1) - (5.3) heiBen Wellen-
oder Schwingungsgleichungen.

Beispiel 5.2 Die Temperatur u in einem Punkt P = (x,y, z) eines Korpers zu einem Zeit-
punkt t lasst sich durch eine Funktion u(x,y, z,t) beschreiben, die unter bestimmten physi-
kalischen Bedingungen der Warmeleitungsgleichung

Uy = a2(um + Uyy + Usy) (5.4)

genligt. Diffusionsprozesse werden ebenfalls durch diese Gleichung beschrieben.

Beispiel 5.3 Ist die Temperaturverteilung in einem Kérper beziiglich der Zeit konstant (u; =
0), so gentigt u(zx,y, z) der Laplace Gleichung

Uz + Uyy + Uz = 0. (5.5)

Andere stationare (zeitunabhangige) Prozesse lassen sich ebenfalls durch die Laplace Glei-
chung beschreiben.

Definition 5.1 Jede Gleichung der Form
F(1,Z0, oy Ty Uy Ugy s Ugyy -+ oy U,y Uy gy s Uygy - - -) = 0, (5.6)

die die Werte der unabhingigen Variablen x1, xs, ..., x, einer Funktion u(xy, s, ..., x,) und
gewisser ihrer Ableitungen miteinander verkniipft, heiBt eine partielle Differenzialgleichung
(pDG). Die héchste auftretende Ordnung der partiellen Ableitungen heift Ordnung der
pDG.
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Die Gleichungen (5.1) - (5.5) sind pDG 2. Ordnung. Im Weiteren beschrdanken wir uns auf
pDG 2. Ordnung.

Definition 5.2 (Lineare pDG 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten, homogene
und inhomogene lineare pDG)

1. Eine pDG 2. Ordnung heiB3t linear, wenn sie beziiglich der gesuchten Funktion u =
u(xy, g, ..., x,) sowie beziiglich der Ableitungen 1. und 2. Ordnung nach u linear ist.
Sie besitzt die Form

Z Aij Uz, + Z bj Ug;, +cu+ f =0, (5.7)
ij=1 j=1
wobei der erste Summand in der linken Seite Hauptteil der pDG genannt wird.

2. Sind die Koeffizienten a;; (1,7 = 1,2,...,n); b; (j = 1,2,...,n) und c konstant, so
nennt man (5.7) lineare pDG 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten.

3. Ist die Funktion f = f(x1,xs,...,2,) =0, so heiBt (5.7) homogen, anderenfalls heit

sie inhomogen.

Die pDG (5.1) - (5.5) sind samtlich lineare pDG mit konstanten Koeffizienten. Dabei
sind (5.1) - (5.3) inhomogen, wahrend (5.4) und (5.5) homogen sind.

Definition 5.3 Losung einer pDG nennt man jede Funktion u = u(xy,xs,...,x,), die in
einem Gebiet G C R"™ die folgenden Bedingungen erfiillt:

1. Sie besitzt in G alle partiellen Ableitungen, die in der pDG auftreten.
2. Setzt man u = u(xy,xs,...,2,) und ihre partiellen Ableitungen in die pDG ein, so ist

die pDG fiir alle Punkte (x1, x5, ..., x,) € G identisch erfiillt.

Die allgemeine Losung einer pDG 2. Ordnung hangt i. Allg. von zwei willkiirlichen Funk-
tionen ab, die ihrerseits wieder von einer unabhangigen Variablen abhangen.

Beispiel 5.4 u,, = 0 = (u;)y, = 0 = u, = Ci(z) = u(z,y) = [ Ci(t)dt + Ca(y)
x0

Dabei sind C; und Cy zwei willkiirliche Funktionen.

Die allgemeine Losung ist in den Anwendungen wegen der Nichteindeutigkeit kaum von

Interesse. Wie bei den gewdhnlichen Differenzialgleichungen kann man die Eindeutigkeit

der Losung durch Zusatzbedingungen, die fiir das konkrete gegebene Prolem erfiillt sind,
erzwingen. Daraus ergeben sich folgende Probleme:

1. Welche zusatzlichen Bedingungen sind zu stellen, damit es unter allen Losungen einer
pDG genau eine gibt, die diese Bedingungen erfiillt?

2. Wie kann diese Losung effektiv berechnet werden?
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3. Die Werte fur die Zusatzbedingungen erhdlt man in der Praxis aus Messungen, wel-
che fehlerbehaftet sind. Daraus ergibt sich die Forderung, dass kleine Anderungen der
Messwerte kleine Anderungen der Lésung nach sich ziehen miissen.

Definition 5.4 Existiert eine eindeutige Losung eines Problems pDG + Zusatzbedingun-
gen, die im obigen Sinne stetig von den Zusatzbedingungen abhangt, so heiBt das Problem
korrekt gestellt.

Bei den Zusatzbedingungen unterscheiden wir Anfangsbedingungen (Ab), die den Wert der
Losung zu einem Anfangszeitpunkt ¢t = t angeben und Randbedingungen (Rb), welche den
Wert der Losung

e in den Randpunkten eines Intervalls im eindimensionalen Fall (eine Raumkoordinate ),

e auf dem Rand eines ebenen Gebietes im zweidimensionalen Fall (zwei Raumkoordinaten
z,y),

e auf dem Rand eines raumlichem Gebietes im dreidimensionalen Fall (drei Raumkoordi-
naten x,y, z)

angeben.

Definition 5.5 Ist eine pDG mit Ab gegeben, so spricht man von einem Anfangswertpro-
blem (AWP), wihrend ein Randwertproblem (RWP) vorliegt, wenn die pDG mit Rb
gegeben ist. Liegt eine pDG mit Ab und Rb vor, so nennt man das Problem Anfangs-
Randwertproblem (ARWP) oder gemischtes Problem.

Beispiel 5.5 Von einem erhitzten Draht ist die Temperaturverteilung w(z,0 zum Zeitpunkt
= 0 bekannt. Gesucht ist die zeitliche Anderung der Temperaturverteilung u(x,t) fiirt > 0,
d.h. gesucht ist die Losung der eindimensionalen Warmeleitungsgleichung

Uy = a*Uy,, die die Ab  u(x,0) = g(x) (5.8)
erfiillt. Es liegt ein AWP vor.

Beispiel 5.6 Fiir einen Korper B ist die Temperatur auf der Oberfliche S bekannt. Gesucht ist
die stationare (zeitlich unabhangige) Temperaturverteilung u(x,y, z) im Inneren des Kérpers,
d.h. die Lésung der dreidimensionalen Laplace Gleichung

Au = gy + Uy, +u,, =0, diedieRb w, = f(r,y,2) (5.9)
erfiillt. Es liegt ein RWP vor.
Beispiel 5.7 Eine schwingende Saite sei an den Endpunkten x = 0 und x = | eingespannt,
es gilt also u(0,t) = u(l,t) = 0. Ferner sei die Anfangsauslenkung u(z,0) und deren zeitli-
che Anderung u;(x,0) zum Zeitpunkt t = 0 bekannt. Gesucht ist die Auslenkung u(x,t) der

schwingenden Saite fiirt > 0, d.h. gesucht ist die Lésung der eindimensionalen Wellenglei-
chung

Uy = @ Ugy, die die Ab wu(x,0) = p(x), u(x,0) = ¥(z) und die Rb
u(0,t) = wu(l,t) =0 (5.10)
erfiillt. Es liegt ein ARWP vor.
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5.2 Kilassifikation linearer pDG 2. Ordnung mit konstanten Koeffizi-
enten

n
Wir betrachten die Gleichung (5.7) mit dem Hauptteil '21 Qij Ug,e;- Auf Grund der Giiltig-
7’7-]:
keit des Satzes von Schwarz ist u,,,;, = Uy, firi # j (i,7 = 1,2,...,n) und es gilt
ij Ugyz; + Qji Ug;e; = (Qi5 + Qj;) Ug,e;. Die Summe a;; + aj; ldsst sich immer durch zwei glei-
che Summanden darstellen, so dass die Koeffizientenmatrix A des Hauptteils stets als eine
symmetrische Matrix vorausgesetzt werden kann.

Ziel: Der Hauptteil in der Gleichung (5.7) ist derart umzuformen, dass die gemischten
partiellen Ableitungen 2. Ordnung nicht mehr auftreten, d.h. (5.7) ist in ein neues Koor-
dinatensystem zu lberfiihren, in welchem die Koeffizientenmatrix des Hauptteils eine Dia-
gonalmatrix ist. Aus der Darstellung der Gleichung (5.7) im neuen Koordinatensysten l3sst
sich dann die Art der pDG ablesen.

Methode: Es wird eine Hauptachsentransformation dhnlich wie bei quadratischen Formen
durchgefiihrt, die auf folgendem Theorem basiert:

Theorem 5.1 Zu jeder reellen symmetrischen Matrix A /isst sich eine reelle orthogo-
nale Matrix P, (d.h. es gilt P~ = PT), finden mit der Eigenschaft, dass die transformierte
Matrix D = PT A P Diagonalgestalt besitzt. Die Transformationsmatrix P enthalt in der
J-ten Spalte genau die Koordinaten des j-ten normierten Eigenvektors z’ der Matrix A.

Im Einzelnen sind folgende Schritte erforderlich:

1. Berechnung aller Eigenwerte )\ und aller Eigenvektoren von A.

2. Orthogonalisierung der Eigenvektoren, die zu einem mehrfachen Eigenwert gehoren,
Normierung aller Eigenvektoren.

3. Aufstellen der (orthogonalen) Transformationsmatrix P, in deren Spalten die orthonor-
mierten Eigenvektoren stehen.

211 R12 -.. ZRln 215
221 #22 Z2 . j 224
P = " 1, wobei z/= J
Znl An2 --- Znn Znl

den j-ten Eigenvektor bezeichnet.

4. Ausfithrung der Koordinatentransformation x = Py in der Gleichung (5.7). Dabei
bezeichnen y = (y1 92 ...y,)T die neuen Koordinaten. Zur Umrechnung der Ablei-
tungen wird die inverse Transformation y = P~!x = PTx bendtigt. In ausfiihrlicher
Schreibweise erhalt man

Yn = Z1n1 + ..t Znn Ty
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5. Umrechnung der Formeln fiir die Ableitungen im Falle n = 2

— 8y ayz _ . ayl o ayQ
Ugy = Uy, a +u Uy, ax = 211 Uy, + Z12 Uy, mit a_xl = 211 8_:(;1 = 219
o ayl 8y2 B . Oy . yo
Upy = Uy 7 D + Uy, 895 = 291 Uy, + 222 Uy, mit 8_:102 = a_xg = 299
_ Iy Py Oy \? ya dyr Oy
Uzizr = Uiy Y Uyy =75 072 T Uysy, D Uy 5 T v

2 2
= 271 Uyyy; T 2 Uyoy, T+ 2211212 Uy1ys

oy 0? hn 0y 0? Yo 3y1 3y2
Uggzy = Uyyy (_> + Uy, a .2 T Uyoys | 5 + Uy a a9 +2u

8@ 81’2 yry2 8.73 (9x2
= 231 Uy, gy, T 222 Uypyy + 2221220 Uy, y,
= oy 9Oy Oy -t Oy Oys 0%ys
T1T2 Y1y1 axl 8.’172 Z/l@ 1 y2y2 a axz Y2 8.1'11;2

U Oy1 Oy 4 ys 3y1
yry2 8x1 8%2 81‘1 81'2

= 211291 Uyyy, + 212222 Uy, + (211222 + 212221) Uy

6. Durch Ubergang zum neuen Koordinatensystem wy, = I, (k=1,2,...,n) mit geeig-
neten [, wird erreicht, dass alle Eigenwerte gleich £1 oder 0 sind.

Eine pDG der Form (5.7) lasst sich mit Hilfe des obigen Verfahrens stets auf die Form
Zgiuwiwi—i—zgiuwi—i—cu—i—fzo, (5.11)
i=1 i=1

bringen, wobei ¢; die Werte +1 oder 0 annehmen kann. Die Gleichung (5.11) bezeichnet man
auch als Normalform von (5.11).

Definition 5.6 Eine lineare pDG mit konstanten Koeffizienten mit den Eigenwerten
Xi (i =1,2,...,n) der symmetrischen Koeffizientenmatrix A des Hauptteils heift

1. elliptisch, falls alle \; # 0 sind und dasselbe Vorzeichen besitzen,
2. hyperbolisch, falls alle \; # 0 sind und auBer genau einem dasselbe Vorzeichen besitzen,

3. parabolisch, wenn mindestens ein \; = 0 ist.

Speziell ergeben sich fiir n = 2 folgende Normalformen:

Uy wy T Yoy T bluwl + b2Uw2 +cu + f = 0 e||iptischer Typ
U wy — Uwgwy bluw1 + bzuw2 +cu+f = 0 hyperbolischer Typ
Unywy + D1, + botiy, +cu+ f = 0 parabolischer Typ.

Die pDG (5.5) sowie (5.9) sind vom elliptischen Typ, die pDG (5.1) - (5.3) sowie (5.10)
vom hyperbolischen Typ und die pDG (5.4) sowie (5.8) vom parabolischen Typ.
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Bemerkung 5.1 Ahnlich wie bei der Umformung quadratischer Formen kann man noch eine
Koordinatentransformation durchfiihren, so dass in den neuen Koordinaten in der Gleichung
keine Terme, die Ableitungen erster Ordnung enthalten, mehr auftreten.

Bemerkung 5.2 Die Klassifikation ist auch auf pDG mit variablen Koeffizienten anwend-
bar. Man fixiert die Koeffizienten in einem Punkt xo und bestimmt den Typ der pDG im Punkt
xq. Der Typ einer pDG mit variablen Koeffizienten kann sich von Punkt zu Punkt dndern,
wahrend man fiir pDG mit konstanten Koeffizienten den Typ sofort im gesamten betrach-
teten Gebiet erhilt.

Beispiel 5.8 Bestimmen Sie den Typ der pDG

Ugyzq + 2“?61962 + Uy — Ugy + Ugy = 0 (512)
und bringen Sie (5.12) auf die Form (5.11).

1. Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren

(11 ol a=X 1 \2 B
A_(l 1) det(A—)\Eg)—‘ : (1_)\>‘_/\—2)\_0.
Zu den Eigenwerten \; = 0 bzw. \, = 2 gehéren die Eigenvektoren ¢! bzw. c? :
o cn + ¢ = 0 1 ) _ 1
Ar=0 ci + e = 0 C_(C21>_(_1)
— ci2 + ¢ = 0 9 C12 1
Ay =2 = = :
2 iz — ¢ = 0 ¢ ( C22 ) ( 1 )

Die pDG (5.12) ist vom parabolischen Typ.

2. Die Eigenvektoren sind bereits orthogonal. Die normierten Eigenvektoren sind

-5 (1) 5 ()
V2 \ -1 V2 \1 )"
3. Aufstellen der (orthogonalen) Transformationsmatrix P:
P— <11 212 ) L 11 P —p-L
291 <22 \/5 -1 1

4. Ausfiihrung der Koordinatentransformation x = Py in der pDG (5.12):

Man erhilt aus y = P x die Transformationsgleichungen

1
Y1 = 2%+ 22122 also no= ?(xl_@)
Yo = Z12%1 + 22272 Yo = E(xl—i_@)'
Daraus ergibt sich

o _ o, L A, L
al’l - 11 — \/5 axl - 12 — \/§
o 1 0o 1 (5.13)
e = == = 2p9 = —.
Dy 21 NG O 22 /5
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5. Berechnung der Formeln fiir die Ableitungen Mit Hilfe von (5.13) erhalt man aus den
allgemeinen Ableitungsformeln

Uz, = 211 Uy, + 212 Uy, = E(uyl + Uy2),
1
Upy, = 221Uy, + 222 Uy, = E(_uyl + uyz)v

Ugyzy = Z%l Uy 41 + Z%Q Uygys + 2211212 Uy yo
- §(uy1y1 + Uy yo + 2uyly2)’ (5.14)

Ugyze = Zgl Uy 4y + Z%Q Uygys + 222122? Uy yo
= §(uy1y1 + Uyyyy — 2Uyyy),

Ugyzy = 211221 Uyryy + 212222 Uyyy, + (211222 + 212221) Uy, g,
= 5(_uy1y1 + uy1y2)~

Einsetzen in (5.12) liefert die Gleichung
2 Uy, — V2, = 0. (5.15)
) ) 1 . ..
6. Die Transformation w; =1y, wy = 7 Yo Lberfiihrt (5.15) wegen
1
Uyy = Uy Uyoys = 5 Ungws
in die Normalform
Unpyry — \/§uw1 =0.
5.3 Das Separationsverfahren
Die Loésung einer pDG wird in Form eines Produktansatzes

u(xy, oy, ) = @1(x1) @a(2) .. on(Th) (5.16)

gesucht, wobei jeder Faktor nur von einer Variablen abhingt. Setzt man (5.16) in die pDG
ein, so werden die partiellen Ableitungen von u durch gewohnliche Ableitungen der Funktionen
wi(x;) ersetzt. Nun versucht man die Gleichung derart umzuformen, dass eine Seite nur von
einer einzigen Variablen x; und die andere Seite nicht von x, abhangt, d.h. die Variable x; wird
separiert. Diese Gleichung kann nur dann in einem Gebiet identisch erfiillt sein, wenn beide
Seiten gleich einer gemeinsamen Konstanten sind, die wir mit A bezeichnen. Diese Konstante
heiBt Separationskonstante oder Separationsparameter. Wire namlich die nur von der
Variablen x; abhdangende Seite nicht konstant, so wiirde sie fiir mindestens zwei verschiedene
Werte der Variablen z; verschiedene Werte besitzen, wahrend die nicht von z; abhangende
Seite bei einer Anderung von z;, unbeeinflusst bleibt. Also sind beide Seiten konstant. Setzt man
die von x;, abhangende Seite gleich \, so erhdlt man eine gewohnliche Differenzialgleichung
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(gDG) fiir die Funktion @i (zx). Ist n = 2, so hangt auch die andere Seite nur von einer
einzigen Variablen ab und liefert auf dieselbe Weise eine gDG. Somit hat man fiir n = 2 die
pDG durch zwei gDG ersetzt. Ist n > 2, so setzt man die nicht von x; abhdngende Seite
ebenfalls gleich A und wendet das Separationsverfahren auf diese Gleichung an. So gewinnt
man sukzessive aus der pDG n gDG fiir die Funktionen ;(z;), wobei jeder Schritt mit der
Einflihrung eines neuen Separationsparameters verbunden ist. Kennt man Losungen aller
dieser gDG (sie hdngen von den Separationsparametern und den Konstanten, die bei der
Losung von gDG auftreten, ab), so hat man gemaB dem Ansatz (5.16) spezielle Losungen der
pDG gefunden, die noch von frei wahlbaren Variablen abhangen.

5.3.1 Separationslésungen fiir parabolische pDG

Wir betrachten das ARWP

Uy = 0 Ugy G={(z,t)|0<z<INt>0} (5.17)
u(z,0) = o(x) 0<z<l (5.18)
uw(0,t) = wu(l,t) =0 t>0. (5.19)

1. Schritt: Ermittlung spezieller Losungen mittels eines Produktansatzes
u(z,t) = X(x) T(t). (5.20)

1 T'(t)  X"(x)

Man erhalt — = A und die beiden gDG
a

T(t)  X(z)
T'(t) — \a®T(t) = 0 (5.21)
X"(x) = AX(z) = 0. (5.22)
mit den allgemeinen Lésungen
A+ Ay fir A=0
X(x) =1 A1V 4 Aye Ve fir A >0, T(t) = Ae**.

Ay sin(v—Ax) + As cos(v—Az) fir A <0
Aus ihnen erhdlt man die Losungen (mit By = A1 A, By = A2 A)

Blﬂf + BQ fir A=0
w(z,t) = { (Bje¥VA® 4 Bye VAr)ghat fir A >0,
By sin(v/—Ax) + By cos(v/—Az) e*’t fiir A < 0.

2. Schritt: Anpassung der Losungen an die Rb

Nach Einsetzen der Losung in die Rb (5.19) ergibt sich

fir A =0 U(O,t) B2:O, U(l,t)IBll+BQIO:>BlzBQIO,

fir A\>0  u(0,t) = (B + By)e*t = By = —B,
(
(

L,

~

I~

)

By (eﬁl —e*ﬁl> er’t = ()= B, = B, =0,
fir A<0  w(0,t) = Be*®t =0 = B, =0
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u(l,t) = By sin (vV=X) At =)= B, =0 oder sin (V=) = 0.
Fir A > 0 erfiillt wegen By = By = 0 nur die triviale Lésung die Rb.
Fiir A < 0 gibt es auch nichttriviale Losungen, denn es gilt
k22

2

sin(VoXl) =0 < VX =kr (k=0,+1,£2,...) = A\ = —

Die Zahlen \; heiBen Eigenwerte des Problems. Zu jedem Eigenwert (auBer Ay = 0) gibt
es eine Eigenfunktion der Gestalt

k k’2 2 2t
u(x,t) = Cysin ( 7;x) exp (—%) (k=1,2,...), (5.23)

die die pDG (5.17) und die Rb (5.19) erfiillt. Da die zu k und —k die zugehdrigen Eigenfunk-
tionen sich nur um das Vorzeichen unterscheiden (was wegen der willkiirlichen Konstanten

C'%) unwesentlich ist), durchlauft in (5.23) der Index k& nur die Menge der natiirlichen Zahlen.
3. Schritt: Anpassung von (5.23) an die Ab (5.18) mittels eines Reihenansatzes
Die Losung des ARWP (5.17) - (5.19) suchen wir mit Hilfe des Ansatzes

© > k K2r2a2t
u(z,t) = E ug(x,t) = E Cl sin (Tﬂx) exp (—%) (5.24)
k=1 k=1

Die willkiirlichen Konstanten C}, bestimmen wir derart, dass die Ab (5.18) erfiillt sind:
= . (k7
u(z,0) = Z C sin (Tx> = () (0<z<I). (5.25)

Setzt man voraus, dass sich ¢(x) im Intervall 0 < x < [ in eine reine Sinus-Reihe (vgl.
Punkt 3.2 im Skript) entwickeln Idsst, so gilt (5.25) mit den FK

Cp = %/gp(z) sin (kT”x) de (k=1,2,...). (5.26)

Bemerkung 5.3 Die Losungsdarstellung in Form der unendlichen Reihe (5.24) mit den Koeffi-
zienten (5.26) hat formalen Charakter, da die Reihe (5.24) i. Allg. nicht konvergiert. Wir geben
eine hinreichende Bedingung an: Wenn die Ab (x) und ihre Ableitung ©'(x) in 0 < x <
stetige Funktionen sind und ¢(0) = ¢(l) = 0 gilt, so ist (5.24) mit den Koeffizienten (5.26)
Losung des ARWP (5.17) — (5.19) im Gebiet G.

5.3.2 Separationslosungen fiir hyperbolische pDG

Wir betrachten das ARWP (vgl. Beispiel 5.7)

Uy = G Uy G={(z,t)|0<x<INt>0} (5.27)
u(z,0) = @), u(r,0) = P(x) 0<z<l (5.28)
u(0,t) = wu(l,t) =0 t>0. (5.29)
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1. Schritt: Ermittlung spezieller Losungen mittels eines Produktansatzes

| T X
Mit (5.20) erhalt man -5~ = s

= A und die beiden gDG

|
o
—~
o
w
o

T"(t) — Xa*T (1)
X"(z) = AX(z) = 0. (5.31)

2. Schritt: Anpassung der Losungen an die Rb
Einsetzen von (5.20) in (5.29) liefert

uw(0,t) = X(0)T(t)=0  u(l,t)=X{1)T(t)=0= X(0)=X(]) =0. (5.32)
Die Gleichung (5.31) mit den Rb (5.32) liefert ein Eigenwertproblem, welches nur fiir die
k2 2

Eigenwerte )\, = — 2

(k = 1,2,3,...) nichttriviale Lésungen in Form der Eigenfunk-

tionen
k
Xi(z) = Cf sin (%x) (k=1,2,3,...) C}% willkiirliche Konstanten (5.33)

besitzt. Fiir A = A\, erhilt man aus der gDG (5.30)

k k
Ty(t) = Ay cos (#t) + By, sin ( 7;at) . (5.34)

Aus (5.33) und (5.34) erhélt man mit Dy, = Cy Ay und Ey = Cy By

k k k
ug(x,t) = (Dk cos <$t) + B}, sin (#t)) sin < 7;x) ) (5.35)

Der Ausdruck (5.35) ist eine formale Losung von (5.27) und erfiillt (5.29).
3. Schritt: Anpassung von (5.35) an die Ab (5.28) mittels eines Reihenansatzes
Die Lésung des ARWP (5.27) - (5.29) suchen wir mittels des Ansatzes

(1) = guk(x,t) -y (Dk cos (klﬂt> + By sin (@t)) sin (kT” x) - (5.36)

k=1

Die willkiirlichen Konstanten Dy, und Ej, bestimmen wir derart, dass die Ab (5.28) erfiillt sind:

u(@,0) = ng sin (’%ﬂx) = p(2), (5.37)
w(z,0) = g ("“l”‘) E, sin (kT” x) = (). (5.38)

kma

Daraus erhilt man Dy bzw. ( ) E} als FK der Funktionen ¢(x) bzw. ¢ (z) bei Ent-

k
wicklung in eine FR nach den Eigenfunktionen sin (%x) Wir setzen ¢(z) und ¢ (z) als
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ungerade Funktionen mit der Periode 2[ fort und erhalten aus den bekannten Formeln fiir die
FK:

2 k
Dy = Y/QD(JZ) sin (%x) dz, (5.39)
0
!
E, = kia/@b(x) sin (kTﬂx) dz. (5.40)
0

Einsetzen der berechneten Koeffizienten in (5.36) liefert eine formale Losung des ARWP
(5.27) - (5.29).

Bemerkung 5.4 Die Reihe (5.36) mit den Koeffizienten (5.39) und (5.40) konvergiert i. Allg.
ebenfalls nicht. Wir geben eine hinreichende Bedingung an: Wenn

1° die Ab () und ihre Ableitungen bis zur dritten Ordnung in 0 < = < [ stetige Funk-
tionen sind, wobei

gilt und

2° die Ab (x) und ihre Ableitungen bis zur zweiten Ordnung in 0 < x < [ stetige
Funktionen sind, wobei

¥(0) =¢(l) =0

gilt, so ist (5.36) mit den Koeffizienten (5.39) und (5.40) Lésung des ARWP (5.27) —
(5.29) im Gebiet G.

5.4 Losung von pDG mit Hilfe der FT

Wir betrachten das AWP

Uy = @ Ugy G={(z,t)] —oco<x<+4o0At>0},
u(z,0) = o(x), —00 < x < 400,
u(z,0) = P(x) — 00 < 2 < +00.

Die FT wird nur beziiglich der Variablen = betrachtet. Wir setzen voraus, dass die FT fiir die
Funktionen ¢(z) und v (z) existieren und verwenden folgende Bezeichnungen:

Flu(z,t)] = U(w,t)
Flu(z,0)] = Flp(r)] = ¢(w) = Uw,0),
Fluy(z,0)] = Fly(z)] = ¢(w) = U(w,0).

Wir bestimmen eine Losung mithilfe der FT.

1. Schritt: Transformation in den Bildbbereich beziiglich der Variablen x
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Unter Verwendung des Differentiationssatzes erhalt man:

Up(w,t) = (wa)?U(w,t) = —w?a*U(w,t) (5.41)
Uw,0) = ¢(w), (5.42)
Ui(w,0) = 9(w). (5.43)

Man erhalt im Bildbereich ein AWP fiir eine gewohnliche Differenzialgleichung beziiglich ¢,
welche vom Parameter w abhangt.

2. Schritt: Lésung im Bildbereich

Einsetzen des Lésungsansatzes U(w,t) = e in die transformierte Gleichung (5.41) liefert die
charakteristische Gleichung

A+ w?a®> =0 mit den Lésungen A2 = Fiwa.
Folglich hat die allgemeine Losung die Gestalt:
Uw,t) = O1(w) e + Cy(w) e '@t

wobei C(w) und Cy(w) aus den Ab (5.42) und (5.43) bestimmt werden. Man erhilt das
lineare Gleichungssystem

Uw,0) = Ci(w) + Co(w) = ¢(w)
Ui(w,0) = iwaCi(w) + (—iwa) C(w) = Y(w)

beziiglich der Unbekannten C(w) und Cy(w). Es ergibt sich

i) = 3 lp() + = —d(w)
Cow) = 3lplw) — ()]

und als Losung im Bildbereich

Ul 1) = slelw) + @) + o) — — —ww)e "
= Sl e S g - ) ertee]
Wir setzen
Flu(@,0)] = Uiwt) = 5 lplw) 6 + plw) et (5.44)
Flus(z,8)] = Up(w,t) = % &@b(w) glwat _ %ww)e—wt} . (5.49)
und
Flu(z,t)] = U(w,t) = Uy (w, t) + Us(w, 1) (5.46)

3. Schritt: Riicktransformation mit Hilfe des Verschiebungs- und Integrationssatzes

Die Beziehung (5.44) wird nach dem Verschiebungssatz fiir die FT umgeformt. Wir verwenden
ihn in der speziellen Form

e “" F(w) = e'“* F[f(x)] = F[f(z +b)].
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Dann ist wegen p(w) = Fp(z)] und fiir

= +at, f =9 ow) = "M Fp(r)] = Flo(z+at)]
= —at, [ =¢ e “pw) =" Flp(z)] = Flp(z —at)].

Die Gleichung (5.44) hat nun die Gestalt:

Fluy(z,t)] = Uy(w,t) = %[F[go(x + at) + Fp(x — at)]. (5.47)

Die Beziehung (5.45) wird nach dem Integrationssatz und dem Verschiebungsssatz umgeformt.
Wir verwenden folgende Formeln:

iF(w) = iF[f(;z:)] = F /f(T)dT und

1w 1w

1w

z+4b
LdFW) = F[f4b)] = F [ / f(r)dT]-

Mit b = tat und f = 1 erhadlt man wegen ¢ (w) = F[¢(z)] aus (5.45):

Flus(z,t)] :Ug(w,t):%F [/ () dr — / 1[)(7')d7‘] :%F [/ ¢(T)d7'] :

(5.48)
Aus (5.46)—(5.48) ergibt sich nun unter Benutzung des Additionssatzes die Losung im Origi-

nalbereich:
x+at

1 1
u(z,t) = 5 [o(x + at) + o(x — at)] + % / W(r)dr.
r—at
Die letzte Beziehung heit auch d’Alembertsche Formel.
4. Schritt: Probe
Die Losung erfiillt die Ausgangsgleichung und die Ab. Es gilt:
1 1
wlo,t) = Sle(e+at) + (@ — at)] + 5 [+ at) — plz — at)],
1 1
U (2:8) = gle"(z +at) + ¢"(@ —at)] + o~ [¢' (@ + at) = (& — at)],
1 1
u(w,t) = 5[@0'(30 +at)a+ ¢’ (z — at)(—a)] + 2—a[w(x +at)a — Y(x — at)(—a)l,
]' /! 1 1 / !/
wnlw,t) = Sl @+ at)e + "z — at)(—a)?] + o[/ (x + at)a® — ' (x — at)(~a)?,

u(e0) = Flela) + pla)) + o [ () = o)
1 x

a

w(,0) = S[¢() — (@) + S[() + v(@)] = b(a).

Damit ist gezeigt, dass sowohl die Ausgangsgleichung 1, = au,, als auch die Ab erfiillt sind.
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