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1 Lineare Algebra

1.1 Vektorrdume
Definition 1.1 (Vektorraum, Unterraum, lineare Mannigfaltigkeit)

1. Eine Menge L von Elementen beliebiger Natur, in der eine Addition (+) und eine
Multiplikation mit einer reellen (komplexen) Zahl (+) erkldrt ist, so dass gilt:

fiir beliebige zwei x,y € L. — x+y¢€ L,
fiir jedes x € L und jedesa € R — a-x€ L,

heifit reeller linearer Raum (komplexer linearer Raum) oder Vektorraum
V = [L,+,], wenn folgende FEigenschaften erfillt sind:

1. Gesetze beziiglich der Addition
1° Firalle x,y € L gill: x+y =y +x.
2° Firalle x,y,z€ L gilt: x+ (y +2) = (x+y) + 2.

3° FEs existiert genau ein beziiglich der Addition neutrales Element O,
so dass fir alle x € L gilt: x+© = x. Das Element © heifst Nullvektor.

4° Zu jedem x € L existiert ein beziiglich der Addition inverses Ele-
ment (—x) € L, so dass x + (—x) = © gilt. Das Element (—x) heifst der
zu X entgegengesetzte Vektor.

II. Gesetze beziiglich der Multiplikation mit einer reellen Zahl
1° Firalle x € L und alle o, 8 € R gilt: a(fx) = (af)x.
2° Firallex e L gilt: 1x = x.

I1I. Distributivgesetze: Fiir alle x,y € L und alle a, 5 € R gilt:
1° (a+ fB)x = ax + fx
2° a(x+y)=ax+ay

2. Fine Teilmenge U eines Vektorraumes V' heifit Unterraum von V', falls gilt:

fiir beliebige zwei x,y e U — x+ye/U,
fir jedes x € U und jedesa € R — a-x € U.

3. Fine Teilmenge W C V' heifit lineare Mannigfaltigkeit in V', wenn ein Element
xo € V und ein Unterraum U von V' ezistieren, so dass gilt:

W=U+xy={w|w=u+xq,ucU}.
Beispiel 1.1 (Wichtige Vektorriume)

(1) Die Menge Cla,b] aller im Intervall [a,b] stetigen Funktionen mit den Operatio-

nen
def

(F+9)@) < @) +9@)  (aN@) Zaflz) aek
ist ein Vektorraum, den wir mit [Cla,b], +, | bezeichnen. Die Menge C'[a,b] aller
im Intervall [a,b] einmal stetig differenzierbaren Funktionen mit den obigen
Operationen ist ein Unterraum [C'[a,b], +,-] des Vektorraumes [C|a,b],+,].



(2) Die Menge R™ aller geordneten n-Tupel

x1
%)
Iy
reeller Zahlen xq, xs,...,z, mit den Operationen
T (1 1+
T2 Y2 def To + Y2
) + ) = )
Tn Yn Tn + Yn
1 axy
T2 def QT2
(8% —=
Tn axy

st ein Vektorraum, den wir ebenfalls mit R™ bezeichnen.

Speziell erhdlt man fiirn = 2 den Vektorraum R? aller geordneten Paare recller
Zahlen (vgl. Skript Mathematik I, S. 30). Jedes geordnete Paar (xy1,z5) legt einen
Punkt P in der Ebene fest und zwar den Punkt mit den (kartesischen) Koordinaten
x1 und xo. Wir schreiben P = (x1,x5). Jedes geordneten Paar reeller Zahlen kann

—

man folglich als Koordinatenschreibweise des Ortsvektors OP beziiglich eines
festen Koordinatensystems auffassen, was die Bezeichnung Vektorraum erklirt.

Fiir n = 3 erhdlt man den Vektorraum R?® aller geordneten Tripel reeller
Zahlen, fir den analoge Aussagen wie im Fall n = 2 gelten.

Geraden (Ebenen) durch den Koordinatenursprung O sind Unterrdume. Geraden
(Ebenen), die nicht durch O hindurchgehen, sind lineare Mannigfaltigkeiten.

Definition 1.2 Ist S eine nichtleere Menge von Elementen eines Vektorraumes V', so
heifit jeder Ausdruck der Gestalt

rlxl + r2x2 + ...+ Tle

2

mit r1,79,...,7 € R und x*,x2,...,x! € S eine Linearkombination von S.

Definition 1.3 Die Vektoren x!', x?,...,x* (x! € V Vi) heifien linear unabhingig,
wenn es fiir die Gleichung rix' +1ox? + ... +1:x" = © nur die triviale Lésung r, = 9 =
... =1, =0 gibt, anderenfalls heiffen sie linear abhéngig.

Beispiel 1.2 (Lineare Unabhingigkeit und lineare Abhingigkeit)

(1) Die Vektoren i = ( é ) , j= ( (1) ) sind linear unabhingig in R2.
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(2) Die Vektoren x!' = ( 5

) . X2 = ( :é ) sind linear abhingig in R? .

Definition 1.4 (Dimension, Basis)

1. Die maximale Anzahl linear unabhingiger Vektoren eines Vektorraumes V
heifst Dimension von V.

2. Je n linear unabhiingige Elemente x',x2,...,x" eines n-dimensionalen Vek-
torraumes nennt man eine Basis von V.

Lemma 1.1 Bilden die Vektoren x' x? ... ,x" eine Basis des Vektorraumes R”,

so ldsst sich jeder Vektor x € R" in eindeutiger Weise als Linearkombination
der Basisvektoren darstellen, d.h., es existieren Zahlen ri,7r9,...,r,, die eindeutig

bestimmt sind und fiir die gilt x = > r;x".
i=1

Beispiel 1.3 (Dimension, Basis)

(1) In C|0,1] ist jedes System von Potenzfunktionen
fi(t) =t (i=1,...,p, p €N beliebig)

ein System linear unabhéngiger Vektoren. Es existiert also keine maximale An-
zahl linear unabhingiger Vektoren, d.h. dim C[0, 1] = co.

(2) Die Vektoren {i,j} aus Beispiel 1.2 (1) bilden die so genannte kanonische Basis
in R?, wihrend die Vektoren {x!,x*} aus Beispiel 1.2 (2) in diesen Raum keine
Basis bilden. Es gibt in jedem Vektorraum unendlich viele Basen, eine andere
wire 2.B. {i,x'}. Es gilt: dimV = dimR? = 2.

1.2 Matrizen und Determinanten

1.2.1 Begriff der Matrix

Definition 1.5 (Rechteckmatrizen und quadratische Matrizen)

1. Ein System von m-n Zahlen a;,, die in einem rechteckigen Schema, bestehend aus m
Zeilen und n Spalten, angeordnet sind, heifft (m,n)-Matrix A oder Matrix vom
Typ (m,n). Die Zahlen a;, heiffen Elemente der Matrix A.

Bezeichnungen: A := (a) (i=1,...,m; k=1,...,n)

a1x a2 Q1n
A — 21 A22 Q2n,
Am1  Am2 Amn

2. Ist m = n, so heifit A quadratische Matrix der Ordnung n.



3. Ist ay, € R (ay € C), so heifft A reellwertige (komplezwertige) Matrix.

4. Zwei (m,n)-Matrizen A und B heifien gleich, wenn die einander entsprechenden
Elemente gleich sind, d.h.

A=B <<= ap=0bx (i=1,....mk=1,...,n).

5. Eine Matrix vom Typ (1,n) ((m,1)), die nur aus einer Zeile (Spalte) besteht,
heifit Zeilenvektor (Spaltenvektor).

Bezeichnungen: a;:= (a1 aip ... a,) - i-ter Zeilenvektor,
a1k
& A2k
a® = ] - k-ter Spaltenvektor.
Qmk

6. Die Elemente a;;, die in der Diagonale einer quadratischen Matrix von links oben
nach rechts unten stehen, heiffen Hauptdiagonalelemente, die Elemente a; i1,
die in der Diagonale von rechts oben nach links unten stehen, heiffen Nebendia-
gonalelemente. Auch bei Matrizen vom Typ (m,n) nennt man die Elemente
a; (1 =1,...,min(m,n)) Hauptdiagonalelemente.

Eine Matrix A ldsst sich als eine Spalte von Zeilenvektoren (Zeile von Spaltenvek-
toren) darstellen:

ai

a

Beispiel 1.4

Definition 1.6 (Nullmatrix, transponierte Matrix)

1. Eine Matrix vom Typ (m,n), deren Elemente siamtlich Null sind, heifst (m,n)
Nullmatrix O.

2. Transponierte AT ciner Matrix A vom Typ (m,n) heifit die Matrix vom Typ
(n,m), die aus A durch Vertauschen der Zeilen und Spalten hervorgeht, d.h.

aijpr a21 ... Qmi
AT — Q12 G2 ... G(m2
Q1p  A2p Qmn



Definition 1.7 FEine quadratische Matrix (a;;) der Ordnung n heifst

1. obere Dreiecksmatrix, wenn a;, = 0 fir alle i > k,
untere Dreiecksmatrix, wenn a;, = 0 fir alle i < k,

Diagonalmatrix, wenn a;, = 0 fir alle i # k,

Einheitsmatrix, wenn a;; = ;. Dabei bezeichnet d;, das Kroneckersymbol:

S — 0 firi#k
N1 fir i = k.

Bei quadratischen Matrizen entsteht AT durch Spiegelung an der Hauptdiagonalen.
Fiir einen Zeilenvektor schreiben wir al := (a;; a2 ... a;)?.

Beispiel 1.5 (Transponierte)

(1) (AT)T = A, El = E,, D! = D,,, wenn E, (D,) die Einheitsmatrix
(Diagonalmatrix) der Ordnung n ist.

(2)

51 o 3 4 123 1 -2 7
A:(42_5)AT: 1 2| B=|-264|B"=[2 60
0 =5 70 2 342

1.2.2 Rechenoperationen mit Matrizen

Definition 1.8 (Summe, Produkt mit einer reellen Zahl, Produkt zweier Ma-
trizen)

1. Summe A + B zweier (m,n)-Matrizen A = (a;;) und B = (by,) heifit die (m,n)-
Matriz C = (cy,) mit den Elementen ¢y, = ay + by, (i=1,... m;k=1,...,n).

2. Produkt aA der (m,n)-Matrix A = (a;) mit der Zahl o € R heifst die (m,n)-
Matrix mit den Elementen cay, (i=1,..., m;k=1,...,n).

3. Produkt A - B der (m,n)-Matrix A mit der (n,p) Matriz B heifst die (m,p)-
Matrix C = (¢y), fir die gilt:

cl-l:Zaikbkl (2:1,,m,l:1,,p)
k=1

Unter Verwendung der Begriffe Zeilen- und Spaltenvektor erhdlt man das FEle-
ment c; als das Skalarprodukt des transponierten Zeilenvektors al mit dem
Spaltenvektor b' d.h. ¢y = (al',b!) und es ist

(al bY) (al.b?) . (al b?)
aop_ | alb) @lbY (el )
(al.bl) (al,b?) ... (al,b?)



Zur praktischen Ausfithrung der Matrixmultiplikation und Kontrolle der Rechnungen
ist das Falksche Schema mit Spalten- bzw. Zeilensummenprobe niitzlich:

B >_z(B)
A AB |5 ,A B)

2.5(A) | 2s(A-B)

Spaltensummenprobe: Man bildet die Spaltensummen ) ((A) der Matrix A. Die
entstehende zusétzliche Zeile wird mit B multipliziert und liefert in der Produktmatrix
ebenfalls eine zusétzliche Zeile, deren Elemente bei fehlerloser Rechnung mit den Spal-
tensummen der Produktmatrix ) 4(A - B) zusammmenfallen. (Zeilensummenprobe
analog: Bildung der Zeilensummen ) ,(B), A wird mit zusétzlicher Spalte multipliziert).

Die Matrixmultiplikation ist nur ausfithrbar, wenn die Spaltenanzahl von A mit der
Zeilenanzahl von B iibereinstimmt.

Beispiel 1.6 (Operationen mit Matrizen)

145 30 1 15 12 11
(J)A:( 326)B:<01 1)C:3A_4B:( 9 214)

1 —1 1 —1
(Q)A:(_?éi))B: —4 2 A-Bz(_%éi’)- —4 2 | =E,
1 0 1 0
1 -1
(3) B=| -4 2
1 0

Dann existiert das Produkt B - Ey = B und ist eine (3,2)-Matrix, das Produkt
E, - B existiert jedoch nicht.

Es gilt aber fiir jede (m,n)-Matrix A: A-E, =A E, A=A.

2 1 -1 1 -2 3 -1 -1
wa=(Ta)e=(Co ) am= () mas (7))
Die Matrizenmultiplikation ist also i. Allg. nicht kommutativ.
1 2 4 —-10 00
(5)A_(_3 _6) B_(_2 5) A-B_(O 0)-
Aus A - B = O folgt also nicht notwendig A = O oder B = O.

Theorem 1.1 Die Menge aller (m,n)-Matrizen mit den in Definition 1.8 1. und 2.
eingefiihrten Operationen ist ein Vektorraum L, d.h. es gilt:

I Gesetze beziiglich der Addition

1. Firalle A,Be Lp gilt: A+ B =B+ A.
2. Firalle A/B,C € Ly gilt: A+ (B+C)=(A+B)+C.

3. Es existiert genau ein beziiglich der Addition neutrales Element O, so
dass fir alle A € La gilt: A+ O = A.



4. Zu jedem A € Ly existiert ein beziiglich der Addition inverses Element
(—A) € La, so dass A + (—A) = O gilt.

I Gesetze beziiglich der Multiplikation mit einer reellen Zahl

1. Firalle A € La und alle , 8 € R gilt: a(BA) = (af)A.
2. Firalle A € La gilt: 1A = A.

11T Distributivgesetze: Fiir alle A,B € La und alle o, 8 € R gilt:
1. (¢ +B)A =aA + [A
2. «(A+B)=aA +aB

Lemma 1.2 (Eigenschaften der Matrizenmultiplikation) Alle auftretenden Pro-
dukte seien definiert.

(1) A-(B-C)=(A-B)-C
(2) A-B+C)=A-B+A-C (A+B)-C=A-C+B-C

(8) Seien A eine (m,n)-Matrix und O eine Nullmatrix vom entsprechenden Typ.
Dann erhdlt man bei Multiplikation mit einer (n, q)-Nullmatrix von rechts A-O =
O cine (m, q)-Nullmatrix und bei Multiplikation mit einer (p, m)-Nullmatrix von
links O - A = O eine (p,n)-Nullmatrix.

(4) (A+B)" = AT +B”
(5) (Al =aAT a€eR
(6) (A-B)T =BT . AT

1.2.3 Die Determinante einer quadratischen Matrix

Definition 1.9 Sei A = (a;;) eine quadratische Matrix der Ordnung n. Determi-
nante n-ter Ordnung von A, bezeichnet als

ai; a1z ... Qip
o1 Q22 ... Q9

det A oder "
Ap1 Ap2 QAnn

heifst eine Zahl, die der Matrix A wie folgt zugeordnet wird:

1. Firn =1 setzen wir det A = aq;.

2. Fir n = 2 lautet die Berechnungsvorschrift: Produkt der Elemente der Hauptdiago-
nale minus Produkt der Elemente der Nebendiagonale. Man spricht von Zeilen, Spal-
ten, Haupt-und Nebendiagonale einer Determinante und versteht darunter Zeilen,
Spalten, Haupt-und Nebendiagonale der zugehdrigen Matrix.

aix a2
a21 A2

det A =

= Q11G22 — A120G21.




3. Fiirn = 3 wird die Determinante nach der Regel von Sarrus berechnet.
a1 Gi2 Qi3

det A — 110922033 + @12023G31 + Q13021032

21 Q22 Q23 | =
—Q13022031 — A11023G32 — (A12021033.

a31 dasz2 G33

4. Firn >4 wird die Determinante mit Hilfe eines Entwicklungssatzes berechnet.

Definition 1.10 (Unterdeterminante, Adjunkte)

1. Die durch Streichung der i—ten Zeile und der k—ten Spalte aus einer Determinante
n-ter Ordnung entstehende Determinante (n-1)—ter Ordnung heifft Unter-
determinante D;;, des Elementes ay,.

2. Die vorzeichenbehaftete Unterdeterminante A;, = (—1)7* Dy, heifit Adjunkte
oder algebraisches Komplement des Elementes a;,.

Theorem 1.2 (Entwicklungssatz) Eine Determinante n—ter Ordnung ldsst sich nach
den Elementen jeder Zeile sowie jeder Spalte entwickeln, wobei sich ihr Wert nicht dndert:

det A = Zai’f A 1 €{1,...,n} Entwicklung nach der i-ten Zeile,
k=1

n

det A = Z ag Ay k €{1,...,n} Entwicklung nach der k-ten Spalte.

1=1

Lemma 1.3 FEs seien A, B quadratische Matrizen der Ordnung n mit den Deter-
minanten det A, det B.

(1) det A = det AT
(2) Vertauscht man in A zwei Zeilen (Spalten), so dndert sich in det A das Vorzeichen.

(8) Die Zeilen (Spalten) von A sind linear abhingig gdw det A = 0, speziell, wenn
A zwei proportionale Zeilen (Spalten) oder eine Nullzeile (Nullspalte) enthdlt, so ist
det A = 0.

(4) Addiert man zu einer Zeile (Spalte) von A Vielfache der entsprechenden Elemente
einer anderen Zeile (Spalte), so andert sich der Wert der Determinante nicht.

(5) Multipliziert man die Elemente einer Zeile (Spalte) von A mit einem Faktor o € R,
so wird det A mit o multipliziert. Man beachte den Unterschied zu Matrizen.

(6) det A-B = det A - det B und det A-B = det B-A.. Dies gilt auch, wenn A-B # B-A

18t.

(7) Ist A eine Diagonalmatrix bzw. eine obere oder untere Dreiecksmatrix, so
gilt: det A = aqqa99 . . . ayny,. Man erhdlt das Produkt der Elemente der Hauptdiago-
nalen.



Beispiel 1.7

1 3 2 1] |1 3 2 1 s 0 4
1 o1 =2 3| o 2 0 4| . B
detA=| 5 4 1 5|70 10 5 7|=CV _1(1) _g _Z = 102
3 2 3 1| |0 —11 -3 —4

1.2.4 Der Rang einer Matrix

Bekanntlich ldsst sich jede (m,n)-Matrix A durch eine Zeile von Spaltenvektoren
A = (a'a? ... a") darstellen.

Definition 1.11 Der Rang r(A) einer (m,n)-Matriz A ist gleich der Mazimalzahl der
linear unabhingigen Spaltenvektoren.

Theorem 1.3 FEs gilt:

(1) r(A) = r(AT) Also ist der Rang r(A) auch gleich der Mazimalzahl der linear
unabhingigen Zeilenvektoren der Matrix A.

(2) r(A) < min(m,n)

(3) der Rang einer Matrix A dndert sich nicht nach Ausfihrung folgender elementarer
Umformungen:

Vertauschen von zwei Zeilen (Spalten) von A,
Multiplikation einer Zeile (Spalte) von A mit einer Zahl A # 0,

Addition des Vielfachen einer Zeile von A zu einer anderen Zeile von A,

Addition des Vielfachen einer Spalte von A zu einer anderen Spalte von A.

Berechnung des Ranges:

Die Ausgangsmatrix

ar a2 a1s A1(s+1) Q1n
21 22 A2 A2(s+1) QA2p,
A= ayq Qg2 T P As(s4+1) c. Qg
A(s+1)1  A(s4+1)2 A(s+1)s  O(s4+1)(s+1) A(s+1)n
Am1 Am2 Ams Am(s+1) Amn

bir bi2 bis bist1y -+ b
0 b22 A bQS bg(s+1) .. bgn
0 0 bss bs(s+1) bsn
0 O .0 0 0
0 O .0 0 0




gebracht, wobei b; # 0 (i = 1,...,s) gilt, d.h. alle Elemente unterhalb der Hauptdia-
gonalen und alle Elemente der (s + 1)-ten bis zur m-ten Zeile verschwinden. Fiir jede
von der Nullmatrix verschiedene Matrix ist dies moglich. Dann ist 7(A) = s.

Speziell entsteht fiir quadratische Matrizen der Ordnung n mit det A # 0 eine obere
Dreiecksmatrix mit von Null verschiedenen Elementen auf der Hauptdiagonalen, deren
Rang gleich n ist, denn nach Lemma 1.3 (3) sind wegen det A # 0 die Spalten von A
linear unabhingig, also 7(A) = n.

Beispiel 1.8 (Rangbestimmung) Fiir

3 -1 4 2
A=|1 2 50
3 -8 -7 4

ergibt sich mittels elementarer Umformungen

3 -1 42 1 2 50
rA)=r| 1 2 50 |=rl0 -7 -11 2 | =2
3 —8 —7 4 0 0 00

1.2.5 Die inverse Matrix

Definition 1.12 FEuxistiert zu einer quadratischen Matrix A der Ordnung n eine
Matrix A~! mit der Eigenschaft A-A~' = A='- A = E,,, so heifit A~! die inverse
Matrix von A. Falls A=' existiert, so heifst A invertierbar, falls nicht, heifft A nicht
invertierbar.

Wir setzen A~! = X und berechnen A~! aus der Matrixgleichung A - X = E,,.

Beispiel 1.9 Die Lisung der Matrizgleichung A - X = Eq fiihrt bei gegebener Matrix

3 =3
A= ( 3 ) .
auf die linearen Gleichungssysteme

3?[]11—31’21 =1 A 3ZL‘12—3$22 =0
—x11+x21 = 0 —T1g + x99 = 1.

Beide Gleichungsysteme sind nicht l6sbar. Folglich ist A nicht invertierbar.

Theorem 1.4 Fine quadratische Matrix A der Ordnung n besitzt genau dann eine
inverse Matrix, wenn detA # 0. In diesem Falle ist A~ die eindeutige Lisung der
Matrixgleichung A - X = E,,

Das Gauf3-Jordan-Verfahren zur Berechnung der inversen Matrix

Sei A invertierbar. Wie aus Beispiel 1.9 ersichtlich, fithrt die Losung der Matrixgleichung
A - X = E,, auf lineare Gleichungssysteme, die wir geichzeitig 16sen. Dazu wird ein An-
fangstableau der Form mittels elementarer Umformungen auf ein Endtablau

der Form gebracht, aus dem man A~! ablesen kann.

10



Beispiel 1.10

2 =2
A:<_3 4) det A=2+#0
A E, | Umformungen
1
2 —2|1 0]I- 5 — 1
Anfangstableau 3
-3 410 1]|I- 5 +1I — 2
1
1 -1 5 O|II+I—1
3
0 1|= 1
2
1 021
Endtableau 3
0 1|=1
2
E, A-!

21
Es ist also A~!= ( 3 ] > und A - A~ = E,.
2

1.2.6 Spezielle Matrizen

Definition 1.13 Fine quadratische Matrix (a;;) der Ordnung n heifst

1. symmetrisch, wenn A = AT, d.h. a;, = ay; firi,k=1,...,n,
2. schiefsymmetrisch, wenn A = —AT, d.h. a;, = —ay; firik=1,...,n,
3. hermitesch, wenn A = KT, wobei A die Transponierte der zu A konjugiert

komplexen Matrix ist,

4. orthogonal, wenn A invertierbar und AT = A~

Beispiel 1.11 (symmetrische, schiefsymmetrische, hermitesche und orthogona-
le Matrizen)

A= ( _; _i ) ist symmetrisch, A = ( (2) _(2) ) ist schiefsymmetrisch,
3 2—13 . . cosp sinp ,

A= : st hermitesch, A= . st orthogonal.
2+13 1 —singp cosy

Theorem 1.5 FEs gilt:

11



(1) Fiir jede Matrix sind A - AT und AT - A symmetrische Matrizen.

(2) Jede quadratische Matrix ldsst sich in eine Summe aus einer symmetrischen
und einer schiefsymmetrischen Matrix zerlegen: A = 3 (A+AT)+1 (A—AT).

(3) Wenn A und B orthogonal, so sind auch A -B, B+ A und A~! orthogonal.

(4) Fir orthogonale Matrizen ist detA = +1, die Umkehrung gilt i. Allg. nicht.

1.3 Lineare Gleichungssysteme
1.3.1 Losbarkeit linearer Gleichungssysteme

Beispiel 1.12 Aus handelstiiblichem Aluminium kann man eine neue harte und relativ
leichte Legierung herstellen, wenn diese Legierung genau 4% Titan und 2% Chrom enthilt.
Reines Titan und Chrom sind aber sehr teuer. Man versucht daher, die entsprechende Mi-
schung aus Aluminium—"Titan—Chrom—Legierungen herzustellen. Vier Legierungen werden
angeboten. Der jeweilige Titan—bzw. Chromgehalt kann der folgenden Tabelle entnommen
werden, ebenso der Preis pro Tonne in €.

| | Anteil Titan (%) | Anteil Chrom (%) | Preis pro Tonne (€) |

Legierung A 6% 1% 2000 €
Legierung B 1% 3% 1000 €
Legierung C 4% 0% 3000 €
Legierung D 3% 4% 2000 €

Man bendtigt genau eine Tonne der neuen Legierung. Es ergeben sich folgende Fragen aus
der Sicht des Anwenders:

1. Kann man die Legierungen A, B, C, D in genau solchen Mengen einkaufen, etwa
x1 Tonnen von A, xo Tonnen von B, x3 Tonnen von C und x4 Tonnen von D, so
dass sich hieraus genau eine Tonne der neuen Legierung zusammenschmelzen ldasst?

2. Gibt es, falls dies maglich ist, mehrere Moglichkeiten?

3. Welche Mdoglichkeit ist am preiswertesten?

Mathematische Formulierung zur 1. Frage: Bestimme x1, xo, T3, x4 derart, dass die fol-
genden Bedingungen gleichzeitig erfillt sind:

r1 + To + T3 + T4 = 1
6 1 4 3 4
mxl + ml’z + ml’;; + ﬁm = m
1 3 4 2
007 T 100" 007 T 100

Die erste Gleichung bedeutet, es soll genau 1 Tonne der Legierung produziert werden.
Die zweite driickt aus, dass die produzierte Legierung 4% Titan enthalten soll. Die dritte
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besagt, die produzierte Legierung soll 2% Chrom enthalten. Multipliziert man die zweite
und dritte Gleichung mit 100 durch, so hat das lineare Gleichungssystem die Form

T + xy 4+ wy + w1y = 1
6x1 + a9 + 4dx3 + 3xr4y = 4

Die beiden anderen Fragen lassen sich auch mit Hilfe der Mathematik beantworten. Dabei
st zu beachten, dass aus praktischer Sicht nur nichtnegative Losungen sinnvoll sind.

Definition 1.14 (lineare Gleichungssysteme)

1. Ein Gleichungssystem der Form

41171 + A12T2 + ...+ 1Ty = Y1
anT1 + Aoy + ...+ A2, T, = Yo (1.1)

heifst ein lineares Gleichungssystem (1GS) aus m Gleichungen mit n Unbekann-
ten. Dabei ist m > n, m = n oder m < n zuldssig. Ferner sind a;x, y; € R (i =
1,...,m; k=1,...,n), bekannt und x;, € R (k =1,...,n) unbekannt.

Kurzbezeichnung: > agxr =vy; (i=1,...,m)
k=1

Vektorielle Schreibweise: Ax =y,

wobei A die Koeffizientenmatriz, x der Losungsvektor undy der Vektor der rechten

Seiten des 1GS (1.1) ist:

aypr Qi ... Qip T Y1

A — 921 929 .. Qop . ) . Y2
= 5 X = : ; y =

Am1 Am2 ... AOmn Ty Ym

2. Fin geordnetes n-Tupel (cy,...,c,) heifft Losung eines (m,n)-1GS, wenn die Er-
setzung der Variablen xy durch ¢ (k = 1,...,n) alle Gleichungen in eine wahre
Aussage tberfihrt.

3. Giltin (1.1) y; =0 fir alle i (i = 1,...,m), so heifit das (m,n)-1GS homogen.

4. Gilt in (1.1) y; # 0 fiir wenigstens ein @ (i = 1,...,m), so heifit das (m,n)-1GS
inhomogen.

5. Die stets existierende Losungx = © des Systems Ax = © heifst die triviale Losung
dieses Systems. Dabei bezeichnet © = (00 ... 0)T den Nullvektor.

6. Von © verschiedene Losungen des Systems Ax = © heiffen nichttriviale Losun-
gen dieses Systems.

13



Sei m = n = 2. Wir betrachten das inhomogene 1GS

a11T1 + apTs = N (1.2)
2171 + A22Ts = Yo '
zusammen mit dem homogenen 1GS
a1 —+ 19T = 0
1.3
a1y + agry = 0. (1.3)

Durch (1.2) und (1.3) sind jeweils zwei Geraden g; und ¢, in der Ebene festgelegt.

1. Sei (1.2) unlésbar (iiberbestimmtes System), dann sind g; und g, parallel zuein-
ander, wobei g1 # ¢y gilt.

2. Ist (1.2) 16sbar, so gibt es zwei Fiille:

(1) (1.2) besitzt genau eine Losung (bestimmtes System), dann besitzen g; und
g2 genau einen Schnittpunkt.

(2) (1.2) besitzt unendlich viele Losungen (unterbestimmtes System), dann
fallen g, und g, zusammen: g, = gs.

3. (1.3) ist stets losbar und es gibt zwei Félle:

(1) (1.3) besitzt nur die triviale Losung, dann schneiden sich ¢g; und go im Null-
punkt.

(2) (1.3) besitzt unendlich viele nichttriviale Losungen, dann ist g; = go.

Ziel: Untersuchung von 1GS mit m,n € N und m > n, m =n oder m < n.

Im Weiteren betrachten wir das inhomogene 1GS

Ax=y (1.4)
zusammen mit dem zugehorigen homogenen 1GS

Ax=0 (1.5)

und die Koeflizientenmatrix A zusammen mit der erweiterten Koeflizientenmatrix B:

@11 di2 ... Qip a1; Q12 ... AQip Y1
A — a1 A2 A2n B — Q21 A22 Qon Y2
Am1  Am2 Amn Am1 Am2 Amn Ym

Theorem 1.6 (Inhomogene 1GS)

(1) Ax =y istlosbar <= r(A) = r(B) (Satz von Kronecker und Capelli).

(2) r(A) <r(B) <= Ax =y ist unlisbar.
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(3) Es gelte r(A) =r(B) (d.h. das 1GS ist 16sbar). Setzen r(A) =r(B) =r.

A x =y besitzt genau eine Losung <= r = n(n Variablenanzahl),

A x =y ist nicht eindeutig lésbar <= r <n.

Theorem 1.7 (Homogene 1GS)

(1) Ax = O ist stets 16sbar, denn r(A) = r(B) ist immer erfillt.
(2) Setzen r(A) =r(B) =r.

A x = O besitzt nur die triviale Losung <= r = n(n Variablenanzahl),

A x = O besitzt nichttriviale Losungen <= r <n.

Beispiel 1.13 (Lésbarkeit)

(1) Homogenes System (m < n)

21’1+3[L’2+l’3+1’4:0

— r1 — ) + Ty = 0

Ty + 2129 + x3 + 224 = 0
2 311 2 31 10
A= -1 -1 0 1 B = -1 -1 0 1 0
1 21 2 1 21 2 0

r(A) =r(B) = 2 = Das homogene System ist 16sbar.
r(A) =r =2 <4 =n = Das homogene System ist nicht eindeutig losbar.

(2) Inhomogenes System (m > n)

r1 — Ty — T3 = 2
2v1 + x9 + 33 = 4
23[’1 — 2[[‘2 — r3 = 1
T — T2 + w3 = 2
1 -1 -1 1 -1 -1 2
2 1 3 2 1 3 4
A= 2 =2 -1 B = 2 =2 -1 1
1 -1 1 1 -1 1 2
1 -1 -1 1 -1 -1 2
0 3 5 0 3 5 0
r(A)=r o o 1|7 3 rB)=r 0o 0 1 -3 |7 4.
0 0 0 0 0 0 6

r(A) # r(B) = Das inhomogene System ist nicht 16sbar.
Die Lésungsmenge der Gleichung Oxy + Oxq + 0z3 = 6 ist leer.
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1.3.2 Losungsstruktur 1GS

Sei A eine (m,n)-Matrix mit 7(A) = r und r < n. Gesucht sind alle Losungen des 1GS
(1.5) bzw. des 16sbaren 1GS (1.4), bzw. gesucht ist eine geeignete Darstellung dieser
(unendlichen) Losungsmenge.

Problem: Kann man stets eine endliche Anzahl linear unabhingiger Lésungen
x! x% ..., x” des Systems (1.5) auswihlen, derart, dass sich jede Lésung von (1.5) als

Linearkombination von x',x2, ..., x? darstellen lisst?

Lemma 1.4 Die Menge der Losungsvektoren des 1GS (1.5) bildet einen Unterraum
L" des Vektorraumes R" wobei dimL" = n —r gilt.

Definition 1.15 (Fundamentalsystem, allgemeine Lésung des homogenen 1GS)

1. Jede Basis des (n — r)-dimensionalen Unterraumes L" heifit ein Fundamental-
system von (1.5).

2. Bilden die Lésungen b!, b2, ... b"" ein Fundamentalsystem von (1.5), so heifit
x" = ¢b! + ob? + ... + ¢,_,b"" mit beliebigen Konstanten ¢; € R (i =

a

1,2,...,n —r) die allgemeine Lésung des homogenen 1GS (1.5).

Theorem 1.8 (Losungsstruktur unter Verwendung des Begriffs allgemeine Lésung)

(1) Die allgemeine Lésung von (1.5) bildet einen Unterraum der Dimension n —r
des Vektorraumes R". Jede Losung von (1.5) ldsst sich als Linearkombination
eines beliebigen Fundamentalsystems von (1.5) darstellen.

(2) Die allgemeine Losung eines losbaren inhomogenen 1GS der Form (1.4) bildet
eine lineare Mannigfaltigkeit in R"™, d.h., sie setzt sich additiv zusammen aus
einer speziellen Losung x™" von (1.4) und der allgemeinen Lésung x des
zugehorigen homogenen 1GS (1.5).

Beispiel 1.14 Wir betrachten das homogene 1GS aus Beispiel 1.13. Wegen n = 4 und
r =2 gilt dimL" = 2, d.h., je zwei linear unabhiingige Losungsvektoren bilden ein
Fundamentalsystem des homogenen 1GS. Dann gilt nach Theorem 1.8 (1):

I 1 4
h To . —1 —3
T4 0 1

Wir betrachten nun ein inhomogenes System zu diesem homogenen System mit
einer rechten Seite y' = (101). Dann gilt nach Theorem 1.8 (2):

-1 1 4
Xahzxsh+XZ= 0 + 1 + co 0
0 0 1
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1.3.3 Losungsverfahren

Wir unterscheiden exakte Verfahren (endlich viele Schritte fithren zur exakten Losung)
und Iterationsverfahren (unendlich viele Schritte fithren zur exakten Losung, da nur end-
lich viele Schritte durchfiihrbar sind, erhélt man eine Naherungslosung). Das bekannteste
exakte Verfahren ist der Gauf3-Algorithmus. Dabei wird die Frage der Losbarkeit
automatisch geklért. Es ist fiir beliebige (m,n)-1GS anwendbar. Iterationsverfahren zur
Losung von 1GS sind z.B. das Jacobi-Verfahren oder das GauB-Seidel-Verfahren (Ver-
wendung bei der numerischen Losung von 1GS).

Der Gauf3-Algorithmus Das (m,n)-1GS Ax = y wird mittels elementarer Umfor-
mungen der Matrix B nach endlich vielen Schritten in das so genannte gestaffelte 1GS
iiberfithrt. Es treten folgende Félle gestaffelter Systeme auf:

1° 1GS eindeutig l6sbar

a1 + 199 + ...+ ATy = Y;
Q229 + ... + Qo = Y2
AppTn = Yn-

Sei a; #0 (i =1,...,n). Dann gilt 7(A) = r(B) = n. Das gestaffelte System ist
nach Theorem 1.6 eindeutig 16sbar und somit auch Ax =y.

2° 1GS 16sbar, aber nicht eindeutig l6sbar

aj1ry + a1e®e + ...+ a1 T o Ay = Y
dQQ.TQ + ...+ ELQTJZT + ELQ(T+2).TT+1 + ...+ dgnxn = gg
Apr Ty + dr(rJrl)xr—i—l +.. tamr, = Y

Seia; #0 (i=1,...,7). Dann gilt r(A) = r(B) = r < n. Das gestaffelte System
ist nach Theorem 1.6 nicht eindeutig l6sbar und somit auch Ax =y.

3° 1GS unlosbar

C~LHZE1 + (~112I2 + ...+ (Nlh«l’r + (Nll(T_H)ZEH_l + ...+ dlnxn = Y
A2%2 + ... + A2p Ty + Qo(r42)Trg1 + - - -+ A2, T = Y2
Apry + &r(r+1)$r+1 +.. AT, = gr
0 = gr+1 7é 0
0 = G 0.

Hier gilt (A) # r(B). Das gestaffelte System ist nach Theorem 1.6 unlésbar, und
somit auch A x =y. Die Losungsmenge der letzten m — r Gleichungen ist leer.
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Bemerkung 1.1 Die oberen Dreiecksmatrizen A der Ordnung n bzw. r kann man
dhnlich wie beim Gauf3-Jordan-Verfahren (vgl. Beispiel 1.10) durch weitere elementare
Umformungen auf Einheitsmatrizen der Ordnung n bzw. r bringen.

Beispiel 1.15 (Gauf3-Algorithmus)

(1) 1GS eindeutig 16sbar

4CC1 + i) = 6 433’1 + ) = 6
ry — Ty + 5LL’3 = 14 5I2 - 20I3 = — 50
2ZE1 + 21’2 - 3[L’3 = — 3 — 10[)33 = — 30

Die eindeutige Losung lautet:

1'1:1 ZL’QZQ {['3:3.

(2) 1GS l6sbar, aber nicht eindeutig losbar (vgl. Beispiel 1.12)

rT + X9 + X3 + Ty = 1 Ty + To + T3 + Ty = 1
6r1 + o + 4dx3 4+ 3x4y = 4 — Dbxy — 23 — 3x4 = —2
T + 3£L'2 + 41‘4 = 2 - 91’3 + 9(E4 = 1

Die allgemeine Losung lautet:

1 2/3 -1

inh X2 . 4/9 -1

I O I 70 I

T4 0 1

(8) 1GS unlésbar
201 + 3x9 4+ 23 + x4 = 1 201 + 3x9 + x3 + x4 = 1
— rT — ) + Ty = 2 T2 + Z3 + 31’4 =

171+2ZL’2—|—173+25L’4:1 0 = 4

Die letzte Gleichung des gestaffelten Systems ist nicht erfillbar.

1.4 Matrixeigenwertprobleme

Matrixeigenwertprobleme spielen in der Theorie der chemischen Bindung eine bedeu-
tende Rolle.

Wir betrachten das 1GS A x = y mit einer quadratischen Matrix A der Ordnung n
als eine Abbildung A : R" — R"™. Diese Abbildung ist linear, d.h., es gilt:

Ax+y)=Ax+Ay VxyeR"” A(ax) =aAx VxeR", VaeR
und suchen alle Vektoren x (x # 0), die durch die linare Abbildung A in ein Viel-

faches von sich selbst {ibergehen. In der Matrixschreibweise heift dies: Gesucht sind alle

Vektoren x (x # 0), die das 1GS
Ax=Xx <<= Ax=)Ex <<= (A—-)E,)x=06 AeRvaeC (1.6)
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erfiillen, wobei E,, die Einheitsmatrix n-ter Ordnung ist. Das 1GS (1.6) besitzt die
Koeffizientenmatrix A — AE,, und ist homogen, also stets 16sbar. Wir sind nur an nicht-
trivialen Losungen x des IGS (1.6) interessiert und solche existieren bekanntlich gdw
r(A — A\E,) < n gilt.

Definition 1.16 (charakteristische Matrix, charakteristische Gleichung)

(1) Die Matrix

(CLH — )\) a12 Q1n
(A B /\En) _ as (a/22 — )\) Aan (1 7)
an1 an2 (ann - )\)

heifst charakteristische Matrix von A.

(2) Die Gleichung

(an - )\) 12 A1n
det(A —AE,) =| @ (27N . ew (1.8)
an1 QAn2 (ann )\)

heifst charakteristische Gleichung von A.

Aus (1.8) erhélt man ein Polynom P(\) = det (A —\E,,) n-ten Grades in A (das charak-
teristische Polynom von A), welches nach dem Fundamentalsatz der Algebra héchstens
n verschiedene (reelle oder komplexe) Nullstellen Ay, ..., A, hat. Fiir P(\) gilt mit den
Vielfachheiten n; (i = 1,...,k) der NS die Darstellung

Fiir diese A; (1 = 1,...,k) besitzt das 1GS (1.6) stets nichttriviale Lésungen, da die
Koeffizientendeterminante des 1GS verschwindet. Somit sind ihre Spalten nach Lemma
1.3 (3) linear abhingig und folglich ist r(A — \E,,) < n.

Definition 1.17 Die NS des charakteristischen Polynoms P()) heiffen Eigenwerte
der Matriz A. Die zu A = \;(i = 1,...,k) gehirigen nicht trivialen Losungsvektoren
des homogenen 1GS (A — \E,,) x = O heiffen Eigenvektoren der Matriz A.

Die Eigenvektoren sind als nichttriviale L6sungen eines homogenen 1GS bis auf
einen von Null verschiedenen Zahlenfaktor bestimmt, d.h. ist x eine Losung, so gilt dies
auch fiir cx, falls ¢ reell und verschieden von Null ist. Folglich bleibt der Betrag dieser
Vektoren unbestimmt. Deshalb betrachtet man normierte Eigenvektoren mit dem Be-
trag Eins. Ein Eigenvektor x von A wird normiert, indem man ihn durch seinen Betrag
dividiert. Wir setzen also z = |z—|, woraus |z| = 1 folgt.

Losung eines Matrixeigenwertproblems
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1. Man bestimmt aus (1.8) die Eigenwerte der Matrix.

2. Man 16st fiir jeden Eigenwert \; (i = 1,...,k) das zugehérige homogene 1GS
(A — N\E,)x = © und bestimmt so den oder die zum Eigenwert \; zugehorigen
Eigenvektoren.

Theorem 1.9 Das Matrixeigenwertproblem (1.6) besitze n paarweise voneinander
verschiedene i. Allg. kompleze Eigenwerte A\, Ao, ..., A\, d.h. in (1.9) ist n; = 1 fir alle
i(i=1,...,k). Dann gilt fir die Eigenvektoren der Matriz A:

(1) zu jedem Eigenwert )\; gibt es genau einen Eigenvektor x',

(2) die insgesamt n verschiedenen Eigenvektoren x!,x? ... x" der Matriz A sind
linear unabhingig.

Beispiel 1.16

_ 10 L (@=X) 0 _ _
A—(_1 2) det(A — \Ep) = 1 (2_)\)‘—(1—)\)(2—)\)—0
Zum Eigenwert A\ = 1 gehirt das 1GS
0 r11 + 0 To1 — 0 1 1 1 1
pr— 1 pr— —_— =
M - T+ Ty = 0 ‘ V2 ( 1 ) a
Zum Eigenwert \o = 2 gehort das 1GS
o — x12 + 0 x99 = 0 2 92 0 21 _
Ao =2 N S X =1z = (1) |z°| = 1.

Der Eigenvektor x? ist bereits normiert. Die beiden Eigenvektoren sind gemdfl Theo-
rem 1.9 linear unabhiingig. Fs gilt: Ax! = \;x! = x!, Ax? = \x? = 2x2.

Matrixeigenwertprobleme, bei denen unter den n Eigenwerten nur k£ < n verschie-
dene Werte auftreten, konnen unter Umstdnden weniger als n linear unabhingige
Eigenvektoren besitzen.

Theorem 1.10 Das Matrixeigenwertproblem (1.6) besitze unter den insgesamt n Ei-
genwerten genau k paarweise voneinander verschiedene i. Allg. komplexe Eigenwerte
Ay A2, -« oy A mit den Vielfachheiten nq,ng, ..., ng (ng+ng+...+ng =n), d.h. in (1.9)

ist n; > 1 fiir wenigstens ein i (i = 1,...,k). Ist \; der i—te Eigenwert der Vielfach-
heit n; und ist r(A — N\, E,) = 1;, so gibt es zu A\; genaun —7r; mit 1 < n—r; < n;
linear unabhiingige Eigenvektoren x!,x},...,x}_,. . Insgesamt besitzt das Matri-

xeigenwertproblem (1.6) dann genau

Z(n—ri):(n—r1)+(n—r2)+...+(n—rk)

=1

linear unabhingige Eigenvektoren mit

k k
kSZ(n—n) ani:n.
i=1 i=1
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Beispiel 1.17

A= ( (1) 8 ) A =0 st Eigenwert der Vielfachheit n, = 2.

r(A—MEy) =r ( (_1)\1) (_2\1) ) =r =1

Esist1=n—1r <ny =2, also gibt es zum Eigenwert \; = 0 der Vielfachheit 2 genau

einen Eigenvektor
Xl =l = ( X ) |

Theorem 1.11 Sei A eine reelle symmetrische Matrix. Dann besitzt das Matrixei-
genwertproblem (1.6) folgende Eigenschaften:

(1) alle Eigenwerte sind reell,
(2) es gibt insgesamt genau n linear unabhingige Eigenvektoren,

(3) Eigenvektoren, die zu verschiedenen Eigenwerten gehiren, sind zueinander
orthogonal,

(4) zu jedem Eigenwert X\; der Vielfachheit n; > 1 existieren genau n; linear un-
abhingige Eigenvektoren xi, xb, ..., x , dh. n—r; = n; fir alle i (i =
1,...,k). Die Eigenvektoren kinnen normiert und, falls sie nicht orthogonal
sind, stets durch geeignete Verfahren orthogonalisiert werden.

Beispiel 1.18

A= ( L0 ) A =1 st Eigenwert der Vielfachheit ny = 2.
B o =XN) 0 e
’I"(A )\1E2) =T ( 0 (1 . )\1> =T = 0.

Esist1 <n—ry=ny =2, also gibt es zum Eigenwert \; = 1 der Vielfachheit 2 genau
zwet linear unabhingige Eigenvektoren

1 0
dwa(3) i ()

die schon zueinander orthogonal und normiert (orthonormiert) sind.

Theorem 1.12 Fiir eine Matrix in Diagonal-oder Dreiecksgestalt stimmen die Eigen-
werte mit den Elementen in der Hauptdiagonalen tiberein:

Ai:aii (Z:1,2,,7’L)
Problem: Gibt es fiir eine lineare Abbildung A : R” — R", dargestellt durch eine

quadratische Matrix der Ordnung n, eine Basis des R" beziiglich welcher A durch
eine Diagonalmatrix dargestellt wird?
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Theorem 1.13 Zu jeder reellen symmetrischen Matrix A ldsst sich eine reelle or-
thogonale Matrix P finden, derart, dass die transformierte Matriz B = PT AP Dia-
gonalgestalt besitzt. Die Transformationsmatriz P enthdlt in der j-ten Spalte die Ko-
ordinaten des j-ten normierten Eigenvektors z’ der Matriz A. Die Diagonalelemente

bi; der transformierten Matrizx B = PT AP sind identisch mit den Eigenwerten )\; der
Matriz A.

Die gesuchte Basis besteht aus den orthonormierten Eigenvektoren der Matrix A.
Die Achsen des Koordinatensystems, erzeugt von den Eigenvektoren, heiflen Haupt-
achsen. Die Matrix P der normierten Eigenvektoren diagonalisiert die Matrix
A. Die durch B erzeugte lineare Abbildung ist lings der Hauptachsen eine reine
Streckung bzw. Stauchung mit dem Zentrum im Koordinatenursprung.

Definition 1.18 Die durch die reelle orthogonale Matrix P erzeugte Transformation
heifst Hauptachsentransformation der reellen symmetrischen Matriz A.

Zahlreiche Probleme in Physik und Chemie erfordern die Diagonalisierung einer symme-
trischen Matrix, z.B. die Berechnung der Normalschwingungen eines Molekiils und die
Losung der Schrodinger-Gleichung.

Beispiel 1.19 In Zusammenhang mit der Behandlung des Athylen—Molekiils CoHy nach
der Hiickel-Molekular—Orbital-Methode (HMO-Methode) tritt die folgende als Struktur-

matrix bezeichnete reelle symmetrische Matriz auf:

)1

_ (01 _ | ( Y
A—(1 O) det(A—)\Eg)—‘ 1 (_)\)‘—)\ 1=0
Zu den Eigenwerten \; = —1 und Ay = 1 gehéren die normierten Eigenvektoren

5 (1) w5 ()
\/§ -1 \/§ 1 /)
Dann st

1 11 1 1 -1
IR N - T _p-1_ _+
P—(zz)—\/ﬁ<_11> mit P =P \/§<1 1)
die reelle orthogonale Matriz, fiir die die Behauptung von Theorem 1.13 gilt:
1 1 -1 0 1 1 11 -1 0
— pT - — =
s=rrar=o (0 ) (Vo) (o i)=(Ton)
Die Richtungen der Hauptachsen sind durch z' und z* bestimmt.

Beispiel 1.20 Die Energiematriz eines w—FElektronensystems vom linearen Molekiiltyp
XY X besitzt in der HMO-Ndiherung (Hickel-Molekular—Orbital-Néiherung) die Gestalt

(075} ﬁ 0
E=10 a 0
0 ﬁ Qaq

Berechnen Sie die (Energie—) Eigenwerte und Eigenvektoren der Matriz E.
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2 Vektoranalysis

2.1 Vektorfunktionen

Definition 2.1 Wird jedem Wert einer skalaren Variablen t mit t € [t1,1ts] ein Orts-
vektor r(t) zugeordnet, dann heifit r(t) Vektorfunktion der skalaren Variablen t. Die
Endpunkte von r(t) liegen in der Ebene auf einer ebenen Kurve bzw. im Raum auf einer
Raumkurve, die wir mit C' bezeichnen.

Deutet man die skalare Variable ¢ als die Zeit, so beschreibt r(t) die Bahnkurve eines
Massenpunktes. Die skalare Variable kann auch andere Bedeutungen haben, z.B. kann ¢
ein Winkel sein.

Wie fiir konstante Ortsvektoren gilt:

1. in der Ebene

2. im Raum

r(t) = z(t)i+y(t)j

t)

y(t)

t)

Dabei gilt: D(r) = [t1,ta], W(r) = C, r(t1) (r(t2)) ist der Ortsvektor des Anfangs-

punktes P, = (x(t1),y(t1), 2(t1)) (Endpunktes P, = (x(t2),y(t2), 2(t2))) von C.

Die Koordinatenfunktionen (z(t),y(t)) bzw. (z(t),y(t),z(t)) einer Vektorfunktion
nennt man auch eine Parameterdarstellung der ebenen bzw. Raumkurve. Eine Kur-
ve kann durch mehrere Parameterdarstellungen beschrieben werden.

-
—~
@4\
I
@;.

Beispiel 2.1 (Parameterdarstellungen von Kurven)

(1) Kreislinie x* + y* = o (implizite Darstellung)

1° Der Parameter t sei der Winkel zwischen dem Ortsvektor r(t) eines Punktes
P auf der Kreislinie und der positiven Richtung der x-Achse. Dann gilt:

x(t) = acost, y(t)=asint t €0, 27].
2° Der Parameter T sei der Anstieg der Geraden durch die Punkte O und P. Dann
qgilt:

T:tant:g:>y:x7' und $2+y2=a2:>x2—|—x27-2:a2,
z

also
a at

N =g
iz WA

x(r) ==+ T €] — 00,400 ].
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(2) Die Schraubenlinie als Beispiel einer Raumkurve

Wir betrachten einen geraden Kreiszylinder mit dem Radius a, dessen Grundfliche
in der xy-FEbene liegt und dessen Rotationsachse durch den Koordinatenursprung
geht. Gesucht ist die Bahnkurve eines Punktes P = (x,y, z) auf dem Zylinderman-
tel, der sich wm die Rotationsachse mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w dreht
und gleichzeitig parallel zur Rotationsachse eine Aufwdirtsbewegung mit konstanter

Geschwindigkeit v ausfithrt. Wir setzen p := Y. Ferner sei t der Winkel zwischen
w
der Geraden durch die Punkte O und P', wobei P’ die senkrechte Projektion von P

in die xy—FEbene ist, und der positiven Richtung der x—Achse. Die Aufwdirtsbewegung
erfolge proportional zu t. Dann gilt:

z(t) = acost, y(t)=asint z(t)=pt te€]0,2n].

Der Héhenunterschied, den der Punkt P bei einer vollen Umdrehung durchliuft,
heifst Ganghohe h. Mithin ergibt sich, wenn T die Zeitdauer fiir eine volle Umdre-
hung bezeichnet

v T h

w  2r 27

Deshalb heifit p auch die reduzierte Ganghdhe.

p:

Definition 2.2 Wird jedem Vektor g € D C R™ (D - Bereich) eindeutig ein Vektor
f € R™ zugeordnet, so nennt man diese Abbildung eine m-dimensionale Vektorfunktion
von n unabhdngigen Variablen.

Bezeichnungen: f =£(g) g e D(f) CR" mit f;(g1,-...9,) (G=1,...,m).

Es sei speziell n = 2 und m = 3. Mit den Bezeichnungen f =r, fi =2, fo =y f3 =
Z, g1 = u, go = v beschreibt die dreidimensionale Vektorfunktion von zwei unabhéngi-
gen Variablen

r(u,v) = z(u,v)i+ y(u,v)j + z(u,v)k

eine Flache S im Raum. Wir definieren die Vektorfunktion auf dem Rechteck
Ruv={(u,v) a1 <u <as Aby <v < by ay, as, by, by € R},

d.h. D(r) = R,, und es gilt W(r) = S.
Beispiel 2.2 (Parameterdarstellungen von Fléichen)

(1) Kugeloberfliche 22 + y* + 2° = a?

Sei o der Winkel, den die Projektion der Strecke OP auf die xy-Ebene mit der
positiven x—Achse einschliefit (0 < ¢ < 2m), wobei der Winkel im mathematisch
positiven Sinne gemessen wird, wihrend 6 den Winkel, den die Strecke OP mit der
z-Achse einschliefit (0 < 6 < 7), bezeichnet. Dann gilt:

r=acosypsinf, y=asingsinf, 2z =acosb,

definiert auf dem Rechteck Ry9 = {(,0)|0 <@ <2r A0 <60 < 7}.
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(2)

2.2

Zylindermantelfliche x* + y* = a?
Der Winkel ¢ habe diesselbe Bedeutung wie in Beispiel 2.2 (1). Dann gilt:

r=acosp, yYy=asny, z=2z,

definiert auf dem Rechteck R, . = {(¢,2)|0 <@ <21 ANz < 2 < 2}.

Skalar- und Vektorfelder

Definition 2.3 (Skalarfeld, Vektorfeld)

1.

2.

FEine in D C R? definierte skalare Funktion
U=U(r)=U(z,y,2)

heifit Skalarfeld (SF) in D (n=3,m =1).
FEine in D C R? definierte Vektorfunktion

v=v(r) =v(z,y,2) =v(zy 2)i+ v,y 2)j+ vs(z,y,2)k
heifit Vektorfeld (VF) in D (n =m = 3).
Eine skalare Feldgrofle ist durch einen Skalar bestimmt.
Skalarfelder sind z.B. Temperaturfelder.

Eine vektorielle Feldgrofle ist durch drei skalare Feldgrofien bestimmt.
Vektorfelder sind z.B. Geschwindigkeitsfelder, Beschleunigungsfelder, Kraftfelder.

Wir betrachten nur zeitlich sich nicht dndernde Felder, so genannte stationére Felder.
Andern sich die Felder noch nach der Zeit, so spricht man von instationiren Feldern.
Dann ist U = U(r,t) und v = v(r, ).

Wichtige Typen von Feldern

10

20

30

40
50
60

Ebenes SF: U = U(xz,y), U héngt nicht von z ab.

Zentralsymmetrisches SF: U(x,y,z) = U(r) = f(r) r =|r| = /22 + 3% + 22,
U héngt nur vom Abstand des Punktes vom Koordinatenursprung ab.

Axialsymmetrisches SF: U = U(y/2?+y?), U héngt nur vom Abstand des
Punktes von der z-Achse ab.

Ebenes VF: v =v(z,y) = vi(z,y)i +vo(z,y)j, vs(z,y) =0 V(x,y).
Zentralsymmetrisches VF: v(v,y,2) =v(r) = f(r)r r=zi+yj+zk.

Axialsymmetrisches VF: v = f(\/22 + y?)(zi + yj).

Betrachtet man einen Kreiszylinder mit der z-Achse als Zylinderachse und dem Ra-
dius p = \/x? + y?, dann hat v in jedem Punkt der Zylinderoberfliche den gleichen
Betrag der Grofle |v] = |f(p)| p und steht senkrecht auf ihr.
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Beispiel 2.3 (Skalarfeld, Vektorfeld)

(1) Das Potenzial U einer sich im Koordinatenursprung befindlichen Punktladung @
wird durch ein rdumliches SF

der  4qme /2?2 4 y? + 22

beschrieben, wobei € die Dielektrizitdtskonstante bezeichnet.

U=U(z,y,z2): f(r) r#0 (2.1)

Ein raumliches SF ldsst sich mit Hilfe von Niveauflichen veranschaulichen. Dies
sind Flichen, die der Gleichung U(z,y, z) = ¢, ¢ € R geniigen. Ein ebenes SF kann
man durch Niveaulinien, die die Gleichung U(x,y) = c erfiillen, darstellen.

Fiir das Temperaturfeld (1.1) ist ¢ > 0 zu wahlen und man erhdlt als Niveauflichen

eine Schar von Kugeln in Mittelpunktslage und dem Radius

TEecC

(2) Gegeben sei das ebene VF
v =v(z,y) =yi+ zj. (2.2)

Man kann ein VF veranschaulichen, indem man im Endpunkt jedes Ortsvektors r
einen Pfeil, der v(r) reprdsentiert, mit seinem Anfangspunkt anheftet. Fine weitere
Veranschaulichung ist mit Hilfe von Feldlinien mdglich. Dies sind Kurven, deren
Tangentenrichtung in jedem Punkt mit der Richtung, die das VF in diesem Punkt
vorgibt, tibereinstimmt (Losungen von Differenzialgleichungssystemen).

Fiir das ebene Kraftfeld (2.2) erhilt man als Feldlinien Hyperbeln.

Voraussetzung: Im Weiteren seien alle betrachteten Funktionen zweifach stetig dif-
ferenzierbar im betrachteten Bereich D.

Definition 2.4 Seien (x,y,2) die kartesischen Koordinaten eines Punktes P € R3. Der
Differenzialoperator

. 0. 0

heifft Nabla-Operator (Vektorieller Differenzialoperator).

2.3 Produkte des Nabla-Operators mit einem SF bzw. VF

Definition 2.5 Sei U(r) ein SF. Gradient von U(r) heifst das VF

8_U

0 0 0 gl’
v, ou. ou. | ou
ou

0z

SF U = VF gradU grad U = VU
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Bemerkung 2.1 Die Endpunkte der Ortsvektoren r,r + dr, wober dr = dxi+ dyj+
dzk ein hinreichend kleiner vektorieller Zuwachs von v ist, der 1. Allg. nicht die gleiche
Richtung wie r besitzt, mogen in D(U) liegen. Das totale Differenzial des SF U(r) ist
unter Verwendung des Gradientenbegriffs darstellbar in der Form

dU = g—(x] dx + g—(y] dy + g—g dz = (grad U, dr) = |grad U||dr| cos ¢, (2.3)

wobei p der Winkel zwischen grad U und dr ist.

Falls dr in der Tangentialebene einer Niveauflache liegt, so ist
Ur)=c und U(r+dr)=c also AqU =U(r+dr)—U(r) =0. (2.4)

Bekanntlich gibt AqU die Anderung des SF U bei Bewegung von r nach r + dr an. Auf
Grund unserer Differenzierbarkeitsvoraussetzungen ist Aq,U =~ dU. Dann ist wegen (2.4)

auch AU = 0. Mit (2.3) gilt dann (grad U,dr) = 0 und somit p = g, d.h., fiir jeden Punkt

Py € D(U) ist gradU ein Vektor, der auf der durch Py hindurchgehenden Niveaufliche
U(r) = ¢ senkrecht steht.

Definition 2.6 Sei 1° der zur Richtung | gehérige Einheitsvektor und U(r) ein SF.
Wir legen durch den Endpunkt P, des Ortsvektors ry in Richtung von 1 eine Gerade
I. Diese besitzt die PRG r(t) = rg + t1° t € R. Betrachten wir U(r) nur auf dieser
Geraden, so erhalten wir eine Funktion g(t) = U(rq+t1°). Die Ableitung g'(0) heifit dann
Ableitung von U(r) im Punkt Py in Richtung | oder Richtungsableitung

g(At) — g(0) . U(rg+ At 19) — U(ry) - AU _ GU(ro)'

/ . — —
g(0) = lim =—7—— = lim, Al Am Ay ol

In einem kartesischen Koordinatensystem, d.h. ro = xoi+yoj + 20k und 1° = i+ lj+ sk
qgilt die Differenziationsregel:

8U(r0) . aU(ro) I + 8U(I‘0) 8U(I‘Q)
oL ox 1 dy Oz

wobei o der Winkel zwischen grad U(ry) und 1° ist.

lo + I3 = { grad U(ry),1°) = |grad U(ry)|cos a,

8U(r0) 8U(I‘0) 8U(r0)
) oxr = 0Oy = 0z
Anderungsgeschwindigkeiten der Funktion U in Richtung der Koordinatenachsen an

U(ro)

geschwindigkeit der Funktion U in einer beliebigen Richtung | an. Fir den Einheits-
vektor n’ der Normalen »ur Niveaufliche, der dieselbe Richtung wie grad U besitzt,
gilt:

aUa(;o) = (grad U(ro),n’) = [grad U(ro)| = \/(8%—(;0))2 N (8(2}_(;0))2 ., (8%—(50))2,

Bemerkung 2.2 Die partiellen Ableitungen geben die

0 ..
und sind Spezialfille von Richtungsableitungen. Folglich gibt die Anderungs-

ou
d.h. unter allen Richtungsableitungen von U in einem festen Punkt Py besitzt —

n
den grifiten Wert. Die Richtung des Gradienten in Py ist die Richtung der grifsten
Anderungsgeschwindigkeit von U(r) in Py, also die Richtung, in der die U-Werte am
starksten wachsen.
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Definition 2.7 FEin VF v heifit konservatives Feld oder Potenzialfeld (PF), wenn
ein SF U existiert, so dass gilt: v = grad U = VU. Dies ist gleichbedeutend mit

oy = 200) 00 e Z U et undy + vsdz = AU
ox dy 0z

Dabei heifit U das Potenzial von v.

Definition 2.8 (Divergenz, Quellenfreiheit)

1. Seiv(r) ein VF. Divergenz von v(r) heifst das SF
8’01 802 (91)3

divv=—

or Ty oz

VF v = SF divv divv =(V,v)

2. Fin VF v mit der Figenschaft div v(x,y,z) =0 V (z,y,2) € D heifst quellenfrei.

3. Ist v das Geschwindigkeitsfeld einer stationdren Flissigkeitsstromung, so bedeutet
div v in einem Punkt die lokale Quelldichte des VF v in diesem Punkt.

Definition 2.9 (Rotation, Wirbelfreiheit)

1. Seiv(r) ein VF. Rotation von v(r) heifit das VF
k

i
o 8 8 (9 o 6U3 (91)2 . 8@1 81)3 . 81;2 61}1
A I T _(8y 8z>1+<8z 8x>']+(3$ ay)k‘

V1 V2 U3

’VFV — VF rotv rotv=Vxv ‘

2. Ein VF v mit der Eigenschaft rot v(x,y,2) =0 V (z,y,2) € D heifit wirbelfrei.

3. Ist v das Geschwindigkeitsfeld einer stationdren Flissigkeitsstromung, so bedeutet
rot v in einem Punkt die lokale Wirbeldichte des VF v in diesem Punkt.

Beispiel 2.4 (Richtungsableitung, Potenzialfeld)
(1) SeiU(x,y) = 2> +vy?* D(U) = R? ein ebenes SF, rg = 2i+j, Py = (79,%) = (2,1)
und 1 =i+ j. Dann ist mit 1° = [1i + Lo

U(ro) 0U2,1) . U@R+AtL,1+AtL)-U(2,1) . - .
o T ol Am, A7 = 3v2 = (VU (xy), 1%

(2) Fir das Newtonsche Potenzial eines zentralsymmetrischen Kraftfeldes gilt:
1

1
U() = () = . D() = BA\{(0,0,0)}, grad U(r) = VU(r) = g (rityit=k).
Fir die Richtungsableitung in einem Punkt Py = (xo,%0,20) in Richtung des
Einheitsvektors 1° = [;i + l,j + I3k erhdlt man

oU(r 1 1
8—(10) = —T_S,(xoll + Yola + 20l3) = _T—g@o, 1°).
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(3) Das SF U(r) sei ein Temperaturfeld. Die Niveauflichen sind Flichen konstanter
Temperatur. In jedem Punkt Py ist VU ein Vektor, der senkrecht auf der durch die-
sen Punkt hindurchgehenden Niveaufldche steht und in die Richtung des stirksten
Temperaturwachstums zeigt. Je stirker U wdchst, desto grifer ist |VU(r)].

(4) Das Schwerefeld der Erde K = —gk (g Erdbeschleunigung) ist ein PF, denn fir das
SF U =—gz qilt K=V U. Ferner ist div K =0 und rot K = ©.

2.4 Nabla-Rechnung

Eigenschaften des Gradienten

1° VU, + Us) = VU, + VU

2° V(AU)=AVU V¥AeR

3 V(UUy) = UyVU, + UyVU,

4° Vf(U) = f(U) VU fiir die mittelbare Funktion f(U(z,y, z))

Eigenschaften der Divergenz
1o (V,(v+ W) = (V,v) + (V,w)
2° (V,(Av)) = A (V,V) VAeR

3°{V,(Uv)) =U(V,v) + (v,VU)
Beachte: (V,v) = div v ist ein SF, aber (v, V) ist ein Operator.

4° (V, (v x w)) = (w, rot v) — (v, rot w)
Eigenschaften der Rotation

I°VXx(v4+w)=VXVv+Vxw
2° Vx (Av)=X(V xv) VAIeR
3 Vx(Uv)=U(Vxv)—vx(VU)

Beispiel 2.5 Die betrachteten SF und VF seien zentralsymmetrisch.
r
(1) grad f(r) = Vf(r) = f'(r)Vr = f'(r) -

(2) div [f(r) ¥] = (V. (f(r) 1)) = F(r) (V.x) + (1, V() = 35(r) + /(1)
(3) ot [f(r) ¥ = V x (J(r) ¥) = f(r) (V x 1) =1 x V(1) = Vf(r) x 1 = ©

Zweifache Anwendung des Nabla-Operators

1° div(rot v) = (V,V x v) = 0 = Jedes Wirbelfeld w = V X v ist quellenfrei.
2° rot(grad U) = V x VU = O = Jedes PF v = VU ist wirbelfrei.
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3 Integralrechnung fiir reelle Funktionen einer reel-
len Variablen

3.1 Das unbestimmte Integral

3.1.1 Der Begriff der Stammfunktion

In den Anwendungen tritt oft folgende Problemstellung auf: Gegeben ist die Geschwin-

digkeit v = v(t), gesucht ist das zugehorige Bewegungsgesetz s = s(t). Dies fithrt auf die
Umkehrung der Differenziation.

Definition 3.1 Die Funktionen f, F' seien definiert in X, F sei differenzierbar in X.
Gilt
F'(z) = f(x) VaoelX,

so heifit F' eine Stammfunktion von f im Intervall X.

Die Stammfunktion ist nicht eindeutig bestimmt.
Beispiel 3.1 Sei f(x) = 2z. Dann ist F(z) = 2* + C fiir jedes C € R eine Stamm-

funktion von f(x). Durch Festlegung eines Punktes (xo, F'(xo)) in der Ebene ldisst sich
die Konstante C' eindeutig bestimmen.

Theorem 3.1 Jede in X stetige Funktion f(x) besitzt in X eine stetige Stammfunk-
tion F(z).

Definition 3.2 Die Gesamtheit aller Stammfunktionen F(x) 4+ C der Funktion f(x)
heifst unbestimmtes Integral der Funktion f(x) in X.

Bezeichnung: [ f(z)dx = F(x) + C.

Das Aufsuchen einer Stammfunktion kann als Umkehrung der Differenziation aufge-
fasst werden. Man erhilt aus den Differenziationsregeln mittels [ f(z)dx = F(z)+ C
Regeln fiir die unbestimmte Integration (Grundintegrale) (vgl. Formelblatt).

3.1.2 Grundregeln zur Berechnung unbestimmter Integrale

1° Die Funktion f besitze eine Stammfunktion in X. Dann gilt
/)\f(x)dx: /\/f(x)da: VAeR
2° Die Funktionen f, g mégen eine Stammfunktion in X besitzen. Dann gilt

Juw £ g@lde= [ f@ars [ g
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3° Die Funktionen f, g seien stetig differenzierbar in X, g sei eine beliebige Stamm-
funktion von ¢’. Dann gilt

/f(:z:) g (x)dx = f(x)g(x) — /f'(:z:) g(r)de  Partielle Integration.

4° Die Funktion f(x) besitze eine Stammfunktion F'(x) in X, g(¢) sei stetig dif-
ferenzierbar in X;, W(g) € X. Dann ist F(g(t)) eine Stammfunktion von
f(g(t)) ¢'(t) und es gilt mit der Substitutionsfunktion x = g(¥)

/f(g(t))g’(t) dt:/f(x) dz Variablensubstitution.

5° Die Funktion f sei stetig differenzierbar in X. Dann gilt

L
/f(m)dx—l ()] +C.

Beispiel 3.2 (Unbestimmte Integrale)

(1) [nzdr=azhe—2+C

axr

(2) [ e cosbrdx = a;—

e [acosbx + bsinbz] + C

-4
(3) [sin®t costdt = SH; ! +C
(4) fZ?szdx:1n|sinx|+C

1 1
(5) [ sin®azdr = 3%~ 4—sin2aa:+0
a

sinaxr  xcosax
— -

(6) [xsinazdx = +C

a a

3.1.3 Integration gebrochen rationaler Funktionen

Pm(®) b @™ by @™ 4+ by 4 by
pn(T) A " + Q12" P+ .. a1+ a

Eine Funktion der Form f(z) = wird wie

folgt integriert:

1° Falls vorhanden, gleiche Faktoren im Z&hlerpolynom p,,(x) und Nennerpolynom
pn(z) eliminieren.

2° Falls m > n, Partialdivision ausfiihren.
3° Nennerpolynom p,(x) in der Form
() =an (x — )" (x —2)™ . (z—z) (@2 +pie+ ) .. (2% + pea + g

darstellen (Faktor a, beachten).
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4° Ansatz fiir Partialbruchzerlegung aufschreiben.
5° Koeffizienten in der Partialbruchzerlegung bestimmen.

6° Integration

Nach Ausfiihrung von 1° bis 5° erhélt man folgende Darstellung

fa) = @) ey 1)

pn() pn()
1 Ay Aqo Ay,
= pm_n(x)—f—a (JZ—$1)+($—$1)2+."+m+”'+
A A A,
sl + sl 4.+ —lcsk+

(x —xg)  (x— x4)? (x — x4)ks

an + 011 Blgflf + 012 Blllx + Clll i
(2 +pr+aq) @4+pr+q)? 0 (@@ +pr+q)h ;

Brlx + Orl Br2x + OT? + Brlrx + Crlr
(2 +pr+q) (@+pr+q)? (P partg)]

Dabei sind Aqq, ..., Bi1,...,Ch1, ... eindeutig bestimmte reelle Zahlen.

Das Polynom p,,_,(z) wird als Summe von Potenzfunktionen integriert. Die bei der Par-
tialbruchzerlegung entstehenden Terme fithren auf vier Typen von Integralen:

1° Sei z; eine einfache reelle NS von p,(z).

A
/ dv = Aln|lx—z)|+ D
r — T;

2° Sei k > 1, d.h., z; ist eine NS der Vielfachheit k£ von p,(x).

—A r = A x—x;) 7k
/(:E—xi)kd TR

3° Sei 4qg—p* > 0, d.h., das Polynom z?+ px + ¢ besitzt ein Paar zueinander konjugiert
komplexer NS.

Bz +C B
[ eyt = gt e

(2C — Bp) ( 2 +p
arctan

\4q — p? \4q — p?

4° Sei | > 1, d.h., das Polynom (2% + pz + ¢)! besitzt ein Paar zueinander konjugiert
komplexer NS der Vielfachheit .

>—|—D 4q —p* >0

/ _ Bx+C . (2C—Bp)z+(Cp—2Bq)
(22 +pz + g (= 1)(4g — p?)(@® + pr +q)'~!
(21 - 3)(2C — Bp) 1
(I = 1)(4q —p?) /kﬂ%ﬂm+qy1dx+D

Die Integration wird rekursiv fortgefiihrt, bis [ — 1 = 1, d.h., bis Fall 3° gilt.
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Beispiel 3.3 (Integration rationaler Funktionen)

(1) 1=] (x —1)(z —2)(z — 3) dz

1 Ay Ay Az
f(m>:(:v—1)(z—2)(a:—3):m—1+$—2+x—3 (3:1)

Bestimmung der Konstanten A, As, As mit Hilfe der Grenzwertmethode fiir
einfache reelle NS. Man multipliziert (3.1) der Reihe nach mit (x—i) (i = 1,2, 3)
und geht zum GW fiir x — i (i =1,2,3) dber

| (- 1) N N e VN VIR )
Me-De-2e-3 S [Me-n T Pe—y T M)
L @9 [ a2 @) @)
e De-2e-9 3 |Me-n T eoy T ey
L @-39) [ @8 @8 (@3]
e ) ) T M e i Py R ) I ]
Hieraus erhalt man
. 1 1
A= ey —
. 1 L
A = Mmooy —
. 1 _ 1
A = Ime—5n=y - 2
:/{%xil_xi2+%xi3 dx:%[ln|(x—1)(x—3)|—2ln|x—2|]+D
1
(Q)I:fmdm
f(fE)Z;—éjL A | A (3.2)

vz —-12 z x-1 (z—1)72

Der Koeffizient Ay = 1 wird wie oben mit der Grenzwertmethode fir einfache
reelle NS ermittelt. Die Koeffizienten Ay und Az werden mit der Grenzwertme-
thode fiir mehrfache reelle NS bestimmt. Dazu multipliziert man (3.2) mit dem
Faktor (x — \)*, wobei A die mehrfache NS und k ihre Vielfachheit ist

[ (2T ) P il I C e PRI bl P b

v(r—1)2 x (x —1) +A3(x—1)2

(3.3)

und geht zum GW fiir x — 1 diber:

1 —1)?
lim—- = lim |4, (z )
z—1 rx—1

+A2($—1)+A3 :>A3 = 1.
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Zur Bestimmung von As differenzieren wir (3.3) und gehen wieder zum GW fiir

xr — 1 dber:
1 20— D — (z—1)2
lim {——2} = lim {Al (= )xQ =" 4 —a, = 1
r—1 x rx—1 xXr

Allgemein sind fiir eine reelle NS der Vielfachheit &k die Ableitungen bis zur
Ordnung k — 1 zu bilden.

1 1 1 1
= [|=- dz =Inje| —Inje —1|— ——— + D
/L x—1+(x—1)2} r=In|z| —Injz —1| (x—1)+
() I=— [ det [ " 4
B r—1" 2w t2

Fiir das zweite Integral verwenden wir 3° mit B=1, C =0, p= -2, ¢ = 2.
1
I'=—In|z—1] +§ln(x2 — 21+ 2) + arctan(z — 1) + D

1

I=[——=d
Wir verwenden 4° mit B=0, C =1, p=0, ¢q=1, [ =2.
x 1 1 T 1
= ——F++— de = —arct D
2(x2+1)+2/x2+1 T gy Pt
x 1 2x 1
5) 1= de = = dz = -In(z*+ 1)+ D
(0)I=] sqde=5/) zyde=5hG"+1)+

(6) Fiir eine monomolekulare Reaktion, d.h. ein Stoff A wird in einen Stoff B um-

gewandelt, ist die Reaktionsgeschwindigkeit d—f der jeweiligen Konzentration des
betrachteten Stoffes proportional

dx
— =k(a —x).
Dabei ist a die Konzentration zu Beginn der Reaktion, a — x die Konzentration zur

Zeit t und k ein Proportionalititsfaktor. Die Konzentration des betrachteten Stoffes
ergibt sich durch Integration und anschlieffendes Auflosen des Ausdrucks

t:l/ do :lln ! +C

k a—zxz k a—=x

1.1
nach a —x. Da fiirt =0 auch x =0 gilt, ist 0 = Eln— + C und somit
a

1 a Rt
t=—-1In WOTaus a—Tr=ae
k a—=zx

folgt.

Fiir eine polymolekulare Reaktion ist entsprechend

dz
E:k(al—x)(ag—x)...(an—x)
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und somit

. 1 / dzx
kJ (a1 —x)(ag—x)...(a, —x)
Spezialfall: Besitzen alle Molekiile zu Beginn der Reaktion die gleiche Konzentra-
tion a (dquimolekulare Reaktion), so vereinfacht sich die obige Gleichung zu
i—f =k(a—2z)"
und man erhdlt
dx 1

tz%/(a—x)n:k(n—n

(a—x)'""+C.

3.2 Das bestimmte Integral
3.2.1 Definition und Eigenschaften des bestimmten Integrals

Ausgangspunkt ist das geometrische Problem der Bestimmung des Flacheninhaltes
geometrischer Figuren.

Spezialfall: Sei y = f(z) =c¢>0 x € [a,b] a < b gegeben. Wir betrachten die ebene
Punktmenge
A={(z,y)|a<z<bAN0<y<c}

Dann ist

P(A) =c(b—a)
der Fliacheninhalt des Rechtecks mit den Seitenldngen ¢ und (b — a).

Allgemeiner Fall: Sei y = f(z) >0 z € [a,b] a < b gegeben, wobei f(z) stetig ist.
Wir betrachten die Punktmenge

B={(z,y)]la<xz<bA0<y< f(z)}.

Man erhélt eine Ndaherung fiir den Flacheninhalt der Punktmenge B durch Zerlegung der
Figur in Rechtecke.

Zu diesem Zwecke betrachten wir eine Zerlegung Z, des Intervalls [a,b] durch n + 1
Teilpunkte
a=xg<rT1<...<x,=0

in genau n Teilintervalle I; = [z;_1, x;] der Lange Az; = x; — ;1. Im i -ten Teilintervall
wird die Fldche unter dem Graphen von f durch ein Rechteck der Breite Ax; und der
Hohe f(&;) approximiert, wobei ; ein beliebiger Zwischenpunkt aus dem Teilintervall [;
ist.

Y
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Der Flacheninhalt der Gesamtfliche unter der Kurve betréagt ndherungsweise

= Z f&) A, (3.4)

wobei die Ndherungssumme den Flédcheninhalt der n Rechtecke darstellt. Sie heifit Rie-
mannsche Integralsumme und héngt ab von der gewéhlten Zerlegung Z,,, d.h., von der
Intervallunterteilung und von der Auswahl der Zwischenpunkte &;. Bei fixierter Zerlegung
Z, bezeichnen wir die grofite der Intervall-Langen Az; mit 6(Z2,), d.h. §(Z,) = max Ax;

und nennen diese Zahl Feinheitsmafl der Zerlegung. Vergréflern wir jetzt die Anzahl
der Teilungspunkte im Intervall [a, b], derart, dass das Feinheitsmaf} §(Z,,) gegen Null
strebt, so ist fiir eine stetige Funktion f(z) zu vermuten, dass sich die Summe (3.4) dem
Flécheninhalt P(B) der Punktmenge B unbegrenzt nihert.

Definition 3.3 FEuxistiert fiir die oben beschriebene Konstruktion ein GW, der weder von
der Zerlequng Z, noch von der Wahl der Zwischenpunkte & abhdingt, so heifit dieser
bestimmtes (Riemannsches) Integral von f dber [a,b]:

lim P(Z,) lim Zf &)Ax; = /f

6(Z,)—0 Zn)—>0

Dabei nennt man f(x) Integrand und a bzw. b die untere bzw. obere Integrations-
grenze. Die Funktion f selbst heifit dann in [a,b] Riemann-integrierbar (f € R[a,b]).

Klassen integrierbarer Funktionen

1. fin [a,b] stetig = f € R|a, b

2. f in [a,b] beschrinkt und besitze dort hochstens endlich viele Sprungstellen
= f € Rla,].

3. fin [a, ] beschrinkt und monoton = f € R[a, b|.

1 fir x rational
0  fir x irrational

d.h. x ist beschrankt, aber x € R0, 1].

Beispiel 3.4 y = x(z) = D(x) = [0,1], W(x) = {0,1},

Eigenschaften des bestimmten Integrals
Seien f, g € Rla,b]. Dann existieren auch die anderen aufgefiithrten Integrale und es gilt:
b b b
1° [leif(x) + cog(x)]dz = ¢ [ f(x)de + ¢ [glax)dz e, €R

2° fbf(x)dx:fcf(x)dx—i-fbf(x)dx a<c<b

a a

3° fbf(:c)da: = —Zf(x) dz
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4° ff(x)dx =0

a

5° Gilt f(z) < g(x) (f(z) <g(x)) Vz€la,b], a<b,sofolgt

/bf(l’)dx < /bg(l’)dx /bf(l’)dl’< /bg(fv)dﬂf

6° Aus f € Ra,b] folgt |f| € R[a,b] und fiir a < b gilt:

/bf(w)d:z: S/b|f(:v)|da:.

7° Gilt m < f(x) <M VYax€lab], a<b,sofolgt

m(b— a) g/f(x)dx < M(b—a).

3.2.2 Der Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung

Die Definition 3.3 ist nicht zur praktischen Berechnung bestimmter Integrale geeignet.
Sie liefert jedoch die Grundlage zur numerischen Integration. Praktisch werden bestimm-
te Integrale durch Riickfithrung auf unbestimmte Integrale berechnet. Als Bindeglied dazu
dient das bestimmte Integral mit variabler oberer Integrationsgrenze: Aus Eigen-
schaft 2° bestimmter Integrale folgt: f € Rla,b] = f € Rla,z] V x € [a,]]. Ersetzt
man im bestimmten Integral die obere Integrationsgrenze b durch die Variable z, so erhélt
man eine Funktion der variablen oberen Integrationsgrenze x:

T b
o= [fd D@ =lat] sw=0 o0)= [rd (39
Um Verwechslungen auszuschlieBen, haben wir die Integrationsvariable mit ¢ bezeichnet.
Eigenschaften des Integrals (3.5)
o f€R[a,b = ¢ stetigin [a,b].

o fstetigin[a,b] = ¢(x) = [ f(t)dt ist eine Stammfunktion von f in [a,b],

d.h. ¢ ist differenzierbar in [a,b] und es gilt ¢'(z) = f(z) VYV = € [a,b]. Somit
léisst sich jede Stammfunktion als bestimmes Integral mit variabler oberer
Integrationsgrenze darstellen.

Theorem 3.2 (Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung) Ist f stetig
in [a,b] und F irgendeine Stammfunktion von f, so gilt:

/f([E) dz = F(b) — F(a) Newton - Leibniz’sche Formel.
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Erweiterung des Flicheninhaltsbegriffs

Der Flécheninhalt ebener Punktmengen ist fiir im Intervall [a,b], (a < b) stetige Funk-
tionen f(x) mit f(x) > 0 wohldefiniert. Fiir den Fliacheninhalt P(B) der von der Kurve
y = f(z) und den Geraden y =0, x =a, =z =b begrenzten Punktmenge B gilt

P(B) = | [ 1£(e)] ds].

Beispiel 3.5 (Bestimmtes Integral, Flicheninhalt)

21

1. Berechnen Sie das bestimmte Integral J = [ sinxzdz. (J=0)
0

2. Berechnen Sie den Flicheninhalt P(B) der ebenen Punktmenge, die begrenzt wird durch
y=f(z)=sinz, y=0, 2 =0, z =27, (P(B) =4)

Partielle Integration im bestimmten Integral

Die Funktionen f, g seien stetig differenzierbar in [a,b]. Dann gilt

/ f(@)d (z) dz = [f(@)g(@)] — / f'(@)g(x) dz = [ (b)g(b) — f(a)g(a)) — / f'(@)g(x) d.

Beispiel 3.6 J = [zsinzde =7+ [coszdz = .
0 0

Variablensubstitution im bestimmten Integral
Sei x = ¢(t) stetig differenzierbar in [d/,V], f(z) stetig in W(g), es gelte W(g) C
D(f) =[a,b] und a < g(t) < b. Dann gilt mit der Substitutionsfunktion x = g(t)

v g(t')

/f(g(t))g'(t) dt = / f@)dz mit g(d)=a g(t')=0b D(g)=[a"V].

a g(a’)

w/2 )
Beispiel 3.7 J = [ e costdt
0

1. Losungsweg: Substitution des Integranden, Berechnung irgendeiner Stammjfunktion,
Riicksubstitution, Einsetzen der urspriinglichen Grenzen:

r=g(t)=sint  dr=¢'(t)dt = costdt [ e tcostdt = [ dw = e” = et

w/2 . o
J= [ etcostdt =e2 —e’ =e— 1.
0

2. Losungsweg: Substitution des Integranden und der Grenzen, Berechnung des bestimm-
ten Integrals in den neuen Grenzen:
r=g(t)=sint d =0, V= g g(a)=g(0)=0, g)=yg (g) =1.
w/2 . 1
J= [ eMcostdt= [e"dz=e' —e’=e—1.
0 0
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3.3 Uneigentliche Integrale

Das bestimmte Integral im Punkt 3.2.1 wurde unter zwei Voraussetzungen betrachtet:

—>

Das Integrationsintervall [a, b] ist beschrankt.

r>

Der Integrand f(x) ist eine beschrinkte Funktion.
Sind 1 und 2 erfiillt, so spricht man von eigentlichen Integralen. Ist wenigstens eine
dieser Bedingungen verletzt, dann spricht man von uneigentlichen Integralen. Diese

werden als GW eigentlicher Integrale erklirt. Wir unterscheiden zwei Typen unei-
gentlicher Integrale.

3.3.1 Uneigentliche Integrale iiber einem unbeschréinkten Intervall

Definition 3.4 Ist eine Stammfunktion F' von f bekannt, so gilt
A—+o00 A—+o0 A—+o0

/ f@)de = lim / f@)de = lim [F@)A = lim F(A) - F(a),

B——oc0 B——oc0 B——oc0

/ f@)de = lim / f@)de = lim [F(2)]y = F(b)— lim F(B).

+o0o

o . . . A . . .
[ #arae - Jim [ Ha)ae - Jip (P} = i F(4)— tm F(B).
—00 B

Im letzten Fall sind die Grenziiberginge unabhdingig voneinander. Wenn die GW in den
rechten Seiten dieser Beziehungen als eigentliche GW existieren, so sagt man, dass die
uneigentlichen Integrale in den linken Seiten existieren oder konvergieren. Wenn
die GW in den rechten Seiten uneigentlich sind oder nicht existieren, so sagt man,
die uneigentlichen Integrale in den linken Seiten existieren nicht oder divergieren.

Es sei f(x) > 0. Wir betrachten die Punktmenge, die von den Funktionen y = f(x)
und y = 0, definiert iiber einem unbeschrinkten Intervall, begrenzt wird. Dann kann
man das in Definition 3.4 eingefiihrte uneigentliche Integral als Flicheninhalt dieser
Punktmenge interpretieren.

Beispiel 3.8 (Uneigentliche Integrale iiber einem unbeschrinkten Intervall)

(1) Seiav > 0N # 1.

= lim —
Astool —a 11—«

dr = lim i dr = lm

x A—+oo xre A—+oo —«
1

{ pl-o }A Al 1

1

1
—— fir a>1  (J konvergiert)
=9 «
+oo  fir 0<a<1 (J divergiert)
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oo 1
2) J= [ —dx = 1i —dr =1 1 = lim In|A| = J di ert
(2) 1fx z= lm [ —de Ailfm[n]x|] Aililmn\ | = +o0 (J divergiert)
1
A
9i= [ de= 1 dr = 1 tan ) =7 (J k ert
(3) __£01+x2 x—girtnoo e x—Aerw[arc anx|p = m (J konvergiert)

(4) Wird in einem Stromkreis mit der Selbstinduktion L und dem Widerstamd R im
Moment t = 0 ein Strom der Stirke Iy ausgeschaltet, so tritt ein Ausschaltstrom

R
I =1 exp(—zt) auf. Die gesamte Joulesche Wirme ergibt sich zu

A
oo oo 2R , 2R L1}
= Of IPRdt=RI2 Of exp(—ft) dt = RI&AETOO eXp(—Tt) dt = TO

3.3.2 Uneigentliche Integrale mit unbeschrinktem Integranden

Definition 3.5 Die Funktion f(t) besitze in a bzw. b oder in ¢ €|a,b| eine Polstelle. Ist
eine Stammfunktion F von f bekannt, so gilt

e—+0 e—+0 e—+40
ate

/ f(z)dzr = lim / f(@)dz = lim [F(z)]’,. = F(b) — lim F(a+¢),

/f(a:)da; = lim /f(x)da: = lim [F(z))>* = lim F(b—¢)— F(a),

e—40 e—+0 e—+0
b c—¢€1
/f(x)da: = lim /f(x)da: + lim /f
e1—+0 eo—+0
a a c+eo
_ : c—€1 : b
= lm [F@] + lm [F@)L..,
= lim F(c— - F Fb) — lim F
Jim Fle—e) = F(a) + F(b)) — lim Fle+e)

Die Grenziiberginge €1 — +0 und €9 — 40 sind wieder unabhdngig voneinander.
Beispiel 3.9 (Uneigentliche Integrale mit unbeschrinktem Integranden)

(1) Seiaa > 0N # 1.

1 l’l_a 1 1 ) 81—04
J = f —dx = lim —d:U = lim = — lim
e—+0 | ¢ =40 [T —ajq, l—a e—+01—-a
0+e
1 .
D fir 0<a<1 (J konvergiert)
+oo  fir a>1  (J divergiert)
) 1
1 1
(2) J = ({ Ed:z; = E1_1)I5r10 dx = 81_12_1 oz = — El_i)lilo Inle| = +oo (J divergiert)
O+e
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4 Integralrechnung fiir reelle Funktionen mehrerer
reeller Variablen

4.1 Ebene und raumliche Bereichsintegrale

Das Integrationsintervall wird durch eine ebene bzw. raumliche Punktmenge ersetzt.

Voraussetzungen: Die betrachteten ebenen (rdumlichen) Punktmengen B mégen einen
Flécheninhalt (ein Volumen) besitzen.

Das ebene Bereichsintegral I fz,y)db (raumliche Bereichsintegral
B

[I] f(z,y,2)db)  wird wie im Falle n = 1 iiber einen Grenzwert definiert.
B

Definition 4.1 (Ebene und ridumliche Normalbereiche)

1. Seien yi(x), yo(z) stetig in [x1,22], wi(z) <y <wys(x) Vaz € [x1,29]. Die Punkt-
menge
By ={(z,y) 11 <@ <@y A yi(z) <y < ya(2)}

heifst ebener Normalbereich beziiglich der z—Achse.

2. Seien x1(y), x2(y) stetig in [y1, 0], x1(y) <x <x9(y) Yy € [y1,ya]. Die Punkt-
menge
By ={(z,y)|z1(y) <z <x2(y) N y1 <y <1yo}

heifst ebener Normalbereich beziiglich der y—Achse.

3. Seien z(x,y), z2(x,y) stetig in B,, zi(z,y) < 2 < 29(z,y) V (z,y) € B,. Die
Punktmenge

Bxy = {('T,y,Z)|I1 S X S To A yl(x) S Yy S yg(.fli) A Zl(way> S z S ZQ(I,Z])}

heifst raumlicher Normalbereich beziiglich der xy—Ebene, wober B, ein ebener
Normalbereich beziiglich der x—Achse ist. Analog definiert man 5 weitere Typen
rdumlicher Normalbereiche.

Beispiel 4.1 (Ebene und riumliche Normalbereiche)

(1) Ein Rechteck mit achsenparallelen Seiten
R={(z,y)|as <x<as AN by <y<by}

ist ein Spezialfall eines ebenen Normalbereichs beziglich beider Koordinatenach-
sen.

(2) Ein Quader mit achsenparallelen Kanten
Q=A{(ry,2)lar <z <as ANy <y<b A g <2<}

st ein Spezialfall eines raumlichen Normalbereichs beziiglich aller drei Koordi-
natenebenen.
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(3) Bo ={(z,y)|0<z<1 A 0<y<2?}
By={(z,y)|lyy<z<l A0<y<l1}
{

Theorem 4.1 (Existenz von Bereichsintegralen) Sei B ein aus endlich vielen Nor-
malbereichen zusammengesetzter ebener (raumlicher) Bereich und f eine in B definierte
und stetige Funktion. Dann existiert das ebene (rdumliche) Bereichsintegral und es
gelten die Berechnungsformeln:

1. Ist B, ein ebener Normalbereich beziiglich der x—Achse und f stetig in B,, so
qilt
T2 y2(z)
[ rema=[| [ reni] .
B Z1 1($)
Das (zweifache) Integral auf der rechten Seite berechnet sich wie folgt
1° Die Funktion f(x,y) wird unbestimmt nach y integriert (dabei wird x als kon-
stant angesehen).
2° Fiir y werden die Grenzen yi(z) und yo(x) eingesetzt.

3° Der Integrand ist nach dem Finsetzen der Integrationsgrenzen beziiglich y nur
noch eine Funktion von x und wird unbestimmt nach x integriert.

4° Fiir x werden die Grenzen x; und xo eingesetzt.
2. Ist B, ein ebener Normalbereich beziiglich der y-Achse und f stetig in B,, so
qgilt

//f(w)db—f x

Das (zweifache) Integral auf der rechten Seite wird analog wie oben berechnet.

2(y)
f(z,y)dz | dy.
(

@1 (y)

3. Ist By, ein rdumlicher Normalbereich beziiglich der zy-Ebene und f stetig in
By, so gilt

zo [ y2(z) [ z2(z,y)

//f(may,z)de/ / /f(x,y,z)dz dy | dz.

z1 1(z)  \ei(zyy)

Das (dreifache) Integral auf der rechten Seite berechnet sich sukzessive wie oben.

Beispiel 4.2 (Ebene und rdumliche Bereichsintegrale)

(1) flry) =2y  Bo={(z,9)[0<2 <1 A0<y <2’}

1 22

1

//f(x,y)db:/ /xydy dx:E
Be 0 0
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(2) flx,y,z) =xyz By ={(2,y,2)|0<2<1 A0<y<z* AN 0<z<uay}

1 22 Ty

//f(x’y’z)db:/ / /xyzdz dy dx:9_16
0 0

By 0

4.2 Kurvenintegrale

Das Integrationsintervall wird durch ein ebenes bzw. rdumliches Kurvenstiick ersetzt.

Voraussetzungen: Wir betrachten ebene Kurven bzw. Raumkurven C', die eine endliche
Lénge besitzen mogen. Die Kurve sei durch eine Parameterdarstellung, deren Koordina-
tenfunktionen auf einem abgeschlossenen Intervall stetig differenzierbar sind, gegeben.
In diesem Falle nennen wir C' eine glatte Kurve.

Wir unterscheiden Kurvenintegrale 1. Art (Integrale iiber die Linge der Kurve)
und Kurvenintegrale 2. Art (Integrale iiber die Projektionen). Beide werden
wieder iiber einen Grenzwert definiert und zur Berechnung auf Riemannsche Integrale
zuriickgefiihrt.

Theorem 4.2 (Existenz von Kurvenintegralen) Es sei C' eine glatte Raumkurve

mit einer Parameterdarstellung © = z(t), y = y(t), z = z(t), t € [t1,ts], dem An-

fangspunkt Py und dem Endpunkt P,. Ferner sei f(x,y,z) (v(r) = v(z,y,2)) ein in den

Punkten der Kurve C definiertes und stetiges SF (VF). Dann existiert das Kurvenin-

tegral 1. Art [ f(z,y,z)dl, welches nicht davon abhingt, ob die Kurve von Py nach Py
c

oder umgekehrt durchlaufen wird. AufSerdem existiert das Kurvenintegral 2. Art

/'Ul(x,y, 2)dx + va(x,y, 2) dy + vs(x,y, 2) dz = /<V,d1‘>,
C C

welches jedoch beim Durchlauf der Kurve in entgegengesetzter Richtung, d.h. von P, nach
Py sein Vorzeichen dndert. Es gelten folgende Riickfihrungsformeln:

/ f(,y,2)di = / Fa(t) y(t), 2(0) VIR T g2 1 22, (A1)
C t1

to

/(V,dr> = /[vl(x(t)w(t%Z(t))x’(t)+vz(m(t),y(t)73(t))y’(t)+v3(x(t),y(t),Z(t))Z’(t)]dt-

t1

Ist C eine glatte, ebene Kurve mit einer Parameterdarstellung = = x(t), y =
y(t) t € ti,ts], so lauten die Riickfihrungsformeln

/f(w,y)dl = /f(l’(t),y(t))vx’(t)2+y’(t)2dt7 (4.3)
C t1

Jwan = [wla®.u0)e O + ue@oyee @

C t1
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Ist eine ebene Kurve C in einer expliziten Darstellung y = @(x) gegeben, wobei die
Funktion ¢ in einem Intervall [x1, 5] stetig differenzierbar ist, so setzt man x =
t, y=(t), t € [t1,ta] und erhdilt aus (4.3) bzw. (4.4)

/ fry)dl = / f(to(t) VI T DR, (4.5)
C t1

[ = [nltow) + v o0 o) (46)

C t1

In den rechten Seiten von (4.1) — (4.6) stehen Riemannsche Integrale.

Beispiel 4.3 (Kurvenintegrale 1. und 2. Art)

(1) f(z,y) = z* C:y=9(x)=Inz, [v1,22]=1[1,2] Aus (4.5) erhdilt man

2 2
1 1
/f(;z:, )dl:/t2 1+t—2dt:/t P id=; 5} - 2d)
1 1

C

(2) vi(z,y) =y w(r,y) =y C:y=2x—-1, P, =(1,1), P, =(3,5) Berechnen
Sie das Kurvenintegral 2. Art bez. beider Durchlaufrichtungen. Ergebnis: i?'

(3) Durch das ebene Kraftfeld v(r) = kr, k € R wird bei Verschiebung eines Massen-
punktes von Py = (x1,y1) nach Py = (x3,y2) ldngs einer beliebigen glatten Kurve C
mit einer Parameterdarstellung r(t) = x(t)i+ y(t)j und dem Anfangspunkt Py und
dem Endpunkt Py eine Arbeit W wverrichtet, die sich durch ein Kurvenintegral 2.
Art berechnen lisst. Es seien ty (to) die Py (Py) entsprechenden Parameterwerte.

to

W= [w.dr) = k[ s (0 + vl o)

= i a2 BORT Rt + e - e - )

t1

Die Arbeit hingt somit nur von der Lage des Anfangspunktes Py und des Endpunktes
P, der Kurve ab und nicht von der diese Punkte verbindenden Kurve C'.

Theorem 4.3 Sei D € R? ein einfach zusammenhingender Bereich, C C D ei-
ne glatte Kurve mit dem Anfangspunkt P, = (x1,y1,21) sowie dem Endpunkt Py =
(x2,Ys, 22) und v(r) eine stetige Vektorfunktion in D. Das Kurvenintegral 2. Art,
(fiir eine ebene Kurve oder eine Raumkurve C), [(v,dr) ist genau dann vom Weg zwi-

c
schen Py und Py unabhdingig, wenn v =N U, d.h., wenn v ein PF ist. Dann gilt:

P
/(v7dr) = /<V U, dr> = /dU = U($2,y2,22) - U(ﬂfhyl,zl)-
c c P
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Diese Eigenschaft heifit Wegunabhéngigkeit des Kurvenintegrals 2.Art. Fiir eine
geschlossene Kurve erhilt man ¢(v,dr) = 0.
c

Theorem 4.4 Fin VF v(z,y, z) ist ein PF genau dann, wenn in einem einfach zu-
sammenhingenden Bereich gilt
81)1 8’02 81}2 81)3 81)3 8'01

4.3 Oberflichenintegrale

Das ebene Integrationsgebiet wird durch ein rdumliches gekriimmtes Flachenstiick ersetzt.

Voraussetzungen: Die betrachtete gekriimmte Fliche S mogen einen Fliacheninhalt be-
sitzen. Auflerdem sei die Fliche zweiseitig und besitze keine Mehrfachpunkte. Es gibt
auch einseitige Flichen, z.B. das (Mobiussche Band. Die Fldche sei durch eine Parame-
terdarstellung, deren Koordinatenfunktionen auf einem ebenen Normalbereich B stetig
differenzierbar sind, gegeben. In diesem Falle nennen wir S eine glatte Fliche.

Wir unterscheiden Oberfldchenintegrale 1. Art (Integrale iiber den Flicheninhalt
der Fliche) und Oberflichenintegrale 2. Art (Integrale iiber die Projektionen).
Beide werden wieder iiber einen Grenzwert definiert und zur Berechnung auf ebene Be-
reichsintegrale zuriickgefiihrt.

Theorem 4.5 (Existenz von Oberflichenintegralen) Es sei S eine glatte zweisei-
tige Fliche mit einer Parameterdarstellung =z = x(u,v), y = y(u,v), z = z(u,v),
(u,v) € B. Ferner sei f(x,y,z)(v(r) = v(z,y,2)) ein in den Punkten der Fliche S
definiertes und stetiges SF (VF). Dann existiert das Oberflichenintegral 1. Art
[ f(z,y,2)dS, welches nicht von der Seite der Fliche abhingt. Auferdem existiert das

S
Oberflaichenintegral 2. Art

//vl(x, y,z)dydz 4+ va(x,y, z)dzde + vs(x, y, z) de dy = //(v, dw),
S

S

welches jedoch beim Ubergang zur anderen Seite der Fliche sein Vorzeichen dndert. Dabei
bezeichnet dw = dy dzi + dz dzj + dx dyk ein vektorielles Oberflichenelement der Fliche
S. FEs gelten folgende Riickfihrungsformeln:

//f(a:,y, 2)dS = //f(a:(u,v),y(u,v),z(u,v)) VEG — F2db (4.7)
S B
mait
E=(z,)"+ W)+ (2u)? G=(2)"+ ()’ + (20)> F =2y Zy+ Yu Yo+ 2u 20,

Jwam= 1| " ey T

( (u, v
3 zy(u,v) Yy (u, v) 2y (U, v)

(4.8)
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Die Seite einer Fliche wird durch den Normaleneinheitsvektor n® auf der Tangentialebe-
ne in den Flichenpunkten charakterisiert. Ist r(u,v) = x(u,v)i + y(u,v)j + z(u,v)k die

Vektorfunktion, deren Koordinatenfunktionen die Parameterdarstellung der Fldche
r, X r,

ergeben, so gilt n® = . Ist n° bei einer geschlossenen (nichtgeschlossenen) Fliche

r, X T,
nach auflen (oben) g!richtet,‘so spricht man von der Auflenseite (Oberseite) der Fliche.
Ist er bei einer geschlossenen (nichtgeschlossenen) Fliche nach innen (unten) gerichtet,
so spricht man von der Innenseite (Unterseite) der Fliche. Der Ubergang zur anderen
Seite der Fliche wird durch Vertauschen der Reihenfolge von u und v in der Parameter-

darstellung der Fliche erreicht. Man erhdlt aus r(u,v) die Parameterdarstellung r(v,u)
r, XTI,

und den entgegengesetzt zu n° gerichteten Normaleneinheitsvektor —n® = ﬁ

rv r’lL

Ist eine Fliche S in einer expliziten Darstellung z = p(x,y) gegeben, wobei die Funktion

@ in einem ebenen Normalbereich B stetig differenzierbar ist, so setzt man x =

u, y =0, z=p(u,v), (u,v) € B und erhdlt aus (4.7) und (4.8)

[ 1aas = [ fvptun) VITTlu o+ ool a,  (@9)
S B

//<V7dw> :: // vl(u,v,(l)go(u,v)) vg(ud. ) 1)35?((,’0)) " 010)
S B
= //[—U1(u7 v, (U, v)) oy (1, v) — vy (u, v, ©(u, v)) e, (u, v) + v3(u, v, p(u,v))] db.

In (4.8) und (4.10) sind beim Ubergang zur anderen Seite der Fliche die beiden letzten
Zeilen in der Determinante zu vertauschen.

In den rechten Seiten von (4.7) und (4.10) stehen ebene Bereichsintegrale.

Beispiel 4.4 (Oberflichenintegrale 1. und 2. Art)
flz,y,2) =vi(z,y,2) =ve(x,y,2) = v3(z,y,2) =1 V(r,y,2) €S mit
S:z=1—-z—y, 2€]0,1/2] ye€[0,1/2]

1/2 [1/2
() [ S5 =vE | <Of dv) V3

g 4

1/2 [1/2
(2) [J vi(z,y, 2) dy dz + vo(x,y, 2) dz dz + vs(z,y, 2) dedy = [ (f 3dv) du :Z
g o \ 0

4.4 Die Integralsitze
4.4.1 Die Divergenz und der Integralsatz von Gauf
Wir betrachten die Diffusion eines Stoffes A in einem Losungsmittel B. Jedem Raum-

punkt kann man dann einen Stromungsvektor v = vi + v5j + vk zuordnen, so dass
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man ein VF, das so genannte Stromungsfeld erhilt. Die Konzentration des Stoffes A
zum Zeitpunkt ¢ sei durch c(x,y, z,t) gegeben. Es gilt folgender Zusammenhang zwischen

c und v: 3 3 3
C U1 V2 V3 .
« 2422 ) = —divv. 4.11

Ji <8x+8y+8z) v (4-11)
Stellen des VF v mit positiver Divergenz nennt man Quellen, solche mit negativer

Divergenz Senken. In einer Fliissigkeitstromung ist die Divergenz div v ein Maf fiir
die lokale Quelldichte des VF v.

Theorem 4.6 (Gaufischer Integralsatz) Sei B ein rdumlicher Bereich mit einer ge-
schlossenen, zweiseitigen, stiickweise glatten Randfliche S, wobei die Auflenseite
der Fliche betrachtet wird, d.h., der Normaleneinheitsvektor n° zeigt nach aufen.

Dann gilt
. . 81}1 81)2 6’03
B

B

= #Uldydz+vgdzdx+vgdxdy = #<V,dw>.
S S

Der Gauflsche Integralsatz stellt einen Zusammenhang zwischen Oberflicheninte-
gralen 2. Art und rdumlichen Bereichsintegralen her.

Geometrische Interpretation: Die Fliissigkeitsmenge, die durch die Oberfliche eines
rdumlichen Gebietes herausstromt, ist gleich der Fliissigkeitsmenge, die die Quellen in
dem Gebiet erzeugen (Satz iiber die Erhaltung der Materie).

Das Oberflichenintegral 2. Art in (4.12) heifit Vektorfluss des VF v durch die Fliche
S in Richtung von v.

Beispiel 4.5 (Gauflscher Integralsatz)

(1) Bei einem Diffusionsvorgang sei der Strémungsvektor v = 231 + y3j + 2°k gege-
ben. Welche Stoffmenge M stromt je Zeiteinheit aus einem Quader mit den Kan-
tenldngen I, m, n?

Nach dem Gauflschen Integralsatz ist

l m n

M :/ / /(3x2+3y2+322)dz dy | dz = Imn (I +m?* +n?).
0 \0 \0

(2) Bei einem Diffusionsvorgang sei das Stromungsfeld vi = xi+yj+zk gegeben. Welche
Stoffmenge M stromt je Zeiteinheit aus einem Kérper B mit dem Volumen V (B)?

Nach dem Gaufischen Integralsatz ist

M:§§§<V1’dw>:/‘/// divvldb:/‘//(1+1+1)dxdydz:3V(B).

Fiir das VF vy = yi + zj + xk st div vy = 0 und somit M = 0.
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4.4.2 Die Rotation und der Integralsatz von Stokes

Zusammen mit dem VF v betrachtet man das Wirbelfeld rot v, welches die Rotations-
bewegungen von v beschreibt. Fiir den Spezialfall v = w(1° x r) (Rotation aller Punkte
des Raumes mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w um eine Achse in Richtung von 1 (1°
Einheitsvektor von 1)) gilt rot v = 2wl1°.

Definition 4.2 Sei F' ein Flichenstiick mit einer geschlossenen Randkurve C. Das Inte-
gral

Z:¢<V,dr> :§£vldx+v2dy—l—v3dz

C c
heifst Zirkulation des VF v lings der geschlossenen Kurve C.

Die Zirkulation Z ist ein Mafl dafiir wie stark die Kurve C' umstromt wird, d.h. wie
stark das Stromungsfeld ldangs der Kurve zirkuliert.

Theorem 4.7 (Stokesscher Integralsatz) Sei S ein Flichenstiick mit einer geschlos-
senen Randkurve C. Dabei werde der Umlaufsinn auf der Kurve derart gewdhlt, dass vom
Standpunkt eines Beobachters aus, der auf der Seite der Fliche steht, auf der sich der
Normaleneinheitsvektor n° befindet, die Kurve gegen den Uhrzeigersinn durchlaufen
wird. Dann gilt Z =

//rotv dw) // %—% dydz + %—% dzdz + %—% dzdy.
0z Jz O or 0Oy

Der Stokessche Integralsatz stellt einen Zusammenhang zwischen Kurvenintegralen
2. Art und Oberflichenintegalen 2. Art her.

Geometrische Interpretation: Die Zirkulation eines VF v ldngs einer geschlossenen
Kurve C' ist gleich dem Vektorfluss von rot v durch die Fliche, die von der Kurve C'
begrenzt wird. Fiir ein PF v ist Z = 0, denn v = VU und rot(VU) = ©.

Als Spezialfall des Stokessche Integralsatzes erhélt man fiir n = 2 die Greensche

Formel:
%vldm—i—vgdy— // (% - %> dady = // (% . %) db.
y dy

Beispiel 4.6 (Stokesscher Integralsatz)

(1) Eine Kreislinie C' sei durch die Vektorfunktion r(t) = acosti+asintj t € [0, 27|
-y . x .
1+ J
Vi +y? o a2+ P
definiert. Berechnen Sie in beiden Fillen die Zirkulation.

gegeben. Auf C' seien die VF vy = zi+ yj + zk und vy =

(2) Sei B die magnetische Induktion, E die elektrische Feldstirke. Die erste der Max-
wellschen Gleichungen lautet in Integralform

%Edr: //Bdw :>//r0tE+Bdw>—0‘v’S:>rotE— -B.

Man erhilt das differenzielle Induktionsgesetz rot E = —B.
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5 Gewohnliche Differenzialgleichungen

5.1 Gewohnliche Differenzialgleichungen 1. Ordnung
5.1.1 Definition und einfachste Spezialfille
Definition 5.1 (Gewdhnliche Differenzialgleichung 1. Ordnung, Lésung)

1. Fine Beziehung der Form
vy = f(z,y) (x,y) € E (E Teilmenge der Ebene) (5.1)

zwischen der unabhdngigen Variablen x, der abhdngigen Variablen y und der Ab-
leitung 3, die fiir jeden Wert x aus dem Definitionsbereich X der gesuchten Funk-
tion y = y(x) gilt, heift explizit gegebene gewdhnliche Differenzialgleichung
(gDG) 1. Ordnung.

2. Fine Beziehung der Form
F(z,y,y) =0 (5.2)

heifst implizit gegebene gDG 1. Ordnung.

3. Losung von (5.1) bzw. (5.2) heifst jede Funktion y = y(z) (z € X) mit folgenden
FEigenschaften:

1° Die Funktion y = y(x) ist in X einmal differenzierbar.

2° Nach Einsetzen von y(zx), y'(x) in die gDG (5.1) bzw. (5.2) sind diese Glei-
chungen fiir jedes x € X erfiillt.

Die zuy = y(x) gehorige Kurve in der xy-Ebene heifft Lisungskurve.

Spezialfille von gDG 1. Ordnung der Form (5.1)

(1) ¥ (z) = f(x) (x,y) e E={(z,y)|la<z<b AN —00<y<+o0}

Sei f(z) stetig in | a,b[, dann besitzt f(z) in |a,b[ eine Stammfunktion. Die Ge-
samtheit der Losungen (das unbestimmte Integral)

y(z) = / f(tydt+C

ist eine einparametrige Kurvenschar. Die Konstante C' lasst sich eindeutig festlegen,
falls die L6sung in einem Punkt bekannt ist. Sei y(xg) = yo bekannt. Dann ist

y(z) = /f(t) dt + yo

diejenige Losung, die durch den Punkt (xg, o) hindurchgeht.

Sei z.B. 3y = 2z mit dem unbestimmten Integral y(z) = 2% + C. Dann ist y(z) =
z? — x% + yo diejenige Losung, die durch den Punkt (xg, o) hindurchgeht.
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(2) ¥'(z)=fly) (v,y) e E={(r,y)| —oco<z<+00 Ac<y<d}

Sei f(y) stetig in | ¢,d | und f(y) # O fiir alle y €] ¢,d|. Nach der Ableitungsregel
fiir die Umkehrfunktion gilt: 3/(z) = 2/(y)~'. Dann betrachtet man anstelle von

y'(x) = f(y) die gDG 2'(y) = 1/f(y) = g(y). Nach (1) besitzt g(y) in | c,d[ eine
Stammfunktion und die Gesamtheit der Losungen

Y

x(y) = /g(T) dr+C

Yo

ist wieder eine einparametrige Kurvenschar. Wegen f(y) # 0 fiir alle y €] ¢, d| ist
z(y) streng monoton, d.h. es existiert eine eindeutige Umkehrfunktion y = ¢(z).

Definition 5.2 (Allgemeine Losung, spezielle Losung, Cauchy-Problem)

1. Die einparametrige Funktionenschar y = y(x,C) heifst allgemeine Losung der
gDG (5.1) in E, wenn bei entsprechender Auswahl der Konstanten C' die Funktion
y in eine beliebige Losung dieser gDG, deren Losungskurve in E liegt, tibergeht.

2. Die Gleichung ®(z,y,C) = 0 heifit allgemeines Integral der gDG (5.1) in E,
wenn wenn sie die allgemeine Lésung von (5.1) als implizit gegebene Funktion
definiert.

3. Jede Losung, die man durch Einsetzen eines fivierten Wertes fiir C erhdlt, heifst
spezielle oder partikulidre Losung von (5.1).

4. Cauchy-Problem oder Anfangswertproblem (AWP): Gesucht ist eine Losung
von (5.1), welche im Punkt xo €|a,b| der Anfangsbedingung (Ab) y(zo) = o
gentigt. Dabei ist (zo,yo) mit y(xg) = yo ein gewisser fixierter Punkt aus E.

5.1.2 Geometrische Interpretation fiir gDG der Form ¢’ = f(z,y)

Die Funktion f(x,y) sei in E definiert und eindeutig. Jedem Punkt (zo,y0) € E wird
mittels der gDG (5.1) ein Richtungselement zugeordnet:

y'(z0) = f(x0,%0) = tan aq.
Definition 5.3 (Richtungsfeld, Isoklinen)

1. Die Gesamtheit der durch (5.1) den Punkten aus E zugeordneten Richtungsele-
mente heifit Richtungsfeld.

2. Die Kurven, die alle Punkte mit gleich groflem Richtungselement tana =1y = d
miteinander verbinden, heiffen Isoklinen (Neigungslinien). Sie bilden eine ein-
parametrige Kurvenschar.

Darstellung des Richtungsfeldes: Durch jeden Punkt (z,y) € E legt man ein Ge-
radenstiick, dessen Anstieg gleich dem diesen Punkt zugeordneten Richtungselement
tan « ist.
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Graphisches Verfahren zur niherungsweisen Losung einer gDG der Form (5.1):
Es sei y(z) = p(z) eine Losung von (5.1), die durch (zg, yp) hindurchgeht. Dann ist

¢'(x0) = f(x0, p(x0)) = tan ay.

Losungen der gDG (5.1) sind also alle Kurven, bei denen die Tangente in jedem Punkt
den Anstieg besitzt, den das Richtungsfeld in diesem Punkt vorschreibt.

Beispiel 5.1 (Richtungsfeld, Isoklinen)

(1) y =—x/y  (0,0) &€ E. Setzen y =d = —z/y.
Die Isoklinenschar ist die Geradenschar y = (—=1/d)x. Wegen d(—1/d) = —

steht die Tangente an die Losungskurve in jedem Punkt senkrecht auf der Isokline,
d.h. die Losungskurven sind Kreise in Mittelpunktslage.

(2) y =y/x (0,0) € E. Setzeny =d =vy/x.
Die Isoklinenschar ist die Geradenschary = d-x. Sowohl der Anstieg der Isokline

als auch der Anstieq der Losungskurve hat den Wert d. Folglich sind die Lésungs-
kurven Halbgeraden, die samtlich im Punkt (0,0) minden.

5.1.3 GDG mit trennbaren Variablen
Eine gDG mit trennbaren Variablen hat die Gestalt:

v =h@)he)  (fy) = [@)fy) (5-3)
Theorem 5.1 Sei fi(x) stetig in |a,b[, fa(y) stetig und fo(y) # 0 in]c,d[. Dann geht
durch jeden Punkt (xo,yo) des Rechtecks Q@ = {(z,y)|a <x <bAc <y <d} genau eine
Losungskurve der gDG (5.3) hindurch, d.h., das AWP ist fir gDG der Form (5.3) stets

eindeutig losbar.
Losungsverfahren zur Berechnung der allgemeinen Lésung

/ dy_ dy
y = fi(z) faly) = B = fi(x :/f /fl ydt + C

Die letzte Formel liefert das allgemeine Integral. Falls eine eindeutige Auflésung nach
y moglich ist, erhélt man die allgemeine Losung.

Beispiel 5.2 (GDG mit trennbaren Variablen)

(1) y = —x/y = ydy = —axde = ®(z,y,C) = 2* + y* — C? = 0 - allgemeines
Integral.

(2) Yy =y/z = — dy d—$ —> y = C'x - allgemeine L6sung.
Y x
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(3)

(4)

Der Phaseniibergang einer Substanz bei konstantem Druck und konstanter Tempe-
ratur wird durch die Clausius-Clapeyronsche Differenzialgleichung beschrieben:

o T
AT T(Ve—Va)
Dabei bezeichnet | die Umwandlungswdrme, V, bzw. V, das Molvolumen der End-

bzw. Anfangsphase, p den Druck und T die (absolute) Temperatur. Mit den Vereinfa-
chungen V, = 0 und V, = RT'/p erhdlt man die gDG mit trennbaren Variablen

dp  pl
dT  RT?

die die allgemeine Losung p = p(T) = Ce /BT pesitzt.

Wir betrachten die bimolekulare Reaktion
A+ B — AB,

d.h. ein Molekiil vom Typ A vereinigt sich mit einem Molekil vom Typ B zu einem
Molekiil vom Typ AB. Sei x = x(t) die Anzahl der nach Ablauf der Zeitspanne t
bei der Reaktion verbrauchten Molekiile vom entsprechenden Typ.

Zeit | Anzahl der noch vorhandenen Molekiile vom Typ
A B
to =0 a b
t a—2x b—x

Seia # b, k ein Proportionalititsfaktor und ' = 2'(t) die Reaktionsgeschwindigkeit.
Dann wird die Reaktion durch das AWP

' =k(a—2z)(b—x) z(0) =0

beschrieben. Nach Variablentrennung

dx
= kdt 0)=20
(x —a)(x —b) #0) =0,
Integration beider Seiten
1 a—x
1 =kt
a—1b . b—ux +C
und Beriicksichtigung der Ab erhdlt man
1 b(x —a)
kt= 1 .
a b a(x — b)
Lost man die letzte Gleichung nach x auf, so ergibt sich
e(a—b)kt -1

z(t) =ab pRpE T
Fir t — oo erhalt man die Gesamtzahl der bei der Reaktion verbrauchten Molekiile
vom Typ A bzw. B. Fir a > b ergibt sich tlir+n x(t) = b, d.h. die Reaktion ist

beendet, wenn samtliche Molekiile vom Typ B verbraucht worden sind. Fir a < b
erhdlt man lim x(t) = a. Dies entspricht der Tatsache, dass die Reaktion zum

t——+o0

Stillstand kommt, wenn alle Molekiile vom Typ A verbraucht sind.
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5.1.4 Lineare gDG 1. Ordnung
Eine lineare gDG (1gDG) hat die Gestalt:

y+a@)y=gx) (flz,y) =9) —al@)y). (5.4)

Theorem 5.2 Seien a(x) und g(x) stetig in |a,b[. Dann geht durch jeden Punkt (zo,yo)
ceE={(x,y)|la<z<bAN -0 <y<+oo} genau eine Lisungskurve der gDG (5.4),
die fir alle x €] a,b| definiert ist, hindurch, d.h., das AWP ist fir lgDG der Form (5.4)
stets eindeutig losbar.

Definition 5.4 Ist g(x) = 0 fir alle x €]a,b|, so heifit die lgDG (5.4) homogen,
anderenfalls heifft sie inhomogen. Die Funktion a(x) heifit Koeffizient der 1gDG (5.4).

Berechnung der allgemeinen Losung einer homogenen lgDG 1. Ordnung

Y +alx)y = 0 — spezielle gDG mit trennbaren Variablen (5.5)
d
R —a(z)dz
)
ln‘% = —/a(t)dt
zo
— 7 a(t)dt
AN
C
~ [a(t)dt
Yy (z) = Ce o = Cyl(x) - allgemeine Lésung von (5.5). (5.6)
~ [a@adt
Dabei ist y”(z) :==e o eine spezielle Lésung von (5.5).

Berechnung der allgemeinen Losung einer inhomogenen 1gDG 1. Ordnung

Die Gleichungen (5.4) und (5.5) besitzen keine gemeinsamen Losungen. Deshalb wird zur
Losung von (5.4) ein Losungsansatz der Form (5.6) verwendet, wobei C' = C(x) gesetzt
wird und y”(x) eine spezielle Lésung von (5.5) ist:

gt =Clx)yl (™) = C' )yl + Cla)(yl)'. (5.7)

Dabei wird C(z) derart bestimmt, dass y™(z) = C(x)y"(z) die Gleichung (5.7) 15st.

Dieses Verfahren heifit Variation der Konstanten. Einsetzen von (5.7) in (5.4) liefert

C'(x) yl + C(z) (y2) + ao(z) C(z)yt = g(=)
C'(x) yl + Clx) [(12) + ao(x) yl] = g(x).

Da y"(z) eine spezielle Losung von (5.5) ist, gilt:

() + ao(z)yl =0

und man erhélt zur Bestimmung von C(z) eine Differenzialgleichung der Form

C'(2) yo () = g(2).
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Wegen y”(z) # 0 ist ndmlich

Clz) = / 90 4 4 p, (5.9)

ye(t)
o
wobei D wieder eine willkiirliche Konstante ist. Einsetzen von (5.8) in die erste Formel in
(5.7) ergibt die allgemeine Losung von (5.4)

x

) = o) [ S5 e Doto) (5.9)

Zo

Dabei ist y"(z) = Dy"(z) wieder die allgemeine Lésung von (5.5) und y™(z) :=

yh(t

yi(z) [ g(t)) dt eine spezielle Lésung von (5.4).
Zo

Beispiel 5.3 (homogene lgDG, inhomogene IgDG)

(1) In welcher Zeit kiihlt sich ein Korper, der auf 100° C' erhitzt wurde, bei einer Aufen-
temperatur von 0° C' auf 25° C' ab, wenn er sich in 10 Minuten bis auf 50° abkiihlt?

Annahme: Die Abkiihlgeschwindigkeit des Kérpers sei proportional der Tempera-
turdifferenz von Korper und Aufentemperatur.

Berechnung der allgemeinen Losung der homogenen lgDG:

v = —ku (k>0)
du  _ _kdt
U
U
off] - -
n i) kt

ul(ty = De ™.

a

Berechnung von D (Loésung eines AWP): Firt =0 ist u(0) = 100. Einsetzen
in die allgemeine Losung liefert D = 100. Man erhdlt die spezielle Losung

u(t) = 100 e,
die durch den Punkt (to,uo) = (0,100) hindurchgeht.

Ermittlung von k (L6sung eines inversen Problems): Firt = 10 ist u(10) =

50. Es st

In 2
50 = 100 e *10 —s = T—O

Man erhalt:

n2

u(t) = 100e 10! =100 - 2710,

Wann hat sich der Korper auf 25°C' abgekiihlt? Gesucht ist der Wert t, fiir
den u(t) = 25 gilt:

.

25=100-2"1 = 272 = 2715 = t = 20 [min].
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(2) An eine Spule mit dem Ohmschen Widerstand R und der Selbstinduktivitit L werde
zur Zeit t = 0 eine konstante Spannung U angelegt. Zu ermitteln ist die in der
anfangs stromlosen Spule durch den Finschaltvorgang bestimmte Stromstirke I(t).

Nach dem 2. Kirchhoffschen Gesetz gilt: L'+ RI =U.

Berechnung der allgmeinen Lésung der homogenen 1gDG:

i R
LI't+ RI=0— — = - 7dt = [}()) = Ce 2"

Berechnung der allgemeinen Losung der inhomogenen IgDG:

[ (1) = C(t) e BF = I"™(t) = % +Dett,

Berechnung von D (L6sung eines AWP): Firt =0 ist [(0) =0 und

I(t) = % (1—e*%t>.

Man erhdalt die spezielle Losung, die durch den Punkt (to,Io) = (0,0) hindurch-
geht.

Die Stromstirke ndhert sich asymptotisch ihrer durch den Ohmschen Widerstand
bedingten Grifse.

5.2 Systeme lgDG 1. Ordnung
5.2.1 Allgemeine Bemerkungen
Definition 5.5 (System 1. Ordnung, Lésung)

1. System IgDG 1. Ordnung oder lineares System nennt man n 1gDG, die
sich in eindeutiger Weise nach den Ableitungen 1. Ordnung von n Funktionen

y1(x),y2(x), ..., yn(x) auflosen lassen:

y1(z) = an(z)yr + ap() yo + . .. + a1 () yu + g1(2)
yo(x) = ag1(z) y1 + aga () Yo + . .. + aon(x) Y + go(2) (5.10)

Dabei sind die Funktionen a(x), g;(x) (i,k = 1,...,n), bekannt. Die gesuchten
Funktionen y;(x) (i = 1,...,n) seien fir alle x €] a,b[ definiert.

Kurzbezeichnung: yi(x) = > awyr(z) + gi(z) (1=1,...,n)
k=1

Vektorielle Schreibweise: y' = Ay + g mit

aj(z) ap(z) ... a(x) Y1 () 91()
e I iionsidl IR S el IS B
a1 () apa(z) ... apn(2) yn(2) Gn()
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2. Losung von (5.10) heifit jedes System von n Funktion y,(x), y2(x),...,y.(x) (z €
la,b]) mit folgenden Eigenschaften:
1° Die Funktionen yi(x),y2(x), ..., yn(x) seien einmal differenzierbar.
2° Nach FEinsetzen von y;(x), y2(x), . . ., yn(x) und ihrer Ableitungen in das linea-

re System (5.10) sind diese Gleichungen fir jedes x €] a,b| erfillt.

3. Sind die Funktionen g;(x) = 0 fir allei = 1,...,n, so heifft das lineare System
homogen, anderenfalls heifit es inhomogen. Die Funktionen a;.(x) heiffen Koef-
fizienten des linearen Systems.

Das zu (5.10) gehorige homogene System hat also die Gestalt

Y2(2) = an (@) y1 + an (@) y2 + ... + 620(2) Y (5.11)

Definition 5.6 Cauchy-Problem oder Anfangswertproblem (AWP): Gesucht ist
eine Losung y(x) von (5.10) bzw. (5.11), welche im Punkt xy €|a,b| der Anfangsbe-

dingung (Ab) yi(z0) = 47, v2(x0) =49, .. ., yn(®o) = yp geniigt, d.h., es gilt

n (330) y(l)

Y2(o) yS
Y(ﬂfo) = . = .

yn(xo) yg

Theorem 5.3 Seien a;(z)(i,k=1,...,n) und g;(z)(i = 1,...,n) stetig in]a,b[. Ferner
sei xg €] a,bl, v, ys,...,y° € R. Dann existiert genau eine Lisungy = y(x) von (5.10),
fiir die gilt:

hn (wo) y?
yz(fﬁo) yS
Yn (o) o

d.h., das AWP st fir lineare Systeme der Form (5.10) bzw. (5.11) stets eindeutig
lésbar.

5.2.2 Losungsstruktur linearer Systeme

Die Theorie der Losungsstruktur linearer Systeme lésst sich analog zur Theorie der
Losungsstruktur von 1GS aufbauen. Gesucht sind alle Losungen des linearen Systems
(5.11) bzw. (5.10), d.h., gesucht ist eine geeignete Darstellung der (unendlichen) Losungs-
menge.

Problem: Kann man stets eine endliche Anzahl linear unabhingiger L6sungen
yh,y%, ..., y? des Systems (5.11) auswihlen, derart, dass sich jede Losung von (5.11)
als Linearkombination von y!,y?, ..., y? darstellen lisst?
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Lemma 5.1 Die Menge der Losungsvektoren des homogenen linearen Systems
(5.11) erzeugt einen Unterraum L" des Vektorraumes C|a,b], wobei dimL" = n gilt.

Definition 5.7 (Fundamentalsystem, allgemeine Lésung eines homogenen 1GS)

1. Jede Basis des n-dimensionalen Unterraumes L" des homogenen linearen Sy-
stems (5.11) heifit ein Fundamentalsystem von (5.11).

2. Bilden die Loésungen y',y?, ... y" ein Fundamentalsystem von (5.11), so heifit
yh = Ciy'+Coy*+.. . +C,y" mit beliebigen Konstanten C; e R (i = 1,2,...,n)
die allgemeine Losung des homogenen linearen Systems (5.11).

Theorem 5.4 (Losungsstruktur unter Verwendung des Begriffs allgemeine Losung)

(1) Die allgemeine Lésung y" von (5.11) erzeugt einen Unterraum der Dimension
n des Vektorraumes Cla, b]. Jede Lésung von (5.11) lisst sich als Linearkombi-
nation eines beliebigen Fundamentalsystems von (5.11) darstellen.

(2) Die allgemeine Losung y"* eines inhomogenen linearen Systems der Form
(5.10) erzeugt eine lineare Mannigfaltigkeit in C[a,b], d.h., sie setzt sich additiv
zusammen aus einer speziellen Losung y™ von (5.10) und der allgemeinen

Lésung y” des zugehdrigen homogenen 1GS (5.11).

Theorem 5.5 Die n Lésungsvektoren y',y%, ...,y" eines homogenen linearen Sy-
stems y’ = Ay sind linear unabhingig in Cla,b|, d.h. sie reprdsentieren ein Fun-
damentalsystem von y’ = Ay gdw ihre Determinante fir alle Werte von x aus dem
gemeinsamen Definitionsbereich der Lisungsfunktionen von Null verschieden ist:

yin(r) ya(z) .. yia(z)
i) peln) e ) 2o (512
Yn1 (:E) ynQ(x) cee ynn(x)

Dabei bezeichnet y;; die i—te Koordinate des Losungsvektors y! = y?(x). Die Determinante
(5.12) heifit auch Wronskische Determinante.

Beispiel 5.4 Das homogene lineare System y’ = Ay mit

(1) A-(RB) ()

besitzt, wie man durch Einsetzen in das lineare System leicht nachpriift, die Ldsungs-

vektoren
1 _ 1 x d 2 1 —x
y - 2 €, un y - _1 € .

Fiir die Wronskischen Determinante, gebildet aus den Lésungsvektoren, gilt

=—-3#0 Vu,

also reprdsentieren y' und y? ein Fundamentalsystem.
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5.2.3 Lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten

Wir betrachten ein lineares System mit konstanten Koeffizienten der Form
Yi(r) =anyi + ays + ...+ a1 Yo + 91(7)
Yo() = an y1 + ag Yo + ... + a2n Yn + ga(T) (5.13)

mit a;; € R (4,5 =1,...,n).
Berechnung der allgemeinen Lsung des homogenen Systems zu (5.13)

Der Losungsansatz y(r) = Pe*® fithrt zum Problem der Berechnung der Eigenwerte
und Eigenvektoren der Matrix A.

Mit Hilfe der Eigenwerte und Eigenvektoren wird ein Fundamentalsystem aus n
linear unabhingigen Losungsvektoren konstruiert und die allgemeinen Lésung
des zu (5.13) gehorigen homogenen Systems angegeben. Folgende Fiélle sind moglich:

1° Alle Eigenwerte von A seien reell und voneinander verschieden. Sei

Py
pi_ P 2%
P
der zum Eigenwert \; gehérende Eigenvektor. Man erhilt ein Fundamentalsy-
stem der Gestalt

Pll P12 Pln

P21 P22 T n PQ” T
yi@ =] o ey )= T eyt =] T et

Pnl Pn2 Pnn

und die allgemeine Losung in der Form
Yo(@) = Cry'(2) + Coy*(x) + ... + Cpy"(2).

2° Ist A = o + 10 ein einfacher komplexer Eigenwert, so ist A = a — i3 ebenfalls
ein einfacher komplexer Eigenwert der Matrix A. Mit dem Losungsansatz z> =
P2 el )2 orhilt man P! und P? ebenfalls zueinander konjugiert komplex. Setzt
man P! = P +iQ, P2 =P —iQ (P, Q reell), so ergibt sich eine reelle Form der zu
diesem Paar konjugiert komplexer Eigenwerte gehorigen Losungen:

y'(r) = Rez'(z) = e**[Pcos(fz)— Qsin(Bz)]
yi(z) = Imz'(z) = e*“[Psin(Bz)+ Qcos(Bx)].

3° FEin oder mehrere Eigenwerte treten mehrfach auf. Sei Ay ein Eigenwert der Viel-
fachheit s.
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Falls s linear unabhiingige Eigenvektoren P’ (i = 1,...,s) zu )\, gehoren, so
hat der zu )\, gehorige Losungsanteil die Gestalt:

yi(x) = (CL P 4+ Co P? 4 ... 4 C, P¥)eM ™,

Falls m < s linear unabhingige Eigenvektoren zu \; gehoren, so suchen wir
den zu )\, gehorige Losungsanteil in der Form

yi(z) = (A'+ A2z 4. Al gsmmyehee

AH + A12I + ...+ Al(s_m)ﬂfs_m

_ A21 + AQQQ; + . + AQ(s—m)xs_m e)\kﬂf. (514)

Anl + Angl‘ + ...+ An(S,m)ZBsim

Dieser Losungsansatz wird in das Differenzialgleichungssystem eingefiihrt. Mittels
Koeffizientenvergleich erhilt man ein 1GS bez. der Unbekannten Ay, ..., Ays—m),
dessen allgemeine Losung zu bestimmen ist. Diese hidngt von s beliebigen Kon-
stanten ab, wobei s die Vielfachheit des Eigenwertes ) ist.

Ist A = a+1f ein s-facher komplexer Eigenwert, so verfahrt man wie bei einem
reellen s—fachen Eigenwert und nimmt dann als Losungsanteile von A und A Real-
und Imaginérteil des berechneten Losungsvektors.

Berechnung der allgemeinen Losung des inhomogenen Systems (5.13)

Ist die allgemeine Losung des zu (5.13) homogenen linearen Systems bekannt, so
erhilt man die allgemeine Losung von (5.13) mittels Variation der Konstanten. Falls
Ab gemif Definition 5.6 vorgegeben sind, lasst sich das AWDP eindeutig l6sen.

Beispiel 5.5 (Lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten)

1) Lésung fiir Beispiel 5.4. Es wird eine Lisung in der Form'y = P e** gesucht. Ein-
( 9 g y g

setzen dieses Léosungsansatzes in das System und Kiirzen des nicht verschwindenden
Faktors e liefert die charakteristische Gleichung oder das charakteristische
Polynom der Koeffizientenmatriz A:

—1/3 -\ 2/3
det(A — \Ey) = ( 1/3 ) (1/3/_A> ’:/\2—1:0.
)\ :1 _4/3 P11 + 2/3 P21 - 0 Plz ].
! 4/3 Py — 2/3 Py = 0 2 )’
)\ - 1 2/3 P12 + 2/3 P22 = 0 P2: 1
2 4/3 Py + 4/3 Py = 0 -1 )

Daher bilden die beiden Vektoren

ylzPlx:(;>ex, und y2:PQe_l’:<_1>e_“’”

ein Fundamentalsystem des homogenen linearen Systems. Die allgemeine
Losung hat die Gestalt

. B ) 9 o Cle“"+C'2e_x
ya(x)_cly($)+02y(37)_(2016x_02ex ‘
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(2)

(3)

Gesucht ist die allgemeine Losung des homogenen linearen Systems

v = 4y — 1y,
5.15

Die charakteristische Gleichung von A hat die Gestalt:

=N —6A+13=0

det(A — \Ey) = (4-x -l '

5 (2-))

und besitzt die komplexen Wurzeln \y = 3 +12 und Ay = 3 —12. Fir Ay = 3+12
bestimmen wir den zugehirigen Eigenvektor aus den 1GS

(1-12) P, - Pp =0 (1
5 Py — (1+i2) Py = 0 1—i2 /-

Man erhdlt eine spezielle Losung in komplexer Form

o ( 1 )e«mm _ ( ; _12)e3x(cos(2x) + isin(2z)) ) (5.16)

1—i2 37 (cos(2z) + isin(2x))

Da (5.15) reelle Koeffizienten besitzt, braucht man die spezielle Lésung, die dem
Eigenwert \, = 3 —i2 entspricht, nicht zu berechnen. Sie ist durch den konjugiert
komplexen Ausdruck zu (5.16) gegeben. Realteil und Imagindrteil von (5.16) liefern
das gesuchte Fundamentalsystem:

3z
. L € cos(2z)
v = Rer' = (Gl + sy )

y’ = Imz'= ( EZ(S;nn((QQZ)) — 2cos(2z)) ) '

Die allgemeine Lésung hat die Gestalt
Va(z) = Ciy'(z) + Coy’(x)

C} €3 cos(2x) + Cy €3 sin(2z)
Ch €% (cos(2z) + 2sin(2x)) 4+ Co €3 (sin(2z) — 2 cos(2x))

Gesucht ist die allgemeine Losung des inhomogenen linearen Systems

i = % o— Y + =
yy = 4y — 3y2 + 2. (5.17)

Zundchst bestimmt man die allgemeine Losung des zu (5.17) homogenen linea-
ren Systems. Die charakteristische Gleichung von A hat die Gestalt:

1-2) -1

— )2 —
1 (gl [P 2 =0

det(A — )\Eg) =

und besitzt eine Nullstelle \y = —1 der Vielfachheit 2. Es gilt n = 2,r = 1, also
m=mn—r =1, d.h.,es gibt zum Eigenwert der Vielfachheit s = 2 genau einen
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(4)

Eigenvektor. Deshalb ist der Losungsansatz (5.14) zu verwenden. Einsetzen dieses
Lésungsansatzes fiir s =2 und m =1

_ Al 9 vomo [ (An+Apx)e™
y(e) = (A +ATo)e = ( (A2 + Apz)e™ )

in das zu (5.17) homogene lineare System fihrt auf das 1GS

—2A41 + Axn + Aip = 0
—4A, + 24y + Ay =0
—2 A12 —|— A22 - O
—4 A12 + 2 A22 = O

dessen Koeffizientenmatriz den Rang 2 besitzt. Wihlt man A1 = C1 und A, = Cy,
so erhdlt man fir die ibrigen zwei Variablen Ay = 2C7 — Cy und Ags = 2C5. Die
allgemeine Losung hat die Gestalt

Vo) = Ciy'(z) + Coy*(2)

1 —a T .
= 01(2)6 +C’2(2x_1)e (518)

(e éniiacimes )

Variation der Konstanten liefert das 1GS
Ci(z) + rChi(x) = xe®
2C1(x) + (2z—1)Cy(z) = 2e"
beziiglich der Unbekannten C(x) und Ch(x). Man erhdlt
C1(z) = (—22% + 3z) €, Cy(x) = (2z — 2) e”.
Nach Integration ergibt sich
Ci(z) = (=222 + Tz —T)e* + D1, Co(z) = (2v — 4)e” + Ds. (5.19)

Ersetzt man in (5.18) die Konstanten C; (i = 1,2) durch die Funktionen C;(z)
und verwendet (5.19), so erhdlt man die allgemeine Losung des inhomogenen
linearen Systems

yil (@) = yI™z)+yh(z)

3r— 17 1 _x T _Z,
- (4:5—10)“)1(2)8 +D2(2x—1)e '

Wir betrachten eine chemische Reaktion, bei der ein Stoff A in den Stoff B und

dieser in den Stoff C umgewandelt wird A &, B £, C. Die Molekiilkonzentra-
tionen zur Zeit t (die jeweils vorhandene Menge der Substanz A, B, C') bezeichnen
wir mit y1, Yo, ys entsprechend. Dann sind die Zunahmen dieser Mengen (Kon-
zentrationsinderungen) pro Zeiteinheit gegeben durch v1(t), y2(t), ys(t). Fir diese
Anderungen gilt in vielen Fillen ein linearer Ansatz

n(t) = — ki ()
?Jz(t) = ki (t) — ko y2(t) (5.20)
ys(t) = + ko (),

61



wobei ki und ko Konstanten sind, die ein Maf fiir die Reaktionsgeschwindigkeit dar-
stellen. Die erste Gleichung besagt, dass die Abnahme der Stoffmenge A proportional
der noch insgesamt vorhandenen Menge A ist. Die zweite Gleichung beinhaltet, dass
die Konzentrationsinderung der Stoffmenge B gegeben ist durch die Umwandlung
von A in B abziglich der sich in C' umwandelnden Stoffmenge B, die proportional
2u Yo angesetzt wird. Die Zunahme von C pro Zeiteinheit ist schliefilich durch die
Abnahme von B gegeben. Zum Zeitpunkt t = 0 gelte: Die Menge an Substanz A sei
gleich My, von den Substanzen B und C sei nichts vorhanden, es gilt also

yl(o) = Mo, yg(O) =0, y3<0) =0. (5-21)

Gesucht ist die Losung des AWP (5.20), (5.21).

(—ky — \) 0 0
det(A — /\Eg) = k’l (—/{52 — /\) 0 = —(kl + )\)(k’z + )\))\ =0.
0 ko —A

Man erhdlt drei reelle voneinander verschiedene Eigenwerte der Vielfachheit 1:

A= —ki, da=—ko, \3=0.

ki — ko) /k
N o= —k klpll + (k’l — k?Q)P21 =0 Pl . (_]1: /k 2)/ 2
o + koPyr + kiP3; =0 B 1 e
(kz - kl)Plg — O O
Ao = —ky k1 Pro = P2 = 1
koPoy + koPsy =0 -1
—]{?1P13 - 0 0
A3 =0 ki1 Pi3 —  koPss =0 P3=1[ 0
kngg =0 1
Die allgemeine Losung hat die Gestalt
(k1 — k2)/ k2 0 0
yZ(t) = Cl —kl/kg eiklt + CQ 1 eith + Cg 0
1 —1 1
Als Losung des AWP erhdlt man
Mo e_klt
yl(t) MO kl —kit . —kot
v = w0 |=| bk <k e )
ys(t) Mo (P ket R ke
"\ — iy © bk O

Die Funktion y,, d.h. die Menge des Stoffes A, fillt exponentiell ab wie beim ra-
dioaktiven Zerfall oder bei einer monomolekularen Reaktion, die Funktion ys, die
Menge B, steigt mit wachsendem t von Null kommend an und strebt, wenn t gegen
Unendlich geht, wieder gegen Null, wihrend y3, die Menge C', monoton vom Wert
Null auf den Wert My ansteigt.
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