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1 Gewo6hnliche Differenzialgleichungen 1. Ordnung

1.1 Grundlegende Begriffe
1.1.1 Zusammenhang mit der Integration

Ziel: Vorginge in der Natur und Technik durch Gesetze und Formeln erfassen und daraus
auf Figenschaften und neue GesetzméafBigkeiten schlieflen.

Beispiel 1.1 (Geradlinige gleichférmige Bewegung eines Korpers)

Sie ist als eine Funktion der Zeit t darstellbar:
s(t) = vot + So.

Dabei bezeichnet sq den zum Zeitpunkt t = 0 zuriickgelegten Weg und vy eine konstante
Geschwindigkeit. Die erste Ableitung der Weg-Zeit-Funktion s(t) ist die Geschwindigkeit
v(t) der Bewegung, also v(t) = §'(t) = vy. Die zweite Ableitung liefert die Beschleunigung
a(t) der Bewegung: a(t) = s"(t) = 0.

Ist nun umgekehrt eine konstante Geschwindigkeit gegeben, so ergibt sich durch Integrati-
on der Gleichung s'(t) = vy wieder das Weg-Zeit-Gesetz der geradlinigen gleichformigen
Bewegung mit der Integrationskonstante sg, die einen beliebigen reellen Wert annehmen
kann. Dies driickt den aus der Physik bekannten Fakt aus, dass man allein aus der Vorgabe
der Geschwindigkeit das Bewegungsgesetz nicht eindeutig ermitteln kann. Mathematisch
formuliert heifit das, die Gleichung s'(t) = vy besitzt keine eindeutige Losung.

Gegeben: ¢/ (t) = f(t), wobel f(t) bekannt ist, gesucht: y(¢) (unbestimmte Integration).

Gegeben: y/(t)
algleichung).

f(t,y), wobei f(t,y) bekannt ist, gesucht: y(¢) (Losung einer Differenzi-

Bekanntlich nennt man eine Funktion y(¢) mit der Eigenschaft

y(t) = f(t) (1.1)

Stammfunktion von f(t). Weiter gilt: Ist f(¢) stetig in |a, b[, so besitzt sie in ]a, b[ eine
Stammfunktion. Da die Ableitung einer Konstanten gleich null ist, gibt es stets unendlich
viele Stammfunktionen, die sich voneinander durch eine Konstante unterscheiden. Die
Gleichung (1.1) kann als eine einfache gewohnliche Differenzialgleichung aufgefasst wer-
den. Als Spezialfall ergibt sich fiir die geradlinige gleichformige Bewegung v/ (t) = vg, wenn
die Zeit t die unabhéingige Variable ist. Folglich lisst sich das Auffinden aller Losungen der
Differenzialgleichung (1.1) zurtickfithren auf das Problem des Aufsuchens der Gesamtheit
der Stammfunktionen oder des unbestimmten Integrals:

y(t) = /f(z) dz 4 C. (12)

Dabei ist ty eine gewisse fixierte Zahl aus dem Intervall | a,b[ und C' eine beliebige Kon-
stante. Geometrisch stellt (1.2) eine vom Parameter C' abhéngige Kurvenschar dar, d. h.,



die Eindeutigkeit der Losung ist nicht gegeben. Dies gilt generell fiir Differenzialgleichun-
gen.

Die Eindeutigkeit lasst sich aber durch Vorgabe von zusétzlichen Bedingungen erzwingen.
Fiir die Losungsmenge (1.2) bedeutet dies: Die Konstante C' ldsst sich eindeutig festlegen,
falls die Losung in einem Punkt bekannt ist. Sei y(ty) = yo bekannt. Dann ist

y(t) = /f(Z) dz + yo (1.3)

diejenige Losung, deren Kurve durch den Punkt (to,yo) hindurchgeht.

Es seiz. B. 3/ = 2t. Aus (1.3) erhélt man die Losung, deren Kurve durch den Punkt (¢, yo)
hindurchgeht, in der Form

t

t
y(t)=/22dz+y0: [2’2Lo+y0:t2—t3+y0.
to

Eine weitere einfache gewohnliche Differenzialgleichung hat die Form

y'(t) = f(y), (1.4)

wobei die rechte Seite jetzt von der abhéngigen Verdnderlichen y abhéngt. Um diese
Gleichung auf eine solche vom Typ (1.1) zuriickzufithren, fordern wir: Es sei f(y) stetig in
le,d[ und f(y) # 0 fiir alle y €]c, d[. Nach der Ableitungsregel fiir die Umkehrfunktion gilt:

y'(t) = m Dies gibt uns die Moglichkeit, anstelle von (1.4) die Differenzialgleichung
Y
{(y) = —— = g(y) (1.5)
fy) '

zu betrachten, welche, wenn man die Rolle von ¢ und y vertauscht, vom Typ (1.1) ist.
Dann besitzt g(y) in ], d[ eine Stammfunktion, und die Gesamtheit der Stammfunktionen

Y

tly) = /9(7) dr +C (1.6)

Yo

ist wieder eine einparametrische Kurvenschar. Wegen f(y) # 0 fiir alle y €]e,d|
wechselt g(y) in diesem Intervall das Vorzeichen nicht. Aus (1.5) folgt dann, dass t(y)
streng monoton ist, d.h., es existiert eine eindeutige Umkehrfunktion y = ¢(?).

1.1.2 Losungen und ihre geometrische Interpretation

Definition 1.1 Sei I ein Teilintervall von R. Lésung von (1.1) bzw. (1.4) heifst jede
Funktion y = y(t), t € I mit folgenden Figenschaften:



1. Die Funktion y = y(t) ist in ihrem Definitionsbereich I einmal differenzierbar, d. h.,
die Funktionen y(t) und y'(t) existieren fir alle t € 1.

2. Nach FEinsetzen von y(t) und y'(t) in die Differenzialgleichung (1.1) bzw. (1.4) sind
diese Gleichungen fiir jedes t € I erfiillt.

Die zuy = y(t) gehirige Kurve in der t,y-Ebene heifst Lisungskurve.

Beispiel 1.2 Lasen Sie die Differenzialgleichung vom Typ (1.4):

auf der Teilmenge E = {(x,y) | — <t < +00,c <y < d,0 & [c,d]} der Ebene.
Fiir y # 0 ldsst sich (1.7) in der Form

mit g(y) # 0 schreiben. Integration gemdafs Formel (1.6) liefert:

1
t(y) = —Eln|y| + Ch.

1
Zur bequemen Bildung der Umkehrfunktion y = y(t) ist es zweckmdiflig, Cy = A In|C| zu

setzen, wobei C' ebenfalls eine beliebige Konstante ist. Dann ergibt sich

t(y):lln g‘ kt =1n g‘ = ektzlglzlng
ko ly Yy Y Y
oder
y(t) = Ce ™ I =] —o00,+00]. (1.8)

Da die Konstante C' beliebig ist, kénnen die Betragsstriche weggelassen werden.

Somit besitzt die Differenzialgleichung (1.7) unendlich viele Losungen im Sinne der Defi-
nition 1.1, welche die Form (1.8) besitzen.

Fiir Anwendungen ist der Losungsbegriff geméfl Definition 1.1 zu eng. Es ist oft erforder-
lich, lineare Differenzialgleichungen mit unstetigem Storglied zu l6sen.

Beispiel 1.3 Ermiatteln Sie alle Losungen der Differenzialgleichung 1. Ordnung

fe 1 fir —c0o < t < 0
y(t>_g(t)_{2t fir 0 < t < +oo.



Im Intervall —oo <t < 0 besitzt (1.9) unendlich viele Lisungen der Gestalt
y(t)=t+Cy (—oo <t <0)

und im Intervall 0 <t < +o0 unendlich viele Losungen der Form
y(t) =2 + Oy (0 <t < +00).

Es ist zu priifen, ob die unendlich vielen Losungen auf den Teilintervallen durch Zusam-
menfigen Lisungen von (1.9) auf dem Intervall —oo < t < +oo liefern. Wenn

t < 0

t < 400 (1.10)

IN A

(1) = t+Cy  fir —oo
T 2+ Oy fiir 0

eine Losung von (1.9) sein soll, so muss die durch (1.10) gegebene Funktion gemdf De-
finition 1.1 an der Stelle x = 0 differenzierbar und folglich dort stetig sein. Aus der
Stetigkeitsforderung von (1.10) an der Stelle t = 0 erhdilt man Cy = Cy. Es ergibt sich
somit

(t)z{ trC o fir _08 (1.11)

t < 0
2+ C,  fir t < +oo.

IN A

Allerdings ist die durch (1.11) gegebene Funktion keine Losung von (1.9) auf dem Intervall
—00 < t < 400 im Sinne der Definition 1.1, da (1.11) an der Stelle t = 0 zwar stetig,
aber nicht differenzierbar ist, denn dort ist die linksseitige Ableitung gleich eins und die
rechtsseitige Ableitung gleich null. Somit besitzt (1.9) im Intervall —oo < t < +oo keine
Losung im Sinne von Definition 1.1, jedoch gibt es in den Teilintervallen —oco < t < 0
und 0 < t < +o00 jeweils unendlich viele Losungen.

Um auch in solchen Fillen eine Losung zu erhalten, definieren wir einen allgemeineren
Losungsbegriff.

Definition 1.2 Losung von (1.1) bzw. (1.4) im erweiterten Sinne heifit jede Funktion
y=uy(t), t € I mit folgenden Figenschaften:

1. Die Funktion y = y(t) ist in ihrem Definitionsbereich I einmal differenzierbar, bis
auf gewisse Stellen von I, in denen y(t) nicht differenzierbar ist. Es wird jedoch
gefordert, dass dort die einseitigen Ableitungen von y(t) existieren und dass y(t)
tiberall in I stetig ist.

2. Nach FEinsetzen von y(t) und y'(t) in die Differenzialgleichung (1.1) bzw. (1.4) sind
diese Gleichungen fiir alle Existenzstellen der Funktion y'(t), x € I, erfillt.

Bei Verwendung dieses erweiterten Losungsbegriffes liefert (1.11) im Intervall —oco < t <
+o0o unendlich viele Losungen der Differenzialgleichung (1.9).



1.2 Einige Beispiele zur Modellierung

Unter Modellierung eines Anwendungsproblems versteht man die mathematische Formu-
lierung des gegebenen Sachverhaltes.

Beispiel 1.4 Stellen Sie eine Differenzialgleichung auf, die den Zerfall eines radioaktiven
Stoffes beschreibt.

Bezeichnet man mit N(t) die zum Zeitpunkt t vorhandene Menge eines radioaktiven Stof-
fes und mit k > 0 die Zerfallskonstante, so ergibt sich, falls N(t) differenzierbar

N'(t) = —kN(t). (1.12)

Beispiel 1.5 Stellen Sie eine Differenzialgleichung auf, die den Abkiihlvorgang eines Kor-
pers an der Luft beschreibt. Zur Vereinfachung nehmen wir an, dass die AufSentemperatur
T, in der Umgebung des Korpers konstant sei und vernachlissigen die Mafle sowie die
spezifische Wirme des Korpers.

Unter diesen Voraussetzungen gilt das NEWTONsche Abkiihlungsgesetz fiir die Temperatur
T(t) des Korpers

T(t+ At) =T(t) ~ (T(t) — T, ) AT
und nach Grenziibergang

T'(t) + kT (t) = —kT, (1.13)
mit einer Konstanten k > 0.

Beispiel 1.6 Ein Gefdff mit einem Volumen von 20 Litern (1) enthdlt ein Luftgemisch in
der Zusammensetzung 80 % Stickstoff und 20 % Sauerstoff. In das Gefify wird pro Sekun-
de 0,1 | Stickstoff eingelassen, der sich im gesamten Volumen des Gefiffes gleichmdfig
vermischt. Pro Sekunde entweicht 0,1 | des Gemischs. Stellen Sie eine Differenzialglei-
chung dieses Vermischungsprozesses auf, unter der Annahme, dass sich wdihrend eines
kleinen Zeitintervalls At die Stickstoffmenge im Gefif$ nicht dndere.

Bezeichnet man y(t) die Stickstoffmenge im Gefafi zum Zeitpunkt t, gemessen in Litern,
so erqibt sich

y(t)

Y1) = — 55 +0-1. (1.14)

Beispiel 1.7 Bestimmen Sie alle Kurven, fiir die die Fliche des Dreiecks, das von der

Tangente, der Ordinate des Beriihrungspunkts und der Abszissenachse gebildet wird, gleich
einem konstanten Wert a®> > 0 ist.

Das Problem fiihrt auf die Differenzialgleichung

2
y' = iﬁ' (1.15)



1.3 Ein grafisches Losungsverfahren
Wir betrachten jetzt die allgemeine Form einer Differenzialgleichung 1. Ordnung:

v =ft,y). (1.16)
Definition 1.3 (Allgemeine Losung, spezielle Lésung, Cauchy-Problem)

1. Die einparametrische Funktionenschar y = y(t,C) heifst allgemeine Losung von
(1.16) in E, wenn bei entsprechender Auswahl der Konstanten C' die Funktion y in
eine beliebige Losung dieser gewohnliche Differenzialgleichung, deren Lésungskurve
in E liegt, tibergeht.

2. Die Gleichung ®(t,y,C) = 0 heifst allgemeines Integral der von (1.16) in E, wenn
sie die allgemeine Loésung von (1.16) als implizit gegebene Funktion definiert.

3. Jede Losung, die man durch Einsetzen eines fizierten Wertes fiir C' aus der allge-
meinen Losung erhdlt, heifit spezielle oder partikuldre Losung von (1.16).

4. Cauchy-Problem oder Anfangswertproblem (AWP): Gesucht ist eine Losung
von (1.16), welche im Punkt ty €]a,b| der Anfangsbedingung (Ab) y(ty) = yo
gentigt. Dabei ist (to,yo) mit y(to) = yo ein gewisser fizierter Punkt aus E.

Die Funktion f(t,y) sei in einer Teilmenge F der Ebene definiert und eindeutig. Jedem
Punkt (t9,y0) € E wird durch die Gleichung (1.16) eine eindeutig bestimmte Richtung
y'(to) = f(to,y0) zugeordnet. Man tragt im Punkt (¢o,70) ein Geradenstiick mit dem
Anstieg f(to,yo) an und nennt den Punkt mit dem angehefteten Geradenstiick Rich-
tungselement.

Es sei jetzt y(t) = ¢(t) eine Lésung von (1.16), die durch (¢, yo) hindurchgeht. Dann
ist ©'(tg) = f(to, p(to)). Daraus folgt: Der Anstieg der Tangente an die durch (to,yo)
hindurchgehende Losungskurve ¢(t) hat den Wert f(to, ¢(to)) := tanag, wobei ap der
Winkel zwischen dieser Tangente und der positiven Richtung der t-Achse ist.

Definition 1.4 (Richtungsfeld, Isoklinen)

1. Die Gesamtheit der durch (1.16) den Punkten aus E zugeordneten Richtungsele-
mente heifft Richtungsfeld der Differenzialgleichung (1.16).

2. Die Kurven, die alle Punkte mit gleich groflem Richtungselement i’ = m mitein-
ander verbinden, nennt man Isoklinen (Neigungslinien). Sie bilden eine einpa-
rametrische Kurvenschar mit dem Parameter m.

Beispiel 1.8 (Richtungsfeld, Isoklinen)

t t
(1) y’:—g (0,0) € E. Setzen y’:m:_;

1 1
Die Isoklinenschar ist die Geradenschar y = (——) t. Wegen m (—— = -1
m m

steht die Tangente an die Lisungskurve in jedem Punkt senkrecht auf der Isokline,
d.h. die Losungskurven sind konzentrische Kreise mit dem Mittelpunkt in (0,0).



(2) y’:% (0,0) ¢ E. Setzeny’:m:%
Die Isoklinenschar ist die Geradenschar y = mt. Sowohl der Anstieg der Iso-
kline als auch der Anstieq der Lisungskurve hat den Wert m. Folglich sind die

Lésungskurven Halbgeraden, die simtlich im Punkt (0,0) minden.

1.4 Differenzialgleichungen mit trennbaren Variablen

Eine gewdhnliche Differenzialgleichung mit trennbaren Variablen hat die Gestalt:

v =hMfl)  (fty) = A1) L0) (1.17)

Theorem 1.1 FEs sei fi(t) stetig in]a,b[, fa(y) stetig und fo(y) # 0 in]c,d[. Dann geht
durch jeden Punkt (to,vyo) des Rechtecks Q@ = {(t,y)|a <t <bAc <y < d} genau eine
Lésungskurve der Differenzialgleichung (1.17) hindurch, d.h., das Anfangswertproblem ist
fiir rechte Seiten der Form (1.17) stets eindeutig losbar.

Die Methode der Variablentrennung besteht darin, dass alle Terme, die die Variable ¢
enthalten, auf eine Seite und alle Terme, die y enhalten, auf die andere Seite gebracht
werden. Dazu stellen wir 3/ als Differenzialquotienten, den man als Quotienten zweier

Differenziale betrachten kann, dar: 3/ = d_?; Dann ist

dy

und nach Variablentrennun = f1(¢t)dt.
dt f()f?( ) g fz(y) fl()
Integration auf beiden Seiten ergibt
d t
TT) :/ fi(2)dz + C. (1.18)
Yo to

Die letzte Formel liefert das allgemeine Integral mit der Integrationskonstanten C. Falls
eine eindeutige Auflésung nach y moglich ist, erhélt man die allgemeine L6sung,.

Bei der Berechnung des allgemeinen Integrals (1.18) kann man die Integrationsgrenzen
weglassen, denn die Zahlen, die bei Einsetzen der unteren Integrationsgrenzen entstehen,
kénnen mit der beliebigen Konstanten C' zusammengefasst werden. Man schreibt dann

dy /
= | filt)dt+C.
y) 1)
Beispiel 1.9 (Differenzialgleichung mit trennbaren Variablen)

(1) y' = Z——:>/Tdy——/tdt+C=><I>(t,y,C):t2+y2—02:0,

Der letzte Ausdruck stellt das allgemeine Integral dar.



dy vy dy dt
@)y =F=t—= LT =yl =1l +h|c

Die Integrationskonstante wurde hier in der Form In|C| gewdhlt, um das Entloga-
rithmieren, welches zur Auflosung nach y erforderlich ist, einfacher zu gestalten.
Man erhilt zundchst |y| = |C't|. Aufgrund der Beliebigkeit von C' kann man die
Betragsstriche weglassen. Die allgemeine Losung hat die Form y = C't.

(3) Bestimmen Sie alle Kurven, bei denen der Schnittpunkt einer beliebigen Tangente
mit der Abszissenachse gleich der Hilfte der Abszisse des Beriihrungspunktes der
Tangente an die Kurve ist.

2
Man erhdlt die Differenzialgleichung y' = Ty mit der allgemeinen Lisung y = Ct2.

1.5 Lineare Differenzialgleichungen 1. Ordnung

Eine lineare gewohnliche Differenzialgleichung 1. Ordnung hat die Form
v +at)y=9g@)  (f(ty) =g() = ao(t)y). (1.19)

Theorem 1.2 Die Funktionen ao(t) und g(t) seien stetig in I =|a,b|, ty €la,b| sei ein
fizierter Wert und yo eine vorgegebene reelle Zahl. Dann geht durch jeden Punkt (to,yo) €
E ={(ty)la <t <bAN—-oo <y < 4oo} genau eine fir alle t €]a,b] definierte
Lésungskurve der Differenzialgleichung (1.19) hindurch, d.h., das AWP ist unter den
getroffenen Voraussetzungen fiir Differenzialgleichungen der Form (1.19) stets eindeutig
losbar.

Definition 1.5 Gilt fiir das Storglied in (1.19) g(t) = 0 fir alle t €]a, b, d.h. ist
Yy +ao(t)y =0, (1.20)

so nennt man die Differenzialgleichung homogen. Ist jedoch g(t) # 0 fiir wenigstens ein
t €la,b[, dann nennt man (1.19) inhomogen. Die Funktion ay(t) heifst Koeffizient der
Differenzialgleichung (1.19) bzw. (1.20).

Die allgemeine Lésung y" von (1.19) ldsst sich stets als Summe einer speziellen
Losung 3" von (1.19) und der allgemeinen Lésung 3" von (1.20) darstellen. Diese

Eigenschaft gilt bekanntlich auch fiir lineare algebraische Gleichungssysteme.
Berechnung von y" der Gleichung (1.20):

Diese ist stets eine spezielle Gleichung mit trennbaren Variablen, denn in Formel (1.17)
ist hier fi(t) = —ap(t) und fo(y) = y. Man erhilt das allgemeine Integral in der Form

d
Ey = —qo(t)dt = In ‘%‘ = —/ao(t) dt.

Dieses kann im vorliegenden Falle durch Entlogarithmieren stets nach y aufgelost werden
und man erhélt die allgemeine Losung der homogenen Differenzialgleichung (1.20)

yhE) = Cyl(t) mit yh(t) = eSO (1.21)



Dabei ist y”(t) eine spezielle Lésung von (1.20).

Berechnung von 3" der Gleichung (1.19):

s

Wir verwenden einen Losungsansatz der Form (1.21), wobei C' = C(t) gesetzt wird
yt=Cltys (™) = C' (s + C(0)(ws) (1.22)

Dabei wird C(t) derart bestimmt, dass y"(¢) die Gleichung (1.19) 16st. Dieses Verfahren
heit Variation der Konstanten.

Einsetzen von (1.22) in (1.19) liefert

C'(t)y" + Ct) (W) +ao(t) C(t)y" = g¢(t) oder nach Umordnung
C'(t)ys + C() [(ya) +ao(t)ya] = g(1).

Da y"(t) eine spezielle Lésung von (1.20) ist, gilt: (y*) + ao(t)y" = 0 und man erhilt
zur Bestimmung von C'(¢) eine Differenzialgleichung, die auf Typ (1.1) zuriickfiihrbar ist:

C'(t) y2(t) = g(t).

Wegen y"(t) # 0 ergibt sich nach Integration mit der Integrationskonstanten 0

O(t) = / ygg(g) dt. (1.23)

Einsetzen von (1.23) in die erste Formel in (1.22) ergibt eine spezielle Lésung von (1.19)

v (1) = ya () / ygh(z) dt. (1.24)

(t) und y"(t) liefert die allgemeine Losung v () von (1.19):

a

inh
s

Addition von y
yénh _ y;nh + ys —e fao(t)dt/g(t>efao(t) de¢ dt +Ce Jao(t) dt. (125>

Bei der Ermittlung der allgemeinen Losung sind die Integrationsgrenzen in (1.25) nicht
erforderlich, bei der Losungsdarstellung des AWP sind sie jedoch anzugeben.

Losungsdarstellung des AWP der Gleichung(1.19) mit der Ab y(ty) = yo:

t

— [ ao(2)dz jag(s) ds - jao(z) dz
y(t) =e o /g(z)eto dz +ype ' . (1.26)

to

Beispiel 1.10 An eine Spule mit einem konstanten ohmschen Widerstand R und einer
konstanten Selbstinduktivitit L werde zur Zeit ty = 0 eine Spannung U = U(t) angelegt.
Zu ermitteln ist die in der anfangs stromlosen Spule durch den Finschaltvorgang bestimmte
Stromstdrke I(t). Betrachten Sie Fall 1: U(t) = Uy = const. und Fall 2: U(t) = Uy sinwt.



Nach dem 2. KIRCHHOFFschen Gesetz erhdlt man
LI'(t)+ RI(t) =U(t), wobei I(0)=0 gilt.

Fall 1: I(t) = % (1 —e_%t>.

(Rsin wt — Lw cos wt) + Lwe™ It
R? + (Lw)? '

Fall 2: I(t) = U,

1.6 Direkte und inverse Probleme

Direktes Problem: Ursache = Wirkung
Inverses Problem: Wirkung = Ursache

In der Theorie der Differenzialgleichungen ist die Bestimmung der Losung der Differen-
zialgleichung ein direktes Problem, wihrend die Ermittlung von in die Differenzialglei-
chung eingehenden Parametern in der Regel ein inverses Problem darstellt.

Beispiel 1.11 In welcher Zeit kiihlt sich ein Korper, der auf 100°C' erhitzt wurde, bei
einer Auflentemperatur von 0°C' auf 25°C' ab, wenn er sich in 10 Minuten bis auf 50°C
abkiihlt? Dabei werde angenommen, dass die Abkiihlgeschwindigkeit des Kdorpers propor-
tional der Temperaturdifferenz von Kérper und AufSentemperatur sei.

Das direkte Problem ist ein Anfangswertproblem der Form
T'(t) = —kT(t), T(0) = 100
(vgl. Beispiel 1.5 fir T, = 0). Die Lisung des Anfangswertproblems lautet
T(t) = 100", (1.27)

Das inverse Problem besteht in der Ermittlung des Parameters k aus der Zusatzinfor-
mation T(10) = 50.

Finsetzen dieser Bedingung in (1.27) liefert eine nichtlineare Bestimmungsgleichung fiir

k in der Form: 50 = 100e~*1° woraus durch Logarithmieren k = T_O folgt. Ersetzen des
Wertes fir k in (1.27) liefert

ln2t .

T(t) = 100e™ 1% = 100 (e2) 71 =100 - 27 1. (1.28)

Berechnung der Abkiihlzeit:

Die Frage in der Aufgabenstellung lautet: Wann hat sich der Korper auf 25°C' abgekiihlt?
Hier ist der Wert t gesucht, fir den T(t) = 25 gilt. Einsetzen des Temperaturwertes in
(1.28) ergibt 25 =100-2716  oder 272 =271. woraus t = 20 Minuten folgt.
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2 Lineare Differenzialgleichungen n-ter Ordnung

2.1 Homogene und inhomogene lineare Differenzialgleichungen

Definition 2.1 Fin Differenzialausdruck der Form
v+ an () y" T+ a(t) Y+ ao(t) y = g(t) (2.1)
heifit lineare Differenzialgleichung n-ter Ordnung (n > 1). Analog zu linearen Differen-

zialgleichungen 1. Ordnung heifit ein Differenzialausdruck der Form (2.1) inhomogene
lineare Differenzialgleichung n-ter Ordnung und ein Differenzialausdruck der Form

Y™ +a, ()Y + ot a )y +aot)y =0 (2.2)
die zu (2.1) homogene lineare Differenzialgleichung n-ter Ordnung. Die Funktionen

ao(t), -+, a,_1(t) nennt man die Koeffizienten der linearen Differenzialgleichung, wihrend
g(t) Stirglied heifst.

Definition 2.2 Sei I ein Teilintervall von R. Loésung von (2.1) bzw. (2.2) heifst jede
Funktion y = y(t), t € I mit folgenden Eigenschaften:

1. Die Funktion y = y(t) ist in ihrem Definitionsbereich I n-fach differenzierbar, d. h.,
die Funktionen y(t),y'(t),..., y™(t) existieren fir alle t € I bis zur Ordnung n
einschliefSlich.

2. Nach Einsetzen von y(t), y/'(t),...,y™ in die Differenzialgleichung (2.1) bzw. (2.2)
sind diese Gleichungen fiir jedes t € I erfiillt.

Die zuy = y(t) gehirige Kurve in der t,y-Ebene heifst Lisungskurve.

Die Losung einer Differenzialgleichung 1. Ordnung héngt von einer willkiirlichen Konstan-
ten C' ab, wéhrend die Losung der Differenzialgleichung (2.1) bzw. (2.2) von n willkiirli-
chen Konstanten C, Cs, ..., C, abhingt.

Definition 2.3 (Allgemeine Losung, spezielle Lésung, Cauchy-Problem)

1. Jede Liosung y = y(t,Cy,...,Cy) der Differenzialgleichung (2.1) bzw. (2.2), die n
willkirliche Konstanten (oder Parameter) Cy,..., C, enthdlt und die Eigenschaft
besitzt, dass sich jede beliebige Lisung von (2.1) bzw. (2.2) durch spezielle Wahl
dieser Konstanten ergibt, heifit allgemeine Lésung der Differenzialgleichung (2.1)

bzw. (2.2).

2. Jede Lésung, die man aus der allgemeinen Liosung durch Einsetzen fizierter Werte
fir Cy, ..., C, erhilt, heifit spezielle Losung oder partikulire Losung von (2.1)
bzw. (2.2).
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3. Cauchy-Problem oder Anfangswertproblem (AWP): Gesucht ist eine Losung
von (2.1) bzw. (2.2), welche im Punkt ty €] a,b| den Anfangsbedingungen (Ab-

Il) y<t0) = Yo, y/(tﬂ) - y(/)7 ) y(n_l)(tO) - y(()n_l) genu.gt Dabei sind tO) Yo, y67 cet
y(()"_l) vorgegebene Zahlen, die Anfangsdaten heiflen. Die Zahlen yo, vy, - - - ,y(()n_l)
heiffen Anfangswerte der Losung y = y(t), die Zahl ty Anfangswert der un-

abhingigen Variablen.
Auch fiir diesen Gleichungstyp gibt es einen speziellen Existenz- und Eindeutigkeitssatz.

Theorem 2.1 Die Funktionen ao(t),ai(t),...,a,—1(t) und g(t) seien stetig sowie be-
schrankt in I =a,b|, to €]a, b] sei ein fivierter Wert und yo, yj, - - - ,y(()nfl) seien vorgegebe-
ne reelle Zahlen. Dann geht durch jeden Punkt (to,yo) € E = {(t,y)|a <t <b N —o0 <
y < +oo} genau eine fir alle t €]a, b definierte Lisungskurve der Differenzialgleichung
(2.1) bzw. (2.2) hindurch, fiir deren Ableitungen gilt: y'(to) = v, - ..,y D (te) =y,
d.h., das Anfangswertproblem ist unter den getroffenen Voraussetzungen fiir Differenzial-
gleichungen der Form (2.1) bzw. (2.2) stets eindeutig losbar.

Wie fiir lineare Differenzialgleichungen 1. Ordnung setzt sich die allgemeine Lésung
y"'(t) der inhomogenen Gleichung (2.1) aus der allgemeinen Lésung 3" (t) der zu-
gehérigen homogenen Gleichung (2.2) und einer speziellen Losung 3" (t) der inhomo-

genen Gleichung (2.1) zusammen.

Jedoch lasst sich die Methode der Variablentrennung, mit der wir die allgemeine Losung
der homogenen linearen Differenzialgleichung 1. Ordnung (1.18) bestimmt hatten, nicht
zur Ermittlung von y"(t) der Gleichung (2.2) verwenden. Unser nichstes Ziel ist deshalb
die Bestimmung von y(t).

2.2 Losungsstruktur linearer Gleichungen

Definition 2.4 Fin System von n speziellen Losungen yq,vs, -, y, einer homoge-
nen linearen Differenzialgleichung n-ter Ordnung der Form (2.2) heif$t ein Fundamen-
talsystem von (2.2) genau dann, wenn die Determinante

gebildet aus den n Losungen und ihren Ableitungen bis zur Ordnung n — 1 einschlieflich
fiir alle Werte von t aus dem gemeinsamen Definitionsbereich der Ldsungsfunktionen
von null verschieden ist. Die Determinante W¢(t) heifft WRONSKIsche Determinante der
Differenzialgleichung (2.2).

Beispiel 2.1 Zeigen Sie, dass die Funktionen yi(t) = €' und y(t) = e ein Funda-

mentalsystem der homogenen Differenzialgleichung y"(t) — y(t) = 0 bilden, wihrend die
Funktionen §1(t) = 2e' und §5(t) = 3e' kein Fundamentalsystem fiir diese Differenzial-
gleichung darstellen.

12



Theorem 2.2 Es sei yi(t),y2(t), ..., yn(t) ein Fundamentalsystem spezieller Lisun-

gen der homogenen linearen Differenzialgleichung (2.2) und y™ eine spezielle Lisung

der inhomogenen linearen Differenzialgleichung (2.1). Dann hat die allgemeine Lo6-
sung von (2.2) die Form

Ya(t) = Ciyn () + Coga(t) + ... + Coya(t), (2.3)

wdihrend die allgemeine Losung von (2.1) die Gestalt
v (t) = ya (1) + 5" (1) (2.4)

besitzt. Dabei sind C1,Cy, . .., C, beliebige Konstanten.

Sind Anfangsbedingungen geméf Definition 2.3 3. gegeben, so sind nach Satz 2.1 die
Konstanten C4,Cs, ..., C, eindeutig bestimmbar.

2.3 Variation der Konstanten

Ist ein Fundamentalsystem bekannt, so lasst sich die Methode der Variation der
Konstanten zur Bestimmung einer speziellen Lésung y™(¢) der inhomogenen Dif-
ferenzialgleichung, die wir fiir lineare Differenzialgleichungen 1. Ordnung kennen

gelernt hatten, {ibertragen.

Ausgangspunkt ist die Losungsdarstellung (2.3) fiir die homogene Differenzialgleichung
(2.2). Wie bei linearen Differenzialgleichungen 1. Ordnung ersetzen wir die Konstanten
C; (i=1,2,...,n) in (2.3) durch Funktionen C;(t) (i = 1,2,...,n) und versuchen, diese

so zu bestimmen, dass sich eine spezielle Losung v (t) von (2.1) ergibt:

y"(t) = Ci(t)yr + Ca(t)yz + - + Co(t)yn- (2.5)
Einsetzen von (2.5) in die inhomogene Differenzialgleichung (2.1) liefert nur eine einzige
Gleichung zur Bestimmung von n unbekannten Funktionen C;(t) (i = 1,...,n), wobei sich
sehr umfangreiche Ausdriicke ergeben wiirden. Um dies zu vermeiden, suchen wir n — 1
weitere Gleichungen aus der Forderung, dass in den Ableitungen des Losungsansatzes

(2.5) bis zur Ordnung n — 1 keine Ableitungen der Funktionen Cy(t),Cs(t), ..., Cy(t)
mehr auftreten. Den Ansatz (2.5) differenziert man nach der Produktregel:

W) = 3° Gl + 3 Cllt(o). (2.6

Geméf unserer Forderung setzen wir
C1(t)y(t) + Co()ya(t) + ...+ Cr(t)yn(t) = 0. (2.7)

Die Gleichung (2.6) hat nun die Form

G =3 Culbie).
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Nochmalige Differenziation des letzten Ausdrucks liefert

v Z Ci(t)y (t) + Z Cl(t)yi(t (2.8)
GeméB unserer Forderung setzen wir wieder
Ci)yi(t) + Co()ya(t) + ... + G )y, (1) =0 (2.9)

und erhalten

n

(™) =Y Ci(t)y! (t).

i=1

Auf diese Weise berechnen wir die Ableitungen der gesuchten Funktion y®(t) bis zur
(n — 1)-ten Ordnung einschlielich. Es ergibt sich

GO = S G0 (k=0,....n—1), (2.10)
G0 = S e +ZO (- (2.11)

In der Ableitung n-ter Ordnung bleibt die erste Summe erhalten. Setzt man die Ablei-
tungen aus (2.10) und (2.11) in die inhomogene Differenzialgleichung (2.1) ein, so folgt

n

zwm"lw-kéawwm am@;@@W”®

+
o+ ao(t)znjci(t)yz-(t) = g(t)

i=1
oder nach Umordnung

n

YO + ana @y V) + .+ ao()yi(t)]
=1 " (2.12)
+ RGN0 = 9.

Die erste Summe in (2.12) verschwindet, weil die Funktionen y;(t) (i = 1,...,n) sdmtlich
Losungen der homogenen Differenzialgleichung (2.2) sind. Aus (2.7), (2. ) und der zwei-
ten Zeile in (2.12) erhdlt man ein lineares Gleichungssystem beziiglich der Unbekannten
Ci(t) (i=1,...,n) in der Form

Clyy + Clyy +...+4 Cly, =0

(2.13)
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Die Koeffizientendeterminante des Gleichungssystems ist gerade die WRONSKIsche Deter-
minante der Differenzialgleichung (2.2), welche nirgends verschwindet, da y;(t), y2(t), . . .,
yn(t) ein Fundamentalsystem von (2.2) ist. Folglich ist das lineare Gleichungssystem
beziiglich der Unbekannten C!(¢) (i = 1,...,n) eindeutig 16sbar. Integriert man die ge-
fundenen Ausdriicke fiir C}(t) nach ¢ und setzt die Integrationskonstanten gleich null,
so erhdlt man die gesuchten Funktionen C;(t) (i = 1,...,n). Einsetzen der C;(¢) in den
Losungsansatz (2.5) liefert die gesuchte spezielle Losung vy (). Addiert man dazu y(t),

so ergibt sich die allgemeine Lésung von (2.1) in der Form (2.4).

Beispiel 2.2 Berechnen Sie die allgemeine Losung der Differenzialgleichung
y"(t) — y(t) = sint.

. 1
yinh(t) = Cret + Che™" — 3 sint.

2.4 Ein algebraisches Losungsverfahren

Die Konstruktion eines Fundamentalsystems, bestehend aus elementaren Funktionen, ist
i. Allg. nicht moglich. In den Anwendungen koénnen jedoch die Koeffizienten sehr oft in
erster Naherung als konstant angesehen werden. Deshalb untersuchen wir im Weiteren
den wichtigen Spezialfall der Gleichungen (2.1) und (2.2) mit konstanten Koeffizienten

Yty et ay +ay = g() (2.14)
y(n) + Ap_1 y(n_l) + e+ a y/ —+ agy = 0. (215)

Fiir Gleichungen der Form (2.15) lésst sich stets ein Fundamentalsystem in elementaren
Funktionen angeben und zwar ohne Integration durch rein algebraische Operationen.

Konstruktion eines Fundamentalsystems fiir (2.15)

Wir suchen eine Losung der homogenen linearen Differenzialgleichung (2.15) in der Form
y(t) = e, wobei A ein noch zu bestimmender i. Allg. komplexer Parameter ist. Setzt man
den Losungsansatz und seine Ableitungen y®)(t) = A e fiir k = 1,2,...,n in die Glei-
chung (2.15) ein, so erhdlt man nach Ausklammern des fiir alle ¢ von Null verschiedenen
Faktors e’

(A" 4 @ A" a )+ ag)e = 0.
Somit ist die letzte Gleichung (und auch (2.15)) genau dann erfiillt, wenn

ANy N N+ ay=0
gilt. Wir setzen

PO = A"+ a, A" e+ ag (2.16)
und nennen P(\) das charakteristische Polynom der Differenzialgleichung (2.15). Die
Gleichung P(\) = 0 heifit charakteristische Gleichung. Der Grad von P()\) stimmt
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mit der Ordnung der Differenzialgleichung (2.15) tiberein. Damit ist die Losung von (2.15)
auf die Bestimmung der Nullstellen des charakteristischen Polynoms P(\), also auf die
Losung einer algebraischen Gleichung, zuriickgefiihrt.

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra kann ein Polynom n-ten Grades héchstens n
voneinander verschiedene reelle oder komplexe Nullstellen besitzen. Die Nullstellen konnen
einfach (mit der Vielfachheit s = 1) oder auch mehrfach (mit einer Vielfachheit s >
1) auftreten. Es sei N die Menge der natiirlichen Zahlen. Die Zahl s; € N nennt man
Vielfachheit der Nullstelle A\; von P(\), wenn sie die grofite natiirliche Zahl ist, fiir die
(A — X;)% ein Teiler von P(\) ist. Wir unterscheiden vier Falle:

Fall 1: Es sei A eine reelle Nullstelle der Vielfachheit 1. Dann ist y;(t) = e*! die zum
Fundamentalsystem gehorende spezielle Losung, die dieser Nullstelle entspricht.

Fall 2: Es sei A eine reelle Nullstelle der Vielfachheit s > 1. Dann sind y; (t) = e, yo(t) =
ter, .., ys(t) = t*"Ler die zum Fundamentalsystem gehorenden speziellen Losungen,
die dieser Nullstelle entsprechen.

Fall 3: Es sei A = a+1[ eine komplexe Nullstelle der Vielfachheit s = 1. Da P(\) reelle
Koeffizienten besitzt, ist auch A = o — i 3 Nullstelle des charakteristischen Polynoms mit
der Vielfachheit s = 1. Dann sind y;(t) = e**cos ft, ya2(t) = e*'sinft die zum Fun-
damentalsystem gehorenden speziellen Losungen, die einem Paar zueinander konjugiert
komplexer Nullstellen der Vielfachheit s = 1 entsprechen.

Fall 4: Es sei A = a+ i3 eine komplexe Nullstelle der Vielfachheit s > 1. Dann sind

Bl = eeosBl () = singl,
ys(t) = te*!cost, ys(t) = te*sinft,

Yos_1(t) = t*lecosft, y(t) = t°te*sin 3t

die zum Fundamentalsystem gehorenden speziellen Losungen, die einem Paar zueinander
konjugiert komplexer Nullstellen der Vielfachheit s > 1 entsprechen.

Die Summe der Vielfachheiten aller Nullstellen ist gleich dem Grad n des charakteristi-
schen Polynoms. Deshalb ldsst sich die allgemeine Lésung der homogenen Gleichung
(2.15) als Linearkombination von n speziellen Lésungen geméif Fall 1 - 4 mit n beliebi-
gen Konstanten darstellen. Man kann zeigen, dass dabei fiir alle t €] a, b[ stets Wg(t) # 0
gilt.

Speziell sind fiir n = 2 nur die ersten drei Félle moglich:

Fall 1: Besitzt Py(\) zwei voneinander verschiedene reelle Nullstellen A; # Ay, so bilden
die Funktionen y;(t) = eM® und y,(t) = ! ein Fundamentalsystem, denn die WRON-
SKische Determinante

At Aot

e e

)\le’\lt )\Qe’\2t = ()\2 _ /\1)e(>\1+/\2)t

Walt) |

ist wegen Ay # A, fiir alle ¢ € R verschieden von null. Dann hat die allgemeine Lésung
die Gestalt

yh(t) = CreMt + Gyt
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Fall 2: Besitzt Py(\) eine reelle Nullstelle A\; der Vielfachheit s = 2, so bilden die Funk-
tionen y;(t) = eM? und yo(t) = teM! ein Fundamentalsystem, denn die WRONSKIsche
Determinante

e)\lt t e)\lt

_ o 2)t
o )\16)\1t (1+/\1t)e’\1t

Wea(t) =e

verschwindet fiir kein £ € R. Die allgemeine Losung hat nun die Gestalt
yr(t) = CreMt + CyteM’.

Fall 3: Besitzt P»()) ein Paar zueinander konjugiert komplexe Zahlen \; = « + if und
A=A =a—1i8, (a, B reell und 8 # 0) als Nullstellen, so bilden die Funktionen y,(t) =
et cos(ft) und yo(t) = e*’sin(ft) ein Fundamentalsystem, denn die WRONSKIsche
Determinante

e’ cos Bt et sin Bt

e“’(acos ft — Bsin ft) e*'(asin St + [ cos [t) = e

We(t) =

verschwindet nirgends. Die allgemeine Lésung ist von der Form
Y (t) = Cy ™! cos Bt + Cye®! sin Bt.
Beispiel 2.3 Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differenzialgleichung

v +yW -y —y =0

yfj(t) = Cie'+ Cye " +Cy cost + Cy sint
+ C5t cost+ Cgt sint.

Methode der Storgliedansétze fiir (2.14)

Die Methode der Variation der Konstanten aus Abschn. 2.3 ist natiirlich auch fiir inhomo-
gene Differenzialgleichungen der Form (2.14) anwendbar. Jedoch fiir gewisse Storglieder,
z.B. g(t) = e¥(t + 1) cos 3t, lisst sich eine spezielle Lésung y(¢) der inhomogenen
Differenzialgleichung mit konstanten Koeffizienten durch Lésungsansétze, die un-
bestimmte Koeffizienten enthalten, angeben. Die unbestimmten Koeffizienten kann man
durch Koeffizientenvergleich eindeutig ermitteln. Somit gewinnt man auch die allgemei-
ne Losung von (2.14) durch ein rein algebraisches Verfahren. Es ist fiir folgende Formen
von Storgliedern anwendbar.

Fall 1: Das Storglied habe die Gestalt:

g(t) = "' qu(t), (2.17)

wobei ¢, (1) = g t™ +Gm_1t™ 1 +. ..+ q1 t+qo ein Polynom m-ten Grades mit bekannten
Koeffizienten und v € R. Der zugehorige Losungsansatz lautet

Y () = e Qui(t).
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Dabei bezeichnet Q,,(t) = Q™+ Q1 t™ 1 +.. .+ Q1 t+ Qo ein Polynom m-ten Grades
mit noch zu bestimmenden Koeffizienten. Ist v keine Nullstelle des charakteristischen
Polynoms (2.16) der homogenen Differenzialgleichung (2.15), so setzen wir k = 0. Ist
jedoch ~ eine Nullstelle von (2.16), so wird die Zahl k gleich der Vielfachheit s dieser
Nullstelle gesetzt.

Um die unbekannten Koeffizienten in den Lésungsansétzen zu ermitteln, setzt man diese in
die Differenzialgleichung (2.14) ein und vergleicht die Koeffizienten bei gleichen Potenzen
von t. Es lésst sich zeigen, dass das entstehende lineare algebraische Gleichungssystem
stets eindeutig 1osbar ist.

Fall 2: Das Storglied habe die Gestalt:

g(t) = ™" (gm, (t) cos Bt + 1y, (t) sin 3t), (2.18)

wobei ¢, (t) bzw. rp,,(t) Polynome vom Grade m; bzw. my bezeichnen und die Zahlen
a, (8 reell sind. Der zugehorige Losungsansatz lautet

Y () = e 8 (Quo (t) €08 Bt + Ry (£) sin B).

Dabei sind Q,,(t) und R,,,(t) Polynome vom Grade mg = max(mq, my) mit noch zu
bestimmenden Koeffizienten. Ist o + i3 keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms
(2.16) der homogenen Differenzialgleichung (2.15), so setzen wir k = 0. Ist jedoch a+i
eine Nullstelle von (2.16), so wird die Zahl k gleich der Vielfachheit s dieser Nullstelle
gesetzt.

Die unbekannten Koeffizienten in den Polynomen @, (t) und R,,,(t) berechnet man wie-
der durch Einsetzen des Losungsansatzes in die Differenzialgleichung (2.14) und Koeffizi-
entenvergleich analog zum Fall 1.

Fall 3: Das Storglied habe die Gestalt:

9(t) = () + g2(t) + ... + au(t), (2.19)

wobei die Funktionen g;(t) (i = 1,...,1) die Form (2.17) bzw. (2.18) besitzen. Der zu-
gehorige Losungsansatz lautet

Yo () =yt () + yl ) + .yl (o),

wobei die Funktionen y"(¢) (i = 1,...,1) spezielle Losungen der inhomogenen Diffe-
renzialgleichungen

v fa, g+ Facy=a(t) (=1,...,1).

sind. Die allgemeine Loésung der Gleichung (2.14) mit dem Storglied (2.19) lautet

l
g (8) = ya () + Y yiE(e).
=1
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Beispiel 2.4 Berechnen Sie die allgemeine Losung der Differenzialgleichung
y" —6y" + 9y =3t + ¥ cos2t. (2.20)
Y () = e (1) + i (1) + ys" (1),

mat

yZL(t) = Clegt + Clte3t + Cg.
VAN L) = o (8 — ) ¥
y 18

; 3 1
y;rZLh(t) — _eZSt (5 cos 2t + % sin 2t)

2.5 Die Schwingungsgleichung

Mechanische und elektrische Schwingungen werden im einfachsten Fall durch eine lineare
gewoOhnliche Differenzialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten beschrieben.
Bezeichnet t die Zeit, so schreibt man mit as > 0, a1 > 0 und ag > 0

azy”(t) + a1y (t) + ao y(t) = g(t). (2.21)

Dabei bedeuten asy”(t) eine Trigheitskraft, a;y/(t) eine Reibungs- oder Dampfungskraft,
aoy(t) eine Riickstellkraft und g(t) eine dulere Kraft.

Ist g(t) = 0 fiir alle t > 0, so ist die Differenzialgleichung homogen und man spricht von
einer Eigenschwingung.

Ist g(t) # 0 fiir wenigstens ein ¢ > 0, so ist die Differenzialgleichung inhomogen und man
spricht von einer erzwungenen Schwingung, die durch eine duflere Kraft aufgepragt
wird.

Ist a; = 0, d.h., der Prozess verlauft ohne Reibung bzw. ohne Dampfung, so spricht
man von einer ungedampften Schwingung.

Ist a; > 0, d.h., der Prozess verlduft mit Reibung bzw. mit Dampfung, so spricht man
von einer gedampften Schwingung.

Es sei gy die Anfangsauslenkung und vy die Anfangsgeschwindigkeit des Schwingungspro-
zesses zum Zeitpunkt ¢ty = 0. Folgende Anfangsbedingungen sind von praktischer Bedeu-
tung:

(1) y(0) = 0, ¥(0) = 0 Gleichgewichtslage,

(2) y(0) = wo, ¥ (0) = 0 Auslenkung ohne AnstoB,
(3) y(0) = 0, 9'(0) = vy Anstol ohne Auslenkung,
(4) y(0) = wo, ¥ (0) = vy Auslenkung mit Anstof.

Die zu (2.21) homogene Differenzialgleichung mit den (homogenen) Anfangsbedingun-
gen (1) liefert die triviale Losung y(¢) = 0 fiir alle ¢, d.h., ohne Anfangsauslenkung
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und Anfangsimpuls sowie ohne Einwirkung duflerer Kréfte verbleibt das System in der
Gleichgewichts- oder Ruhelage. Jedoch ergibt die inhomogene Differenzialgleichung (2.21)
mit den Anfangsbedingungen (1) eine nichttriviale Losung, da das System durch die dufle-
re Kraft aus der Ruhelage gebracht wird.

Wir schreiben (2.21) in der Form
ar g(t)

O OR j—2y<t> =7

Mit Einfithrung der Bezeichnungen

t
M _ 95 @:wg ﬂzu(t)
a9 a9 a9

ergibt sich die Differenzialgleichung
Y+ 20y + wiy = ult). (2.22)

1. Ungedimpfte Eigenschwingungen (6 = 0 und u(t) = 0 fiir alle ¢ > 0)

Wir 16sen das Anfangswertproblem
Y +wiy=0, y0)=0, y(0)=vy (AnstoB ohne Auslenkung).

Die charakteristische Gleichung lautet \? —|—w(2) = 0. Sie besitzt die Nullstellen A 5 = Fiwy.
Die allgemeine Losung und ihre 1. Ableitung lauten

?Jg(t) = C'y coswyt +  Cysinwpt

(yg (t))/ = —Cle Si]f] u}()t + 02(4]0 coS WOt. (223)

Einsetzen der Anfangsbedingungen in (2.23) ergibt C; = 0 und Cy = iy
wo

v
Somit ist y(t) = 2 sinwot die Losung des Anfangswertproblems. Sie stellt einen Schwin-
W

0
gungsvorgang mit der Eigenfrequenz wy dar. Das Geschwindigkeitsgesetz lautet /' (t) =
Vg cos wpt. Ungedampfte Eigenschwingungen sind Idealisierungen, die in der Praxis nur
ndaherungsweise realisierbar sind.

2. Gedampfte Eigenschwingungen (§ > 0 und u(t) = 0 fiir alle t > 0)

Wir 16sen wieder das Anfangswertproblem
Y + 25y +wiy=0, y(0)=0, ¥ (0) =vy (AnstoB ohne Auslenkung).

Die charakteristische Gleichung lautet A* 4+ 26\ +wj = 0. Sie besitzt die Losungen A5 =
—0 £+ /0% — w?. Es sind drei Félle zu unterscheiden.

Fall 1: Starke Dampfung fiir 6 > wy (Kriechfall)
Wir setzen 2 = /62 — w3. Offensichtlich gilt Q < 4. Fiir § > wy gibt es zwei voneinander

verschiedene reelle Losungen der charakteristischen Gleichung: \; = —d + € < 0 und
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Ao = —0 — 0 < 0, wobei A\; — Ay = 2Q) gilt. Die allgemeine Losung und ihre 1. Ableitung
lauten

ye(t)y = Gt 4+ Oyt .20
(e(®) = MCieM' + MChe. :
Einsetzen der Anfangsbedingungen in (2.24) ergibt Cy = ;_;2 und Cy = _21)_;2‘

Somit stellt y(t) = 21)—(02(6)‘” —e*2) das Bewegungsgesetz bei den vorgegebenen Anfangsbe-
dingungen dar. Infolge der starken Dampfung (§ > wy) kommt kein Schwingungsvorgang
zustande. Als Geschwindigkeitsgesetz erhdlt man y/(t) = ;—&(Ale)‘lt — Age2h),

Fall 2: Mittlere Ddmpfung fiir § = wy (aperiodischer Grenzfall)

Fiir 6 = wqg gibt es eine reelle Losung der Vielfachheit s = 2 der charakteristischen
Gleichung: \; = —d < 0. Die allgemeine Losung und ihre 1. Ableitung lauten nun

yh(t) = (Cy + Cyt)e™d

(Y (1)) = Coe™® —35(Cy + Cot)e (2.25)

Einsetzen der Anfangsbedingungen in (2.25) ergibt C; = 0 und Cy = vy.

Somit ist y(t) = vt e~° die Losung des Anfangswertproblems. Auch im Grenzfall § = wy
tritt noch kein Schwingungsvorgang auf. Als Geschwindigkeitsgesetz ergibt sich y/'(t) =
vo(1 — 6t)e o,

Fall 3: Schwache Dampfung fiir § < wy (Schwingfall)

Wir setzen w = /w3 — 62. Fiir § < wy gibt es ein Paar zueinander konjugiert komplexer
Losungen der charakteristischen Gleichung: \; = —§ + iw und Ay = —0 — iw. Die
allgemeine Losung und ihre 1. Ableitung lauten jetzt

yh(t) = e %O coswt + Cysinwt)
(Y (1)) = —e %O} coswt + Cysinwt) (2.26)
+ e % (—wCy sinwt + wCy cos wt).

Einsetzen der Anfangsbedingungen in (2.26) ergibt C; = 0 und Cy = %o
w

Somit ist y(t) = 20 6=t sin wt die Losung des Anfangswertproblems. Fiir § < wy kommt das
w

System zum Schwingen. Dies gilt auch fiir das Geschwindigkeitsgesetz y/'(t) = @(w coswt
w

—§sinwt)e™®. Die Amplituden der Schwingungen nehmen exponentiell ab. Sie sind nach
oben durch die Funktion z(t) = %063 yund nach unten durch die Funktion —z(t) be-
w

schrankt.
3. Ungedampfte erzwungene Schwingungen (§ = 0 und u(t) # 0)

Wir betrachten den Fall einer periodischen dufieren Kraft der Form u(t) = asinw;t und
16sen das Anfangswertproblem

y' +wiy =u(t), y(0) =0, y'(0)=0 (Ruhelage)
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Die duflere Kraft zwingt dem mit der Eigenfrequenz wy schwingenden System ihre Fre-
quenz w; auf. Zuniichst bestimmen wir eine spezielle Losung ¢y der inhomogenen Diffe-
renzialgleichung

Y+ wiy = asinwt

nach der Methode der Storgliedansitze. In Formel (2.18) ist dann ¢,,,; = 0 und 7,2 = a
fir alle t > 0, mit mg = max(my, my) =0, « = 0 und § = w;. Der Losungsansatz lautet

deshalb
Y (1) = t5(Qq coswit + Rysinwit),

wobei die Koeffizienten ) und Ry noch zu ermitteln sind und der Exponent £ davon
abhéngt, ob iw; Losung der charakteristischen Gleichung ist oder nicht. Wir betrachten
zwei Félle.

Fall 1: W1 75 Wo

Dann ist iw; keine Losung der charakteristischen Gleichung, also £ = 0 und der Losungs-
ansatz vereinfacht sich zu

Yy (t) = Qo coswit + Rysinwt.

inh
S

Einsetzen von y!""(¢) und der zweiten Ableitung
(y™ (1)) = —w?(Qq coswit + Rysinwit)

in die inhomogene Differenzialgleichung liefert eine Gleichung zur Bestimmung von @
und Ry:

Qo(wy — w?) coswit + Ro(ws — wi)sinwt = asinwt.

a

Daraus folgt Q)9 = 0, Ry = ——— und
Wy — Wi
, a
Yo' (t) = —— sinwt.

Wy — Wi

Diese Funktion ist beschrankt fur alle ¢ > 0.
Fall 2: W1 = Wo

Dann ist iw; eine Nullstelle der charakteristischen Gleichung der Vielfachheit s = 1, also
ist £ = 1 und der Losungsansatz lautet

Yt (1) = t(Qq coswit + Ry sinwit).

Wie im Fall 1 berechnet man mit w; = wy die Koeffizienten Qg = —2L, Ry =0 und
wo

inh a
t) = ——— 1t coswyt.
Ys () 2w 0
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Diese Funktion wachst fiir t — oo iiber alle Grenzen.

Die allgemeine Loésung im Falle erzwungener Schwingungen ohne Dampfung ergibt sich
mit y"(t) = C) coswpt + Cy sin wyt zu

a
Yo(t) + 5 sinwit fir wy # wo

v (t) = “o T (2.27)
yh(t) — S t coswot  fiir w; = wp.
wo

Einsetzen der allgemeinen Losung in die Anfangsbedingungen liefert wieder ein linea-
res Gleichungssystem zur Bestimmung von C7 und Cs. Fiir wy # wp erhélt man C; =

0, Cy= 4 5 a 5 und fiir w; = wy ergibt sich €} =0, 5 = . Die Lésung des

Wo Wi — Wi 2w§
Anfangswertproblems lautet

a w
—— <sin(w1t) — Lsin wot) fir w # wo

wWE — w wo
yty=9 "
a sin wyt .
— < —t cos w0t> fir w; = wyq.
2(.()0 wWo

Im Falle w; # wy kommt es zur Uberlagerung der Schwingung mit der Eigenfrequenz
wo und der Schwingung mit der Frequenz wq, hervorgerufen durch die duflere Kraft. Wir
betrachten nur den Spezialfall, dass wy und w; nahezu gleich sind. Die Uberlagerung fiihrt
dann auf eine Schwingung mit periodisch schwankender Amplitude, die als Schwebung
bezeichnet wird. Dieses Phénomen tritt z.B. auf, wenn zwei Stimmgabeln von annédhernd
gleicher Frequenz gleichzeitig angestimmt werden.

Im Falle w; = wy féllt die Freqenz der periodischen &dufleren Kraft mit der Eigenfre-
quenz des Systems zusammen. Die Amplitude der Schwingung wird aufgrund des Terms
t cos(wot) in der Losung mit wachsendem ¢ immer gréfier. Diese Erscheinung wird als Re-
sonanz bezeichnet. Durch das Aufschaukeln der Amplitude werden Instabilitdten erzeugt,
die zur Zerstorung des Systems fithren kénnen (Schwingungen in Autos).

2.6 Anfangs- und Randwertprobleme

Fiir n > 1 sind auler den Anfangsbedingungen noch andere Zusatzinformationen maoglich.

Definition 2.5 Werden bei einer Differenzialgleichung fiir die Losung bzw. fiir deren
Ableitungen

1. an einer einzigen Stelle ihres Definitionsbereiches zusdtzliche Bedingungen vorgege-
ben, so spricht man von Anfangsbedingungen,

2. an mehreren Stellen ihres Definitionsbereiches zusdtzliche Bedingungen vorgegeben,
so spricht man von Randbedingungen .

FEine Differenzialgleichung zusammen mit

1. Anfangsbedingungen nennt man ein Anfangswertproblem,
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2. Randbedingungen nennt man ein Randwertproblem.

Beispiel 2.5 Berechnen Sie die Losung der linearen gewdhnlichen Differenzialgleichung
2. Ordnung y"(t) = 0 unter verschiedenen Zusatzbedingungen.

Allgemeine Losung: 3" (t) = C;t + Cy. Geomelrisch stellt sie eine zweiparametrische
Kurvenschar dar. Losung ist jede Gerade in der t,y-FEbene mit Ausnahme von Geraden
parallel zur y-Achse. Zur Festlequng der willkirlichen Konstanten Cy und Co geben wir
auf verschiedene Art und Weise jeweils zwei Zusatzbedingungen vor.

(1) Anfangsbedingungen

Nach dem oben Gesagten sind fir n = 2 in einem Punkt ty Bedingungen der Form
y(to) = yo und y'(ty) = yg vorzugeben. Fir die betrachtete Differenzialgleichung heif$t das
geometrisch: Es ist die spezielle Gerade gesucht, die durch den Punkt (ty,yo) hindurchgeht
und den Anstieg y'(to) = y;, besitzt.

Einsetzen der ersten sowie der zweiten Anfangsbedingung in die allgemeine Lisung liefert
ein lineares algebraisches Gleichungssystem zur Bestimmung von Cy und Cy:

y(to) = Cito+Cy = o
y(to) = C1 = Y.

Aus der zweiten Gleichung erhdlt man Cy = y| und aus der ersten Cy = yo — yito. Das
lineare algebraische Gleichungssystem ist eindeutig losbar. Die gesuchte Gerade existiert
also und ist durch die Funktion y(t) = yyt + yo — y4 to darstellbar, welche die Differenzi-
algleichung und die Anfangsbedingungen erfillt.

(2) Randbedingungen
Es gibt verschiedene Mdglichkeiten der Vorgabe von zwei Randbedingungen.
a) y(t) =y, ylt2) =1y, t1 #to

Geometrisch bedeutet diese Vorgabe: Es ist die spezielle Gerade gesucht, die durch die
Punkte (t1,y1) und (ta,y2) hindurchgeht. Klar ist, dass eine solche Gerade existiert, was
sich auch rechnerisch nachweisen lisst. Setzt man ndmlich die beiden Randbedingungen
in die allgemeine Lésung ein, so erhdlt man das lineare algebraische Gleichungssystem

yity) = Citi +Cy =
y(ts) = Cita+Cy = 1o,

Y1 — Y2

welches eindeutig losbar ist. Man erhdlt eine Gerade mit dem Anstieg C, = — und
1= 12
. . Yal1 — yilo . " . -
dem Ordinatenabschnitt Coy = B und tberprift durch Finsetzen, dass die Losung
1— b2

— t1 — yit
(t):yl y2t+y21 Y1l2
t1 — 1o t1 — 1o

die Differenzialgleichung und die vorgegebenen Randbedingungen erfillt, d. h., das vorge-
gebene Randwertproblem ist eindeutig losbar.

b) y(t) =i v(t) =y, Aty F Y

24



Geometrisch bedeutet diese Vorgabe: Es ist die spezielle Gerade gesucht, die an der Stelle
t1 den Anstieg y; und an der Stelle ty den Anstieg v, besitzt. Offensichtlich gibt es fiir
Yy # vy, keine solche Gerade. Durch Einsetzen der Randbedingungen in die Ableitung der
allgemeinen Losung ergibt sich ein widerspriichliches Gleichungssystem der Form Cy = y;
und Cy = yh, aus dem sich Cy und Cy nicht bestimmen lassen, d.h., das vorgegebene
Randwertproblem ist nicht losbar.

¢) y(t) =y, YY) =y h#tb, Y=

Geometrisch ist jetzt die spezielle Gerade gesucht, die an den Stellen t, und ty denselben
Anstieg y| besitzt. Es gibt unendlich viele solcher Geraden, die alle parallel zueinander
sind. Aus dem linearen algebraischen Gleichungssystem ldsst sich jetzt nur die Konstante
Cy =y} ermitteln, die Konstante Cy ist frei wihlbar. Als Resultat erhdlt man die einpa-
rametrische Kurvenschar y(t) = yit + Cy. Das Randwertproblem besitzt in diesem Falle
unendlich viele Losungen.

3 Systeme linearer Differenzialgleichungen mit kon-
stanten Koeffizienten

3.1 Homogene und inhomogene lineare Systeme

Definition 3.1 (System 1. Ordnung) FEin Differenzialausdruck der Form

yi(t) = anyi(t) + a2 yo(t) + ... + a1 yult) + G1(2)
Ys(t) = an1 1 (t) + aga ya(t) + ... + a2 yn(t) + g2(t) (3.1)

Yn(t) = an1 y2(t) + ana Y2(t) + - + ann Yn(t) + gn(1)-

heifst inhomogenes lineares System von Differenzialgleichungen 1. Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten und ein Differenzialausdruck der Form

yi@) =an Y1+ ai2Y2 + ...+ a1, Yn
yé(t) =21 Y1 + A2 Y2 + ...+ G2, Yn (3'2)

yn(t) =0ap1 Y1 + a2 Y2 + ... +annyn

homogenes lineares System von Differenzialgleichungen 1. Ordnung mit konstanten
Koeffizienten.

Jede lineare Differenzialgleichung n-ter Ordnung kann in ein lineares System {iiberfiihrt
werden. Die Umkehrung gilt i. Allg. nicht. Daraus folgt die Notwendigkeit der Behandlung
linearer Systeme.

Wir verwenden noch die vektorielle Schreibweisen
y'(t) = Ay(t) +gl(t) (3.3)

y'(t) = Ay(t) (3-4)
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mit den Bezeichnungen

ailr Q12 ... Qip n Etg (51 Etg

C. o Yo (t ga(t

At oy =] T e = |
it (1)

Dabei heifit A die Koeffizientenmatrix (a;; € R, 4,5 =1,2,...,n) und g(t) das Storglied.
Die Funktionen y;(t) (i = 1,...,n), zusammengefasst zu einer Vektorfunktion y(¢), sind
die Unbekannten im System.

Definition 3.2 Sei I ein Teilintervall von R. Lésung von (3.1) bzw. (3.2) heifst jedes
System von n Funktionen y,(t), ya(t),...,yn(t) (t € I) mit folgenden Eigenschaften:

1. Die Funktionen y,(t),y2(t), ..., y,(t) seien in ihrem Definitionsbereich I einmal dif-
ferenzierbar.

2. Nach Einsetzen von yi(t),y2(t), ..., yn(t) und ihrer Ableitungen in das System (3.1)
bzw. (3.2) sind diese Gleichungen fiir jedes t € I erfiillt.
Definition 3.3 Cauchy-Problem oder Anfangswertproblem:

Gesucht ist eine Losung y(t) von (3.1) bzw. (8.2), welche im Punkt ty € I =|a,b| die
Anfangsbedingungen y1(to) = 42, y2(to) =49, ..., yn(to) = 4 erfillt, d.h., es gilt

y1(to) yg
y(to) = y2(;t0) -
Yn(to) Yn
Theorem 3.1 Die Funktionen g;(t) (i = 1,...,n) seien stetig sowie beschrdnkt in [ =

la,b[. Ferner sei ty €la,b] und y2,49,...9°2 € R. Dann existiert genau eine Lisungy =
y(t) von (3.1) bzw. (3.2), fir die gilt:

y1(to) yg

Yo (tO) Y
Y<t0) = . = . )

Yn (tO) yg

d.h., das Anfangswertproblem ist fir lineare Systeme der Form (3.1) bzw. (3.2) stets
eindeutig losbar.

3.2 Losungsstruktur linearer Systeme

Definition 3.4 FEin System von n speziellen Losungsvektoren

y11(1) Y12(t) Y1n(t)
21(t 22(1 on(t
= | 0 =] o= | 0|
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eines homogenen linearen Systems der Form y’ = Ay heifit ein Fundamentalsys-
tem von y’ = Ay genau dann, wenn die Determinante

yin(t) w2(t) ... yia(t)
Wi(t) = Yar(t) ya2(t) ... yoult) , (3.5)
Ui el o Yunl?)

gebildet aus den n Losungsvektoren fir alle Werte von t aus dem gemeinsamen Defi-
nitionsbereich der Losungsfunktionen von Null verschieden ist. Die Determinante Wg(t)
nennt man WRONSKIsche Determinante des linearen Systems y' = Ay.

Dabei bezeichnet y;;(t) die i-te Koordinate des Lisungsvektors y? = y?(t).

Beispiel 3.1 Gegeben seien die Vektorfunktionen

vi=( ) vo=( ) vo-( 50

Zeigen Sie, dass die Vektorpaare {y'(t),y?*(t)} und {y*(t),y*(t)} Fundamentalsysteme
des homogenen linearen Systems

1 2 " L 0+ 200
S Y1 = —= S Y2
y'(t) = i i’ y(t) | :
5 3 yy(t) = 3Y (t) + ng(t)

bilden, wihrend das Vektorenpaar {y'(t),y>(t)} kein Fundamentalsystem fiir das homo-
gene lineare System darstellt.

Theorem 3.2 Fs seiy”(t) ein Fundamentalsystem spezieller Losungsvektoren des ho-

mogenen linearen Systems (3.2) und y™ eine spezieller Losungsvektor des inhomoge-

nen linearen Systems (3.1). Dann hat die allgemeine Losung von (3.2) die Form
yi(t) = Oyt (t) + Coy*(t) 4 ... + C™y, (1), (3.6)
wdihrend die allgemeine Losung von (3.1) die Gestalt
o' (t) = ya(t) + y" () (3.7)

besitzt. Dabei sind Cy,Cs, ..., C, beliebige Konstanten.

3.3 Variation der Konstanten

Zur Ermittlung einer speziellen Losung y™" des linearen inhomogenen Systems mo-

difizieren wir die Methode der Variation der Konstanten aus Abschn. 2.3.

27



Ausgangspunkt ist die Losungsdarstellung (3.6) fiir das homogene System (3.2). Wie
bei linearen Differenzialgleichungen n-ter Ordnung ersetzen wir die Konstanten C; (i =
1,2,...,n) in (3.6) durch Funktionen C;(¢) (¢ = 1,2,...,n) und versuchen, diese so zu
bestimmen, dass sich eine spezielle Losung y(¢) von (3.1) ergibt:

v () = Ci(t)y' (t) + Co(t)y*(t) + ... + Cult)y" (). (3-8)

In Koordinatenschreibweise erhalt man

(yl)én: Y1 Y12 Yin
(3/2>an Y21 Y22 Yon
(yn);nh Yn1 Yn2 Ynn

Die Ableitungen C!(t) der unbekannten Funktionen C;(t), (i = 1,2,...,n) berechnet man
aus dem linearen Gleichungssystem

Z(Jé(t)yki(t) =ge(t)  (k=1,...,n)

Integriert man die Funktionen C!(t) und setzt die C;(t), (i = 1,2,,...,n) in (3.8) ein,
so erhélt man eine spezielle Losung des Systems (3.1). Addiert man zu dieser speziel-
len Losung gemiB (3.7) noch y(t), so ergibt sich die allgemeine Losung y(t) des
inhomogenen linearen Systems (3.1).

Beispiel 3.2 Berechnen Sie die allgemeine Losung des Systems

v = o o— oy + 1
yy = 4y — 3ya + 2

mithilfe der Konstantenvariation und losen Sie das Anfangswertproblem mit den Anfangs-

v 0
bedingungen: y(0) = L= .
Y2 1

1 _ t _
Ya(t) = Cry'(t) + Coy*(t) = Cy ( 2 ) e+ G ( 2t — 1 ) -
Diese allgemeine Losung wird spdter berechnet.

Yty = yrh(t) +yh(t)

o 3t_7 1 —t t —t
= (4t—10)+01(2>e +C2(2t—1>e .

o= ()= (@iie ta )
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3.4 Ein algebraisches Losungsverfahren

Um ein Fundamentalsystem fiir das lineare System y’(t) = A y(¢) mit einer konstanten
quadratischen Matrix zu ermitteln, betrachten wir einen Losungsansatz der Form y(t) =
x eM, wobei x € R” ein konstanter Vektor und A eine reelle oder komplexe Zahl ist und
bilden die erste Ableitung: y’(t) = x Ae*!. Einsetzen dieser beiden Ausdriicke in das lineare
System liefert:

Axer = A xelt.

Nach Kiirzen des von null verschiedenen Terms e*? ergibt sich A x = Ax. Dies ist die Aus-
gangsgleichung fiir die Bestimmung der Eigenwerte und Eigenvektoren. Folglich fiihrt das
Problem der Konstruktion eines Fundamentalsystems fiir lineare Systeme auf die Berech-
nung der Eigenwerte und Eigenvektoren der konstanten quadratischen Matrix A. Mit Hilfe
der Eigenwerte und Eigenvektoren wird ein Fundamentalsystem aus n Losungsvektoren
konstruiert. Wir bezeichnen mit s; die Vielfachheit der Nullstelle \; des charakteristischen
Polynoms P(A) und mit m; = n — r; die Anzahl linear unabhéngiger Eigenvektoren, die
zum Eigenwert \; gehoren.

Ist ein Fundamentalsystem bekannt, so lisst sich auch die allgemeine Losung y”(t) des
homogenen linearen Systems angeben. Da die Eigenwerte reell oder komplex sein kénnen,
einfach oder mehrfach auftreten, sind bei der Konstruktion eines Fundamentalsystems
folgende Fille zu unterscheiden:

Fall 1: Alle Eigenwerte von A seien reell und voneinander verschieden.

Dann gehort zu jedem Eigenwert genau ein Eigenvektor. Es sei x*, (i = 1,...,n) der zum
Eigenwert )\; gehorende Eigenvektor. Man erhilt ein Fundamentalsystem der Gestalt

yit) =xteMt yit) =x? e Ly (t) = x"eM!

oder in Koordinatenschreibweise

x11 T12 Tin
vy =| ety = | T ety = | T | e
':Cnl an .:Cnn

und die allgemeine Losung in der Form
Ya(t) = Cry'(t) + Coy®(t) + ... + Cuy"(1).

Beispiel 3.3 (Einfache reelle Nullstellen)

Geben Sie fir das System in Beispiel 3.1 ein Fundamentalsystem und die allgemeine
Lésung an.

W0 = o'+ = G )erca( g )e
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Fall 2: Ein oder mehrere reelle Eigenwerte treten mehrfach auf.

Es sei r; = r(A — \E,) und m; = n — r; die Anzahl linear unabhéngiger Eigenvektoren,
die zum Eigenwert \; gehoren. Der Fall m; > s; ist nicht moglich. Also sind die Félle
m; = s; und m; < s; zu unterscheiden.

Fall 2.1: Es sei \; ein Eigenwert der Vielfachheit s; und m; = s;. Da s; linear unabhéngige
Eigenvektoren x? (j = 1,...,s;) zu \; gehoren, hat der zu \; gehorige Losungsanteil die
Gestalt:

y(t) = (O1x' + Cox® + ...+ Oy, x*)eMt.

Wir erhalten also s; Losungsvektoren zum Eigenwert \; der Vielfachheit s;, die in das
Fundamentalsystem eingehen.

Beispiel 3.4 (Mehrfache reelle Nullstellen und m; = s;)

Geben Sie fir das lineare homogene System

yi = W
Yy = Yo

ein Fundamentalsystem und die allgemeine Losung an.

1 0 Ciet
yZ(t):Cl([))et—{—C'g(l)et:<c,;et>.

Fall 2.2: Es sei \; ein Eigenwert der Vielfachheit s; und m; < s;. Da nur m; < s; linear
unabhéngige Eigenvektoren zu \; gehoren, erhalten wir, wenn wir wie oben vorgehen, nur
m; Losungsvektoren zum Eigenwert \; der Vielfachheit s;. Wir benotigen aber s; solcher
Losungsvektoren, die in das Fundamentalsystem eingehen. Um dies zu erreichen, suchen
wir den zu \; gehorigen Losungsanteil in der Form

yl(t) _ Z Vl+1tle)\it _ (Vl + V2 t 4+ VSi*mi‘i’l tsifml‘)e)\it
1=0

U1 + vt + . Vgt

V91 + Vool + ...+ Uo(sy—my )T

Upt + Upat + ... + Un(sifmi+l)t8i7mi

Dieser Losungsansatz wird in das Differenzialgleichungssystem eingefiihrt. Mittels eines
Koeflizientenvergleichs bei gleichen ¢-Potenzen in der rechten und linken Seite ergibt sich
ein lineares algebraisches Gleichungssystem beziiglich der Unbekannten vy, . . ., Un(s;—mi+1),
dessen allgemeine Losung zu bestimmen ist. Diese hdngt von s; beliebigen Konstanten
C, (p=1,...,s) ab, wobel s; die Vielfachheit des Eigenwertes ); ist. Ordnet man den
Losungsansatz (3.9) nach diesen Konstanten C, (p = 1,...,s;), so erhélt man die bendtig-
ten s; Losungsvektoren, die den zu \; gehorigen Losungsanteil eines Fundamentalsystems
bilden.
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Beispiel 3.5 (Mehrfache reelle Nullstellen und m; < s;)
Geben Sie fiir das lineare homogene System

no= N - 2
v, = 4y1 — 3

ein Fundamentalsystem und die allgemeine Losung an (vgl. Beispiel 3.2).

1 t
yZ(t)—Cl(Q ) e‘t+02<2t_1 ) e .

Fall 3: Ein Eigenwert ist komplex und einfach.

Da die Koeflizientenmatrix A nur reelle Eintréige besitzt, gilt: Ist A = 41 ein einfacher
komplexer Eigenwert, so ist ihre konjugiert komplexe Zahl A\ = a — i3 ebenfalls ein
einfacher komplexer Eigenwert der Matrix A.

Man geht wie unter Fall 1 vor. Mit dem (komplexen) Losungsansatz

z! = ul et 22 — 12 ele—if)t

erhilt man jedoch jetzt die Eigenvektoren u! und u? ebenfalls als zueinander konjugiert
komplexe Terme. Es geniigt, einen der Losungsvektoren, z. B. z!, der zu A = a+i 3 gehort,
zu berechnen. Den zweiten Losungsvektor z2, der dem konjugiert komplexen Eigenwert
A = a — i entspricht, braucht man nicht auszurechnen. Er ist durch den konjugiert
komplexen Ausdruck zu z' gegeben.

Die beiden Losungsvektoren z' und z? bilden den zum Paar zueinander konjugiert kom-
plexer Eigenwerte A = a+1i (8 und A = a —i 3 gehoérenden Losungsanteil eines Fundamen-
talsystems. Damit wére das Problem formal gelost.

Wir suchen aber eine Darstellung der Losungen nur durch reelle Terme. Dies erreicht man
mit folgendem Trick. Wir setzen

Rez'(t) = y'(t) und Imz'(t) =:y*(t).

Dann ist z'(t) = y'(t) + iy?(t). Einsetzen dieses Ausdrucks in das homogene lineare
System z’ = A z liefert:

Y +i(y?) = A(y' +iy?) = Ay' +iAy>

Zwei komplexe Ausdriicke sind genau dann gleich, wenn ihre Realteile und ihre Ima-
gindrteile {ibereinstimmen, d.h. es gilt

(y'Y = Ay'und (y?*) = Ay>
Damit ist sowohl y! als auch y? eine Lésung des homogenen linearen Systems. Es erweist

sich, dass auch diese beiden Losungen den zum Paar zueinander konjugiert komplexer Ei-
genwerte A = a+if und A = a—i [ gehorenden Losungsanteil eines Fundamentalsystems
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repriisentieren. Es ist jetzt nur noch der Real- und Imaginirteil von z'(¢) zu berechnen.
Dazu setzen wir

1 2

u' =x' +ix?,  (x', x* reell), u?=x'

—ix?, (x', x*  reell).

Somit ist x! = Re u! und x? = Im u!. Verwendet man noch die EULERsche Formel
@At — gatolBt — o!(cog Bt 41 sin Bt)
und die Multiplikationsregel fiir komplexe Zahlen, so ergibt sich

z'(t) = (x'+ix*)e*(cos Bt + i sin Bt)
= e*'[x" cos Bt — x?sin Bt] + ie“![x" sin Bt + x* cos Bt].

Dann ist

y'(t) = Rez!(t)
yA(t) = Imz'(t) =

@t[x! cos Bt — x%sin (]
*t[x! sin Bt + x? cos ().

e
e
die gesuchte reelle Form der Losung.

Beispiel 3.6 (Einfache komplexe Nullstellen)

Geben Sie fiir das lineare homogene System

v o= 4y — Y2
Yy = Sy + 2y

ein Fundamentalsysstem und die allgemeine Lésung an.

Die Lisungsvektoren

3
1 1 e’ cos 2t
y = fez = < e (cos 2t + 2sin 2t) ) und
3t
2 1 e’ sin 2t
y. = dmz = < 3 (sin 2t — 2 cos 2t) ) '

bilden ein Fundamentalsystem. Dann ist

valt) = Ciy'(t) + Cay?(1)
B Cy e cos 2t + Cy e sin 2t
— \ Cre¥(cos2t + 2sin2t) + Cy €3 (sin2t — 2cos2t) |-

die allgemeine Losung des Systems.

Fall 4: Mehrfache komplexe Eigenwerte (nur fiir n > 4 moglich)

Ist A = a 41 ein s-facher komplexer Eigenwert, so verfihrt man wie bei einem reellen s-
fachen Eigenwert und nimmt dann als Losungsanteile von A und A Real- und Imaginérteil
des berechneten Losungsvektors.
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4 Wahrscheinlichkeitsrechnung

Die moderne Industrieproduktion ist auf die Anfertigung hoher Stiickzahlen von Erzeug-
nissen mit gleichen Qualitdtsmerkmalen ausgerichtet. Gefordert sind effektive und genaue
Methoden zur Giitekontrolle der Produkte und damit des Arbeitsprozesses. Vollstéindige
Information ergébe sich bei einer hundertprozentigen Priifung der gesamten Produktion.
Dies ist 6konomisch nicht vertretbar und bei zerstérenden Priifverfahren nicht moglich.

Einige Aufgabenstellungen

1. Kontrolle einer bestimmten Materialeigenschaft
Zur Bestimmung des mittleren Durchmessers eines Werkstiicks wird eine Anzahl von
Proben untersucht, wobei die Messergebnisse in Form von Tabellen erfasst werden.
2. Kontrolle der Arbeitsweise einer Maschine

Aus der Menge der von einer bestimmten Maschine hergestellten Teile werden Pro-
ben entnommen und auf ihre Maflhaltigkeit untersucht.

Es sind Verfahren erforderlich, die eine ausreichend genaue Schlussfolgerung aus Einzel-
messungen auf die Gesamtmenge erlauben. Diese liefert die mathematische Statistik.

Unterschied zu friiher iiblichen Verfahren (die im wesentlichen Prozentwerte liefer-
ten):

Mit Hilfe von Methoden der mathematischen Statistik kann man nicht nur aus einer An-
zahl von Einzelmessungen Schétzungen fiir charakteristische Parameter der Gesamtmen-
ge angeben, sondern gleichzeitig Aussagen iiber Genauigkeit und Sicherheit einer solchen
Schatzung treffen. Methoden der mathematische Statistik basieren auf der Wahrschein-
lichkeitsrechnung.

4.1 Zufallsexperiment und Wahrscheinlichkeit

4.1.1 Zufallige Erscheinungen und Ereignisse

Deterministische Erscheinungen:

Bei genau bekannten Voraussetzungen kann das Ergebnis eines Experiments mit Be-
stimmtheit vorausgesagt werden. Das Bedingungsgefiige ist vollsténdig angebbar.

Beispiel 4.1 Das ohmsche Gesetz lautet: U = R - 1. Dabei ist U die Spannung, I die
Stromstirke und R ein konstanter Widerstand.

Beispiele deterministischer Erscheinungen sind vor allem in der klassischen Physik haufig
anzutreffen.
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Zufillige Erscheinungen:

Das Bedingungsgefiige ist kompliziert, umfangreich und nicht vollstdndig bekannt. Das
Ergebnis eines Experiments kann nicht mit Sicherheit vorausgesagt werden.

Beispiel 4.2 Herstellung von Antriebswellen auf einer automatischen Drehmaschine.

Nach Einstellung der Maschine soll der duflere Durchmesser d = a mm betragen. Messun-
gen der nacheinander gefertigten Wellen ergeben Werte, die um den Sollwert schwanken.

d in mm
a+a2‘ °
° . L
al e A
a — aq o °

012345678 LUmmm

Ursachen: verschiedene unkontrollierbare Einflisse (Materialunterschiede, Schwingungen
der Maschine, Temperaturschwankungen) Der Durchmesser d einer Antriebswelle ist also
nicht exakt vorauszubestimmen, da sich die genannten Einfliisse in ihrer Wirkung nicht
ausschalten lassen. Wird pro Minute eine Messung durchgefiihrt, so ergibt sich ein Dia-
gramm, welches zeigt, wie die Messwerte um den Sollwert a streuen.

Beispiel 4.3 (Wiirfel) FEin idealer Spielwirfel ist véllig homogen und symmetrisch, kei-
ne der 6 Seiten ist beziiglich des Wurfergebnisses ausgezeichnet. Beim Wiirfeln ldisst sich
nicht vorhersagen, welche Augenzahl nach dem Wurf oben liegt. Das Bedingungsgefiige
(Bewegung der Hand beim Wiirfeln, Beschaffenheit der Oberfliche des Tisches) ist ma-
thematisch nicht bzw. nur ungenau erfassbar.

Die zufilligen Erscheinungen unterliegen, obwohl iiber das Ergebnis eines Einzelversuchs
nichts ausgesagt werden kann, ebenfalls gewissen Gesetzméfigkeiten. Diese werden von
der Wahrscheinlichkeitsrechnung untersucht.

In Beispiel 4.2 betrachten wir das Intervall
A=Ja—aj,a+ay] (a3 >0, a2 >0) ae€ A Wir sagen:
Das Ereignis A ist eingetreten < d € A,

das Ereignis A ist nicht eingetreten < d & A,

A heifit ein zufilliges Ereignis, da sich nicht vorhersagen lédsst, ob A im speziellen Fall
eintreten wird. Im Beispiel 4.3 sagen wir: Das Ereignis A; ist eingetreten oder nicht, je
nachdem, ob bei einem Wurf die Augenzahl i oben liegt oder nicht. A; heifit ebenfalls
zufilliges Ereignis.

Bezeichnung: A; = {i}.

Zufallsexperiment (zufilliger Versuch) heifit ein Experiment mit folgenden Eigen-
schaften:

e Das Experiment ist unter gleichen Bedingungen beliebig oft wiederholbar.

e Es sind mehrere sich gegenseitig ausschliefende Ergebnisse moglich.
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e Das Ergebnis lésst sich nicht mit Sicherheit voraussagen.

Zufilliges Ereignis (zE) heifit ein Ereignis, das bei einem zufilligen Versuch, bei dem
bestimmte Bedingungen eingehalten werden, eintreten kann, aber nicht eintreten muss.

Bezeichnungen: A, B,C,... A;, B;,C;, ...

4.1.2 Relation und Operationen fiir zufillige Ereignisse

Fiir zE gelten die gleichen Beziehungen wie fiir Mengen (Veranschaulichung durch VENN-
Diagramme moglich, es wird in Klammern auf die bei Mengen iibliche Bezeichnungsweise
hingewiesen).

1. A C B: A zieht B nach sich, d.h., wenn das Ereignis A eintritt, so ist auch das
Ereignis B eingetreten. (A C B - A Teilmenge von B).

B

Beispiel 4.4 (Wiirfel) A, = {1}, B = {1,3,5} - Ereignis fir das Auftreten

einer ungeraden Augenzahl Ay C B.

2. Das Ereignis C' = AU B heifit die (logische) Summe der Ereignisse A und B. Es
tritt ein, wenn mindestens eins der Ereignisse A oder B eintritt. (AU B - Vereinigung
von A und B).

Beispiel 4.5 (Wiirfel) A, = {2}, B = {1,3,5}. Das Ereignis C = Ay U B tritt
genau dann ein, wenn 1 oder 2 oder 3 oder 5 geworfen wird, d.h. C' = {1,2,3,5}.
Die Summe kann von einer beliebigen Anzahl zE gebildet werden.

3. Das Ereignis C' = AN B heifit das logische Produkt der Ereignisse A und B. Es
tritt ein, wenn sowohl A als auch B eintritt. (A N B - Durchschnitt von A und B).
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Beispiel 4.6 (Wiirfel) A, = {1}, B ={1,3,5}, C = {1}. Das Ereignis C =
Ay N B tritt genau dann auf, wenn eine Eins geworfen wird. Das Produkt kann von
einer beliebigen Anzahl zE gebildet werden.

. Ein Ereignis E heifit sicheres Ereignis (beziiglich eines festen Versuches), wenn es
stets (d.h. bei jeder Wiederholung des Versuchs) eintritt (£ - Grundmenge oder
Universalmenge).

Beispiel 4.7 (Wiirfel) £ = {1,2,3,4,5,6} ist das sichere Ereignis im Beispiel
4.3, da bei einem Versuch eine der 6 Augenzahlen bestimmt eintritt.

. Ein Ereignis () heifit unmégliches Ereignis (beziiglich eines festen Versuches), wenn
es niemals (d.h. bei beliebiger Wiederholung des Versuchs) eintritt (() - leere Menge).

Beispiel 4.8 (Wiirfel) Im Beispiel 4.3 ist 0 = {7} oder O = {0}.

. A heifit das zu A komplementiire Ereignis. Es tritt genau dann ein, wenn A nicht
eintritt (A - Komplement von A).

Beispiel 4.9 (Wiirfel) A; = {1} = A, = {2,3,4,5,6} oder B ={1,3,5} == B =
{2,4,6}.

Es gilt stets AUA=FE, AN A=(. E und 0 sind zueinander komplementr.

. A und B heilen unvereinbar oder disjunkt, wenn ihr gleichzeitiges Eintreten
unmoglich ist, d.h. AN B = (). Man sagt auch: A und B schliefien sich gegenseitig
aus.

Beispiel 4.10 (Wiirfel) A, = {1} B=1{2,4,6} ANnB=10.

. Alle zE, die im Zusammenhang mit einem bestimmten zufélligen Versuch unter
gleichbleibenden Bedingungen auftreten konnen, bilden das Ereignisfeld A. Ein
Ereignisfeld enthélt demnach mit den zE A und B auch alle zE, die durch die
Operationen 2.-6., aus A und B hervorgehen. Mathematisch ist ein Ereignisfeld eine
Menge. Die moglichen Ereignisse sind dann die Elemente dieser Menge.

. Ein Ereignis A € A heifit Elementarereignis, wenn es sich nicht weiter (echt)
zerlegen lésst, d.h., wenn man es nicht in der Form A = BUC mit B,C € A, B #
A, C # A darstellen kann. Alle moglichen sich gegenseitig ausschliefenden Ergeb-
nisse eine Zufallsexperimentes sind Elementarereignisse. Ist ein Ereignis kein Ele-
mentarereignis, so heifit es zusammengesetztes Ereignis. Wir bezeichnen mit €2 die
Menge aller Elementarereignisse. Das Ereignisfeld setzt sich aus 2 und der Menge
der zusammengesetzten Ereignisse zusammen.
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Beispiel 4.11 (Wiirfel) Ay, ..., Ag Elementarereignisse zum Ereignisfeld von Bei-
spiel 4.3. Jedes beliebige, dem FEreignisfeld A angehiorende Ereignis ldasst sich in eine
Summe von Elementarereignissen aus A zerlegen.

Beispiel 4.12 (Wiirfel) B = {1,3,5}, B = A UA3;UA;, C = {3,4,5,6} -
Augenzahl nicht kleiner als 8 C' = A3 U Ay U A5 U Ag.

4.1.3 Verschiedene Definitionen der Wahrscheinlichkeit

Klassische Definiton der Wahrscheinlichkeit (P. LAPLACE (1749-1827))

Gesetzmaéfigkeiten bei Gliicksspielen basieren auf Gleichwahrscheinlichkeit von zE.

Beispiel 4.13 Wurf eines Geldstiicks.

zE A - Nach dem Wurf liegt die Zahl oben.

2E A - Nach dem Wurf liegt das Wappen oben.
— AUA=E AnA=10

Anzahl der moglichen Elementarereignisse: 2.

Annahme: A und A sind gleichwahrscheinlich, ( LAPLACEsches FEreignisfeld) d.h. mit
50%-iger Sicherheit tritt A ein, mit 50%-iger Sicherheit A.

Wir ordnen jedem der beiden Elementarereignisse die gleiche michtnegative reelle Zahl

1 1
zu, derart, dass thre Summe 1 ergibt: P(A) = 5 und P(A) = 3" Dabei ist P(A) die

Wahrscheinlichkeit des Elementarereignisses A.

Beispiel 4.14 (Wiirfel) :E B = {1,3,5} Gesucht: P(B) Es gilt: Ay U Ay U A3 U Ay U
A5UA6:E, AZQAJ 20), Z?é] (Z,j: 1,2,...,6)

Annahme: Alle A; sind gleichwahrscheinlich.
Wir ordnen jedem der 6 Elementarereignisse die gleiche nichtnegative reelle Zahl zu, der-

art, dass ithre Summe 1 ergibt:

P(4;) = 6 P(A;) ist die Wahrscheinlichkeit des Elementarereignisses A;,

B = A1 U A3 U As, wobei die Elementarereignisse, in die B zerlegt werden kann, fir das
Eintreten von B giinstig sind.

Dann setzt man P(B) = = = P(B) Wahrscheinlichkeit von B.

Definition 4.1 Das Ereignisfeld A enthalte k FElementarereignisse Ay, ..., Ax mit den

FEigenschaften CJ A =F ANA; =10 i F (i, =1,..., k), wobei all diese
i=1

A; gleichwahrscheinlich sind, d.h., es gibt P(A;) = % Vi=1,...,k. Ldsst sich ein

beliebiges Ereignis A € A in eine Summe von g elementaren Ereignisssen, die fir das

Eintreten von A giinstig sind, zerlegen, so heifit die Zahl

g Anzahl der fiir A giinstigen elementaren Ereignisse

P(A) ===
(4) k Anzahl der moglichen Elementarereignisse

37



Wahrscheinlichkeit von A.

Beispiel 4.15 zF S - Im LOTTO 6 aus 49 in einer Woche mit einem Tippschein einen
Sechser zu erzielen. Gesucht: P(S).

49
Es gibt (6) Mdglichkeiten aus 49 Zahlen 6 verschiedene herauszugreifen, d.h. das FEr-
eignisfeld A enthdlt nach Definition der Binomialkoeffizienten

(p)_ pb _p-p=1)-=2)..-(P—q+1)
q'-(p—q)! q!

q

=49-8-47-23-3-11 = 13983816

. 49\  49-48-47-46-45 - 44
- \6/) 1-2-3-4-5-6

Elementarereignisse. Um mit Sicherheit einen Sechser zu haben, miisste man so viele
Tippscheine ausfillen.

Genau eine dieser Sechserkombinationen ist fir die jeweilige Ziehung giinstig, d.h. g = 1.
1
Somit ist P(S) = -~ T, 1511 1075,

Nachteil der klassischen Definition

Nur auf Ereignisfelder anwendbar, die eine endliche Anzahl von gleichwahrscheinli-
chen Elementarereignissen enthalten.

Die bei unendlich vielen Elementarereignissen auftretenden Schwierigkeiten lassen sich
teilweise beheben durch die

Geometrische Definition der Wahrscheinlichkeit.

Ermittlung der Wahrscheinlichkeit durch Bestimmung von Flacheninhalten, Bogenldngen
u. 4. m. geometrischer Figuren. Methoden anschaulich, vielfach verwendbar.

Beispiel 4.16 FEine Uhr bleibt stehen. zFE Cy - Grofler Zeiger bleibt zwischen 3 und 6
stehen. Gesucht: P(Cy).

Annahme: Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der grofie Zeiger auf einem gegebenen Bogen
der Peripherie des Ziffernblattes stehenbleibt, ist proportional zu dessen Bogenlinge. Be-
zeichnungen: K - voller Kreisbogen, K3 g - Kreisbogen von 3 bis 6 auf dem Ziffernblatt.
2ma - —
L(K5_ 1
L(K) 2ra 4

Zusammenhang mit Definition 4.1

C1 - Der grofie Zeiger bleibt zwischen nullter und fiinfzehnter Minute stehen.
Cs - Der grofie Zeiger bleibt zwischen fiinfzehnter und dreiffigter Minute stehen.
C5 - Der grofe Zeiger bleibt zwischen dreiffigster und finfundvierzigster Minute stehen.

Cy - Der grofie Zeiger bleibt zwischen fiinfundvierzigster und sechszigster Minute stehen.
1

Das Ereignisfeld A enthdlt vier gleichwahrscheinliche Elementarereignisse und P(C;) = 1
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Weitere Anwendungen: Militdrtechnik (Trefferwahrscheinlichkeit), statistische Physik.
Nachteil der geometrischen Definition: Die Methoden sind sehr speziell.

Es gibt Beispiele, in denen die Berechnung der Wahrscheinlichkeit eines zE nach beiden
Definitionen nicht gelingt.

Definition der Wahrscheinlichkeit mittels relativer Haufigkeit (R. v. MISES)

Definition 4.2 Tritt bei n unter gleichen Bedingungen durchgefiihrten Versuchen das zE

A gerade m-mal ein, so heiffit m die absolute Hdufigkeit (a H) und ™ die relative
n

Héufigkeit (r H) von A.

Bezeichnungen: m = H,(A), m_ hn(A).
n

Fiir h,(A) gilt wegen 0 < m <n 0<h,(A) <1

E sicheres Ereignis = h,(F) =1

() unmogliches Ereignis = h,, () = 0.

Annahme:
m
1. Versuchreihe: ny Versuche, A tritt my mal ein = hy,, (4) = —
ny
m
2. Versuchsreihe: ny Versuche, a tritt mq mal ein = h,,(A) = -2
ny
m
k-te Versuchsreihe: nj Versuche, A tritt my mal ein = h, (A4) = —k
Nk

myg

(hn, (A)) = Folge der r H von A.

ng
Es erweist sich, dass sich die Quotienten % fiir grofle n; wenig unterscheiden (Nachweis
N
durch umfangreiche Versuchsreihen)
Beispiel 4.17 Wurf eines Geldstiickes (vgl. Annahme Beispiel 4.13)
n - Anzahl der Wiirfe
m - Anzahl des Auftretens von A (absolute Hdufigkeit)

hn(A) - relative Hiufigkeit von A

n m| h,(A)
de Buffon 4040 | 2048 | 0,5080
K. Pearson | 12000 | 6018 | 0,5016
K. Pearson | 24000 | 12012 | 0, 5005

Definition 4.3 FEs ezistiert ein fester Wert, um den h,(A) schwankt und dem sie sich
um so mehr néhert, je grofier die Anzahl der Versuche ist. Dieser feste Wert heiffit Wahr-
scheinlichkeit P(A) des zE A.

Gesetz der groflen Zahlen (J. BERNOULLI)
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Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die r H eines Ereignisses A um mehr als eine beliebige
vorgegebene Grofie € > 0 von der Wahrscheinlichkeit P(A) dieses Ereignissses abweicht,
wird verschwindend klein, wenn die Anzahl der Versuche unendlich grof8 wird. Fiir jedes
e >0 gilt

lim P(|hy(A) — P(A)| > ) =0 (& lim P(|hy(A) — P(A)] < &) = 1)

n—oo n—oo

P(A) = lim h,(A) (h,(A)) konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen P(A)
Es gilt: 0 < P(A) <1, P(E) =1, P(0) = 0.
Mit Hilfe der r H lésst sich die Wahrscheinlichkeit ndiherungsweise berechnen (n grof})
Nachteil: Unendlich viele Versuche sind nicht durchfiihrbar.
Axiomatische Definition der Wahrscheinlichkeit (A.N.KoLMOGOROV (1933))

Aufstellung eines Axiomensystems (widerspruchsfrei, vollstéindig, unabhéngig) unter Zu-
grundelegung der aus Erfahrung resultierenden Eigenschaften. Von konkreten Eigenschaf-
ten der zE wird abstraktiert. Axiome werden nicht bewiesen, alle anderen Eigenschaften
und Folgerungen sind ausgehend vom Axiomensystem zu beweisen. Wir betrachten eine
abstrakte Menge E von Elementarereignissen Aq, Ag,...; A; € A - Ereignisfeld. Zu A
gehoren auflerdem alle zE, die sich nach dem in Abschnitt 4.1.2 angegebenen Relationen
und Operationen fiir zE aus den Elementarereignissen bilden lassen, d.h.

1. F € A, E - sicheres Ereignis, F - Summe aller in A enthaltenen Elementarereignisse.
2. ) € A, ) unmogliches Ereignis, () -komplementéres Ereignis zu E.

3. ABeA = AUB, ANB, A, Be A.

Damit wird der Wahrscheinlichkeitsbegriff axiomatisch wie folgt aufgebaut:

A T- Jedem zE A € A wird eine reelle Zahl P(A), die Wahrscheinlichkeit von A, zuge-
ordnet, fiir die 0 < P(A) <1 gilt.

AIl- P(E)=1.
AII-ANB=0= P(AUB) = P(A) + P(B).

(zu A T) - Diese Grundeigenschaft gilt bei der klassischen Definition und bei der Definition
mit Hilfe der r H.

(zu A II) - Gemé$ Definition 4.1 ldsst sich £ € A genau in alle k£ Elementarereignisse
von A zerlegen, so dass die Anzahl der giinstigen Elementarereignisse fiir £ gerade gleich

kist: P(E) = % = 1. Nach Definition 4.3 ist h,(E) = "~1 vn
n

(zu A III) - Bei n-maliger Wiederholung eines Versuchs gilt fiir die r H von A, B, AU

B (AﬂB:(Z)):hn(A):% hn(B)zé hn(AuB):mT”.

. . . _ m+1l m
Andererseits tritt A U B bei n Versuchen genau (m+l1)-mal ein, wegen = —
n n

folgt hp,(AU B) = h,(A) + hn(B).

[
+ —
n
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Beispiel 4.18 (Wurfel) A1 = {1} AQ = {2} Al N AQ = @ A1 U A2 = {1,2}

P(A)) = P(Ay) = é Py U Ay) = & = %

[\

Definition 4.4 FEine Menge heifst abzdhlbar-unendlich, wenn sich ihre Elemente als un-
endliche Folge schreiben lassen. Jede nicht abzdhlbar-unendliche Menge heifst iiberabzdhl-
bar-unendlich.

A TII kann auf abzdhlbar-unendlich viele paarweise disjunkte Ereignisse Ay, Ao, ... erwei-
tert werden: P(A; UAsU...UA,U...)=P(A)+P(As)+...+ P(A,) + ...

4.1.4 Rechenregeln fiir Wahrscheinlichkeiten

1. P0)=0
Beweis: E=FEU), ENQ®=10
Aus A II, A TII folgt: P(E) = P(E)+ P(0), 1=1+P(0) P(0)=0.
Aus P(A) = 0 folgt aber nicht A = ().
Ist P(A) =0, so heifit A fast unmdoglich.
Ist P(A) =1, so heifit A fast sicher.
Aus P(A) =1 folgt jedoch nicht A = F.
Ist P(A) sehr klein, so heifit A seltenes Ereignis.

2. P(A)+P(A) =1 VAec A
Beweis: AUA=F ANnA=0.
Aus A 11, A III folgt: P(A) + P(A) = P(E) = 1.
3. A\cB = P(A)<P(B)
Beweis: B=AU(ANB) An(ANB)=0.
Aus A 111 folgt P(B) = P(A) + P(ANB) > P(A).

Beispiel 4.19 (Wiirfel) A, = {1}, B={1,3,5}, P(4)=-, P(B)= % _
%, P(A,) < P(B).
4. Additionsatz

P(AUB) = P(A) + P(B) -~ P(ANB) A,Bc A (4.1)

P(A U B) - Wahrscheinlichkeit dafiir, dass mindestens eines der Ereignisse A oder
B eintritt. Das Ereignis A N B zieht sowohl das Ereignis A als auch das Ereignis B
nach sich, wird also bei P(A) und bei P(B) berticksichtigt. Da aber in P(A U B)
diesem Ereignis nur einmal Rechnung getragen wird, muss durch Subtraktion von
P(AN B) die Gleichheit hergestellt werden.

Aus Gleichung (4.1) folgt wegen P(AN B) > 0, dass P(AU B) < P(A) + P(B).

Das Gleichheitszeichen gilt dann, wenn P(ANB) = 0 ist, insbesondere, wenn ANB =
0 (A III).
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Beispiel 4.20 Gegeben seien 10* Antriebswellen. Als Kontrollgréfe fungiert der Aufen-
durchmesser d mit einem Sollmajf$ von a = 35 mm, einer

unteren Toleranzgrenze von Ty = (35 — 0,005) mm = 34,995 mm und einer

oberen Toleranzgrenze von Tp = (35 + 0,011) mm = 35,011 mm.

Fiir Wellen mit d > Ty ist Nacharbeit erforderlich, Wellen mit d < Ty sind Ausschuss.
2B A={Ty <d<Tp}, d.h. dliegt innerhalb der Toleranzgrenzen,

2E B ={d > a}, d.h. d ist mindestens gleich dem Sollmafs,

ANB={a<d<Tp}#0 AUB={d >1y},

AUB={d<Ty} C={d>To}

AUB,, AUB
- A > ¢
T, , |To ‘
7
ANB
. B

Fiir 9200 Wellen gilt d € [Ty, To]) = zE A :d € [Ty, To] tritt 9200 mal auf.

Fiir 5200 Wellen qilt d > a = zF B :d > a tritt 5200 mal auf.
Fiir 4700 Wellen gilt a < d <Top = zFE ANDB:a<d<Tp tritt 4700 mal auf.
9200 5200 4700
PA) = —— = 2 PB)=—= 2 P(AnB)=——=0,4
(4) 10000 0,9 (B) 10000 0,5 (AN B) 10000 0,47,

zE AUB - Welle ist brauchbar oder kann durch Nacharbeit brauchbar gemacht werden,

P(AUB) L 0,924 0,52 — 0,47 = 0,97 - Wahrscheinlichkeit dieses Ereginisses,

2B AUB - Ereignis, ein Ausschussstiick aus dem Posten zu erhalten,

(AUB)=1—P(AUB)=1-0,97=0,03, d.h. 3% aller Wellen sind Ausschuss.

o)

4.1.5 Die bedingte Wahrscheinlichkeit

Mit Hilfe von Axiomen und Rechenregeln lésst sich nicht in jedem Fall die Wahrschein-
lichkeit bestimmen.

Beispiel 4.21 FEs werden alle Wellen aussortiert, fir die d & [Ty, To] gilt:

2B A={d<TyVvd>Tp}, dh. dliegt auferhalb der Toleranzgrenzen. Gesucht ist die
Wahrscheinlichkeit des Ereignisses unter den aussortierten Wellen eine herauszugreifen,
die nachgearbeitet werden kann, d.h. die Wahrscheinlichkeit des Eintretens von C = {d >
To} unter der Bedingung, dass A bereits eingetreten ist.
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Bezeichnung: P(C/A) (lies: Die Wahrscheinlichkeit von C unter der Bedingung A).
Fiir 800 Wellen gilt d & [Ty, To) = zE A : d & [Ty, To)] tritt 800 mal auf.
Fiir 500 Wellen gilt d > Ty — zF C:d > Tp tritt 500 mal auf.

Fiir 300 Wellen gilt d < Ty — zF AUB :d < T, tritt 300 mal auf.
500 500

P(C/A) = 00 = 0,625 aber P(C) = 10000~ 0, 05.

Es ist also erforderlich, zwischen der Wahrscheinlichkeit unter Zusatzbedingungen - be-
dingter Wahrscheinlichkeit - und der unbedingten Wahrscheinlichkeit zu unterscheiden.

Definition 4.5 Die bedingte Wahrscheinlichkeit fir das Eintreten des Ereignisses A
unter der Bedingung, dass B schon eingetreten ist, heifit die Zahl

P(ANB)

P(A/B) = —5r

, wenn P(B) > 0. (4.2)

Die Rollen von A und B sind vertauschbar.

Man kann zeigen, dass die bedingte Wahrscheinlichkeit A I bis A III erfiillt.
Es gilt der Multiplikationssatz fiir Wahrscheinlichkeiten: Aus Gleichung (4.2) folgt

P(ANB) = P(B)- P(A/B) = P(A) - P(B/A). (4.3)

Beispiel 4.22 Wegen C C A ist CNA=C,
800

P(CNA)=P(C)=0,05 P(A)= Tooog = %08,
pc/ay =L f(%A) - 882 0,625 — P(C/A) > P(C).

Die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A/B) kann kleiner, gleich oder grifier als die unbe-
dingte Wahrscheinlichkeit sein. Die Gleichheit bedeutet: Das Eintreten von B hat keinen
Einfluss auf das Fintreten von A.

Definition 4.6 Zwei zE A und B heiffen unabhingig voneinander, wenn gilt:
P(A/B)=P(A) A P(B/A)=P(B). (4.4)

Aus den Gleichungen (4.3) und (4.4) folgt der Multiplikationsatz fiir unabhéngige
Ereignisse:

P(ANB) = P(A) - P(B). (4.5)
Gleichung (4.5) ist auch anwendbar, wenn P(A) = 0 oder P(B) = 0 ist.

Definition 4.7 FEs sei n > 2. Die zE Ay, ..., A, heiflen vollstindig unabhingig,
wenn fiir jede natiirliche Zahl k < n und beliebige natirliche Zahlen iy, ..., i mit 1 <
ih < ...<ip <n die Beziechung P(A;, N...NA;) = P(A;,)-...- P(A;) gilt.
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Beispiel 4.23 FEin Arbeiter bedient 3 Maschinen.

zE Ay: Maschine 1 erfordert im Laufe einer Stunde nicht die Aufmerksamkeit des Arbei-
ters; P(A;) = 0,9,

2B As: Maschine 2 erfordert im Laufe einer Stunde nicht die Aufmerksamkeit des Arbei-
ters; P(Ay) = 0,8,

zE Az: Maschine 3 erfordert im Laufe einer Stunde nicht die Aufmerksamkeit des Arbei-
ters; P(As) =0, 85.

2B AN AN A;s: keine der Maschinen erfordert im Laufe einer Stunde die Aufmerksamkeit
des Arbeiters.

Die Maschinen arbeiten in jeder Beziehung unabhdngig voneinander.
Gesucht: P(A; N Ay N As3)

Seien Aq, As, ..., A, n zE mit den Eigenschaften

Dann lésst sich ein beliebiges Ereignis B C E in der Form

B=(BNA)U(BNA)U...U(BNA)

darstellen, wobei die Ereignisse BN A; (i = 1,...n) ebenfalls paarweise unvereinbar sind.
Deshalb gilt nach A III fiir die Wahrscheinlichkeit des Ereignises B

P(B)=P(BNA)+PBNA)+...+P(BNA,)

und wegen (4.3)
P(B) = P(A,)- P(B/Ay) + ...+ P(A,) - P(B/A,) ZP P(B/A;). (4.6)

Theorem 4.1 (Satz iiber die totale Wahrscheinlichkeit)

Fiir paarweise unvereinbare Ereignisse Ay, Ao, ..., a, mit Ay UA,U...UA, =FE qgilt
Z P(A;)) - P(B/A;).

Es seien die Voraussetzungen des Satzes iiber die totale Wahrscheinlichkeit erfiillt. Nach
(4.3) ist

P(A;NB) = P(B)-P(A;/B) = P(A) - P(B/A;)
P(Ai) - P(B/A;)

= P(A;/B) = P(B)
() pa,p) = LA) PBA) (47)

S P(A) - P(BJA)

=1



Theorem 4.2 (Bayessche Formel)

Fiir paarweise unvereinbare Ereignisse Ay, Ao, ..., A, mit AyUAsU...UA, =F gilt
P(A;)- P(B/A;)

n .

;P(Ai) - P(B/A;i)

P(A;i/B) =

Die BAyEssche Formel (4.7) dient zur Berechnung der bedingten Wahrscheinlichkeit A,
unter der Bedingung B.

Bedeutung der BAYESschen Formel: Ist bei Durchfithrung eines Versuchs das Ereignis
B eingetreten, so kann man bei Kenntnis der Wahrscheinlichkeiten P(A;) der Ereignisse
A; (i =1,...,n) und der bedingten Wahrscheinlichkeiten P(B/A;) des Ereignisses B
unter den Bedingungen A; mit Hilfe von Gleichung (4.7) die bedingten Wahrscheinlich-
keiten P(A;/B) der Ereignisse A; unter der Bedingung B berechnen.

Da das Ereignis B schon eingetreten ist nennt man

P(A;/B) a-posteriori-Wahrscheinlichkeiten (a-posteriori - spater nach Eintreten von B),
P(A;) a-priori-Wahrscheinlichkeiten (a-priori - von vornherein),

Beispiel 4.24 Von 3 gleichartigen Maschinen stellte die erste 20%, die zweite 30%, die
dritte 50% der Gesamtproduktion her. Dabei verursacht die erste 5%, die zweite 4%, die
dritte 2% Ausschuss (jeweils in ihrer eigenen Produktion). Gesucht ist die Wahrscheinlich-

keit dafiir, dass ein zufillig gefundenes Ausschussstiick von der ersten Maschine produziert
wurde.

2E A; - Ware wurde von der i-ten Maschine produziert (i=1,2,3).

20 30 50
PA) = — = — 0.2 P(A) = ——  —03 PAy) = ——— __ —
0(5 ) 20 + 30 + 50 2, P(4) 20 + 30 + 50 3, P(4s) 20 + 30 + 50

AlﬂAJZQ (i,j:1,2,3), A1UA2UA3:E,
P(A1) + P(A2) + P(As) =1, P(A)>0 ¥i,

d.h., die Voraussetzungen zur Anwendung der BAYESschen Formel sind erfillt.

zE B - Ereignis, ein Ausschussstiick aus der gesamten Produktion herauszugreifen.

2E B/ A; - Ereignis, ein Ausschussstiick aus der Produktion der i-ten Maschine zu erhalten.
P(B/A;) =0,05(5%), P(B/A2)=0,04(4%), P(B/A3)=0,02(2%).

P(Ay) - P(B/A)

;P(Ai) - P(B/A;)

Gesucht: P(A1/B) =

B 0,2-0,05 - 0,2-0,05
©0,2-0,054+0,3-0,04+0,5-0,02 0,032

= 0,31.

Wir berechnen noch die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das Ausschussstiick von der zwei-
ten bzw. dritten Maschine stammt:
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0,3-0,04 0,5-0,02
P(Ay,/B) = —~—-"=0,38 P(A;/B) = ——— =0, 31.
(2/ ) 07032 ) ; (3/ ) 0’032 )

Probe: P(A1/B) + P(As/B) + P(As/B) = 0,31+ 0,38+ 0,31 = 1.

4.2 Eindimensionale Zufallsgréflen und ihre Verteilungsfunktio-
nen

4.2.1 Diskrete und stetige Zufallsgrofien

Ziel: Quantifizierung von zE, d.h. Herstellung einer Zuordnung zwischen den zE und
Teilmengen reeller Zahlen, denn bei vielen Zufallsexperimenten interessiert man sich nicht
fiir das zE A selbst, sondern fiir eine reelle Zufallsgrofle (Zufallsvariable) X (A) € R, die
vom zE abhéngt.

Definition 4.8 Es sei €2 die Menge aller Elementarereignisse. Fine auf €1 definierte
Funktion X : Q — R heifit ZufallsgroBle wenn fir jede reelle Zahl x das FEreignis
A, ={A € Q: X(A) < z} zum Ereignisfeld A gehort. Dabei heifit x Realisierung der
Zufallsgrife X . Anstelle von {A € Q: X(A) < x} € A schreiben wir kurz {X <z} € A.

Definitionsbereich von X: D(X) = €,

Wertebereich von X : W(X) ={z|X =z} C R (Menge aller mdoglichen Realisie-
rungen von X ).

Fiir das Ereignis A, = {X < z} existiert P(A,), da A, € A. Analog gilt das fiir die
Ereignisse {z; < X < 22} bzw. {X =x }.

Beispiel 4.25 2E A = {1y < d < Tp}. Das zE A kann durch die Menge aller reellen
Zahlen aus [Ty, To| charakterisiert werden.

Fintreten von A <= Wellendurchmesser d fallt in das Intervall [Ty, To|.

Dem zE A wird somit eine Zufallsgrofie zugeordnet, die, wenn A eintritt, zufdllig einen
Wert im Intervall [Ty, To| annimmt: A = {x; < X <ay} xy =Ty, 29 =Tp.

Beispiel 4.26 Messung eines ohmschen Widerstandes Ry = 1500 Ro = 17010.
ZEB:{RUSRSRo}
Das zE kann durch die Menge aller reellen Zahlen aus Ry, Ro| charakterisiert werden.

Das FEintreten von B ist gleichbedeutend damit, dass der zu einem zufilligen Zeitpunkt
gemessene Widerstand in das Intervall [Ry, Ro) fallt.

Dem zE B wird somit eine Zufallsgrofie zugeordnet, die, wenn B eintritt, zufillig einen
Wert im Intervall [Ry, Ro] annimmt: B = {x1 < X <x3} x1 = Ry, x5 = Ro.

Beispiel 4.27 (Lieferposten) Untersuchung eines Lieferpostens auf Ausschuss
zE A - es wird ein defektes Stiick herausgegriffen

2E A - es wird ein brauchbares Stiick herausgegriffen
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Ordnet man A die reelle Zahl 1 und A die Zahl 0 zu, so gilt

A={X=1} A={X=0}.

Endlich viele Versuchsausginge bedeutet, der Zufallsgrofie werden endlich viele Werte
zugeordnet (X nimmt die Werte 0 und 1 an).

Beispiel 4.28 (Wiirfel) Durch die Abbildung der 6 Elementarereignisse A;(1 =1,...,6)
in die reelle Zahlenachse wird eine Zufallsgrofie X definiert, die die Augenzahl bei einem

Wurf beschreibt.
A, ={X =i} X nimmt die Werte 1, ..., 6 an.

Definition 4.9 FEine Zufallsgriffe X heifst diskret, wenn sie endlich oder abzdhlbar-
unendlich viele Werte annimmt. Ihr Wertebereich ist eine endliche oder abzdhlbar-unend-
liche Menge. Fine Zufallsgrofie X heifst stetig, wenn sie jeden beliebigen Wert eines
Intervalls der Zahlengeraden annehmen kann. Ihr Wertebereich ist nicht diskret.

Diskrete Zufallsgroflen: siehe Beispiele 4.27, 4.28.

Stetige Zufallsgroflen: siehe Beispiele 4.25, 4.26 und alle Messvorgénge in der Technik
(Beobachtungs- und Messfehler).

4.2.2 Verteilungsfunktion fiir Zufallsgré3en
Eine Zufallsgréfie X ist vollstéandig charakterisiert durch

1. ihren Wertebereich,

2. Kenntnis der Wahrscheinlichkeiten p; = P(X = x;) fiir alle Werte z;, die die Zu-
fallsgrofle X annehmen kann.

Die zweite Bedingung ist fiir stetige Zufallsgrofien nicht erfiillbar, fiir diskrete Zufalls-
groflen, die endlich viele Werte annehmen, ist diese Forderung i. Allg. erfiillbar.

Beispiel 4.29 (Lieferposten) P(A)=P(X =1)=p P(A)=PX=0=1-p=gq

p muss bekannt sein.

Definition 4.10 Die Verteilungsfunktion einer Zufallsgrofie X ist definiert durch
Fz)=P(X <) x€]— 00,00 (4.8)

Die Beziehung (4.8) bedeutet: Der Wert der Verteilungsfunktion der Zufallsgrofie X an

der Stelle x ist gleich der Wahrscheinlichkeit dafiir, dass (bei Ausfithrung eines Versuchs)
X einen Wert unterhalb der Schranke x annimmt. Es gilt fiir x; < xs:

Plx1 < X <) = F(x3) — F(x1)

P(r; < X <x3) = F(x3)— F(x1+0)
Plx; < X <x3) = F(z2+4+0)— F(x; +0)
Plx; < X <) = F(xa+0)— F(zy).



Beispiel 4.30 (Wiirfel)
Konstruktion der Verteilungsfunktion: Es gilt

1
Ai={X =i} WX)={1234506} PA)=p=PX=0)=; (i=L...,06)
1<x
r<1 F(z)=P(X <z)=0, denn P(X <1)=0,
l<2<2 F(x):P(X<x):P(X:1):%,
2<2<3 Fa)=PX<a2)=P{X=1u{x=20"Z' px=1)+Px=2) =
2 1
6 3
+F(zx)
3 1 1 -~
J<x <4 F(:zc):i:ZlP(X:Z)=§, 12 -—
4
d<z<5 F(x):ZP(Xzz)zg, 1% ~
Zzl 5 0% -—o
4<x<h F(x):ZP(X:z)ZE, 12 ~—
=1 6
6
2>6 Fl@)=Y P(X=i) =1 s
i=1 o

A

1 2 3 4 5 62
Die Funktion F(z) ist monoton wachsend, linksseitig stetig und besitzt den Wertebereich

W(F) = {o, 11125 1}

Eigenschaften der Verteilungsfunktion einer diskreten Zufallsgrofle: X nehme
die Werte x1, 29, ..., Ty, ... mit P(X =x;)=p;, (i=1,2,...,n,...) an.

Aus Gleichung (4.8) folgt

Pa)=S P(X=2)= Y (4.9)

z; <T i <x

Die Summation erfolgt iiber alle Punkte z;, die unterhalb der Schranke z liegen. Ferner
gilt 0 < p; < 1. Die Verteilungsfunktion F'(x) besitzt folgende Eigenschaften:

1. F(z) monoton wachsend, aber nicht streng monoton wachsend,
2. F(z) linksseitig stetig,

3. F(z) Treppenfunktion, die in den Punkten x; Spriinge der Hohe p; (i = 1,2,...)
besitzt.

Ist die Anzahl der Sprungstellen endlich (etwa gleich n), so gilt: > p; = 1,
i=1
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ist die Anzahl der Sprungstellen abzihlbar-unendlich, so gilt: > p; = 1.
i=1

Die (diskrete) Verteilung einer diskreten Zufallsgroie kann entweder durch die diskrete
Verteilungsfunktion (4.9) oder durch Angabe der Einzelwahrscheinlichkeiten P(X = z;) =
pi (i=1,2,...) charakterisiert werden.

Eigenschaften der Verteilungsfunktion einer stetigen Zufallsgréfle Die Vertei-
lungsfunktion einer stetigen Zufallsgrofie ldsst sich darstellen durch

F(z) = P(X < z) = / F(#)d. (4.10)

Dabei ist f(z) die Wahrscheinlichkeitsdichte oder Dichte von X, wobei f(z) > 0 und
wenigstens stiickweise stetig ist. Die Verteilungsfunktion besitzt folgende Eigenschaften:
1. F(z) monoton wachsend, aber nicht streng monoton wachsend, stetig,
2. W(F) =]0, 1] mit

r——00

lim F(z) = F(—o00)= /f(t)dt:0,

T—-+00

lim F(x) = F(+oo):/f(t)dt:1.

3. Falls F(z) iiberall differenzierbar ist, so gilt:

_ dF(z)

F'(z) T

= f(). (4.11)

4. Fiir 1 < x5 gilt

F(l‘g) — F(l‘l) =

P(X<£L'2)—P(X<I1):P<(L'1§X<l'2)
iy w12

(4.12) gibt die Fléche unter der Kurve f(x) zwischen den Abszissenwerten z; und
To al.

5. Fiir einen festen Wert a gilt:

P(X =a) AELI}H)P(CL <X <a+ Aa) A(111_)1110[]7(a + Aa) — F(a)]
a+Aa
= Azlzlgfro / f(t)dt = 0. (4.13)

a
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F ()
4 1 ——
x x
Verteilungsfunktion F(z) einer stetigen Zufallsgrofie Dichte f(z) einer stetigen Zufallsgroie

Die (stetige) Verteilung einer stetigen Zufallsgrofie kann entweder durch ihre Vertei-
lungsfunktion (4.10) oder durch ihre Dichte (4.11) charakterisiert werden.

4.2.3 Parameter von Zufallsgréofien

Bei vielen praktischen Problemen ist die Verteilungsfunktion einer Zufallsgrofe nicht oder
schwer bestimmbar. Die Verteilung lésst sich jedoch grob durch einige fiir sie charakteris-
tische Groflen, Parameter genannt, angeben.

Definition 4.11 (Erwartungswert)

Erwartungswert einer diskreten Zufallsgrofie X, die die Werte x; mit den dazugehori-
gen Wahrscheinlichkeiten p; (i = 1,2,...) annehmen kann, heifit die Zahl

p=FEX= Z ZiDi. (4.14)

Dies ist der gewichtete Mittelwert mit den Gewichten p; aller Realisierungen xz; von X.

n

Nimmt X nur endlich viele, etwa n Werte an, so schreiben wir p = EX =Y x;p;. Nimmt
i=1

X abzihlbar-unendlich viele Werte an, so schreiben wir p = EX = > x;p;. Im letzten
i=1
Fall existiert der Erwartungswert p nur, wenn die unendliche Rethe absolut konvergiert,

d.h. wenn Y |x;|p; < oo ist.

=1

Erwartungswert einer stetigen Zufallsgrifie X mit der Dichte f(x) heifst die Zahl
p=FEX = /:Uf(:v)dx. (4.15)

Der Erwartungswert p existiert nur, wenn das Integral (4.15) absolut konvergiert, d.h.

wenn [ |z|f(z)dr < oo ist.

Bemerkung 4.1 Der Erwartungswert ist i. Allg. kein Wert der betrachteten Zufalls-
grife. Das arithmetische Mittel Tt Tpt .. ¥ I

n
Ty ist ungefdhr gleich dem Erwartungswert, wobei dies um so besser erfillt wird, je griffer
n ist.

von n beobachteten Werten xq,xs, ...,
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Bemerkung 4.2 Veranschaulicht man sich eine diskrete Zufallsgrofie X, die die Werte
x; mit den Wahrscheinlichkeiten p; annimmt, als ein System von Punktmassen, das an
den Stellen x; die Massen p; besitzt (und folglich die Gesamtmasse Eins hat), so entspricht
dem Erwartungswert von X der Schwerpunkt des Punktmassensystems.

Bemerkung 4.3 Seien X,..., X, diskrete Zufallsgrofien. Dann ist S,, = X1+...+X,
ebenfalls eine Zufallsgrofie und es gilt:

ES,=E(X;+...+X,) =Y EX,.
=1

FEs gilt auch E(aX +b) = aEX +b, denn nimmt die diskrete Zufallsgrofie X die Werte
x; mit den Wahrscheinlichkeiten p; an, so nimmt die Zufallsgrofie Y = aX +b die Werte
y; = ax; + b ebenfalls mit den Wahrscheinlichkeiten p; an. Folglich gilt:

)

E(aX +b)=FEY = Zyipi = Z(ami +b)p; = ainpi+bZ =aFEX +b.

Definition 4.12 (Streuung, Standardabweichung)
Streuung, Varianz oder Dispersion ciner Zufallsgrofie X heifst die Zahl

02 =D?X = BE(X — EX)? = EX?— (EX)? = EX? — /%

Standardabweichung oder mittlere quadratische Abweichung einer Zufallsgrifse
X heifst die Zahl

oc=+VvD2X.

Fiir eine diskrete Zufallsgroffe X mit dem Erwartungswert p, die die Werte x; mit den
Wahrscheinlichkeiten p; annimmt, erhdlt man

o’ =FE(X - EX)*= Z(wz — 1)’pi, 0% = EX? — 1 = Z:L‘fpz — it (4.16)

Dies ist der gewichtete Mittelwert der Quadrate der Abweichungen der Werte x; vom
Erwartungswert p, wobei als Gewichte wieder die Einzelwahrscheinlichkeiten verwendet
werden mit denen die x; auftreten.

Fiir eine stetige Zufallsgrifle X mit dem Erwartungswert p und der Dichte f(x) erhidlt
man

0’ =E(X-EX)*= /(x—u)%”(m)dm, o =EX?—p? = / 22 f(x)de—p?.(4.17)

Die Streuung o2 existiert nur, wenn die Reihen in (4.16) im Falle abzihlbar-unendlich
vieler Summanden und die Integrale in (4.17) absolut konvergieren.

Bemerkung 4.4 Veranschaulicht man sich eine diskrete Zufallsgrifie X als ein Sys-

tem von Punktmassen mit dem Schwerpunkt EX, so entspricht der Streuung D*X das
Tragheitsmoment dieses Systems beziiglich einer Achse durch den Schwerpunkt.
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Bemerkung 4.5 Verschiebungssatz: Aus (4.16) erhdilt man

02 = D?°X = E[X?—2X-EX + (EX)?] = EX? - 2(EX)* + (EX)?

= BEX’— (BX)?=EX?— 2= (x:)%p — 1%
i=1

Es gilt auch D*(aX +b) = a*D*X, denn

D*(aX +b) = E(aX +b—FE(aX +b)*=FE(aX +b—aEX —b)?
E(a®(X — EX)?) = ®E(X — EX)? = a*D?X.

1
Beispiel 4.31 (Wiirfel) z; =i, p; = 6 i=1,...,6. Dann ist

6,1 1
w=>1- 6= 6(1+2+3+4+5+6)—35
=1
6 6 1 1
=Y a?p =y z26—(3,5)2 = 6(1+4+9+16+25+36)—(3,5)2 =2,916 o=1,71.
i=1 =1

Beispiel 4.32 (Lieferposten) P(A) = P(X =1)=p, P(A)=P(X=0)=1-p=

q, x1 =1, 2o =0. Dann ist

2
D wpi=1-p+0-(1-p)=p,

i=1
2

o> = > @) pi—p=Vp+0*(1—p)—p"=p—p"=p-q
=1

Beispiel 4.33 Wir betrachten eine stetige Zufallsgrofie mit der Dichtefunktion

x
— fir 0<2<2
flay=q 2 o 0=r=2
0 fir x<O0Vzx>2
Dann st
%) 2 4
x
no= /:1c'f(:1;)d31:'—/gn§d3t:—§7
—00 0
%) 2 4 9 5
2 _ 2d—2:/2£d:——:—
o /xf(:c)x i z°5 3 3
—00 0
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4.3 Spezielle Verteilungen
4.3.1 Diskrete Verteilungen

1. Die diskrete gleichméflige Verteilung

Definition 4.13 Nimmt die diskrete Zufallsgrofie X die n verschiedenen Werte x1 bis

x, mit den entsprechenden Wahrscheinlichkeiten py bis p, an und ist
1

pi=— Yi=1,...,n, so heifit X gleichmafig verteilt.
n

Verteilungsfunktion: F(z) = ) p; mit Summation iiber alle ganzzahligen Werte
1<z

1=1,...,n, die kleiner x sind.

Erwartungswert: = EX = Z T — = — Z x;.

2
1 n
reuung: o> Zx Zx (n;x>

Beispiel 4.34 (Wiirfel): Verteilungsfunktion: vgl. Abschnitt 4.2.2 Beispiel 4.30,
Erwartungswert, Streuung: vgl. Abschnitt /.2.3 Beispiel 4.31.

2. Die Binominalverteilung (BERNOULLI- Verteilung)

Es wird eine Reihe von n gleichartigen voneinander unabhéngigen FEinzelversuchen be-
trachtet, wobei als Ergebnis eines Einzelversuchs lediglich das Ereignis A (mit Wahr-
scheinlichkeit p) oder A (mit Wahrscheinlichkeit 1 — p = ¢) eintreten kann.

Wir definieren eine diskrete ZufallsgroBe X als Anzahl des Auftretens von A in n un-
abhéngig voneinander durchgefiihrten Wiederholungen des betrachteten zufélligen Ver-
suchs. Unabhangig bedeutet, das Ergebnis der néchsten Wiederholung héngt nicht von
den vorherigen Ausfithrungen des Versuchs ab, d.h. p kann von Wiederholung zu Wieder-
holung als konstant angesehen werden. Die Ereignise, die bei den verschiedenen Wieder-
holungen auftreten sind sind ebenfalls unabhéngig, d.h., es gilt der Multiplikationssatz
(siehe Abschnitt 4.1.5) Formel (4.5) fiir unabhéngige Ereignisse.

Die diskrete Zufallsgrofle X nimmt die ganzzahligen Werte k = 0,1,...,n an, je nachdem,
ob das Ereignis A bei n Wiederholungen des Versuchs keinmal oder einmal oder zweimal
usw. oder n-mal eintritt.

Gesucht sind die Wahrscheinlichkeiten P(X = k) =p, (k= 0,...,n) dafiir, dass bei n
Wiederholungen, das Ereignis A genau k-mal eintritt.

Fiir n = 2 (zwei Einzelversuche) sind pg, ps, p2 zu ermitteln. Dabei sind die folgenden
vier Ereignisse moglich:

1. AN A,
2. AN A,
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3. A N A,
4. A{ N A,.

Man kann zeigen: Sind die Ereignisse Al und _142 voneinander unabhéngig, so gilt dies
auch fiir A; und Ay, As und A, sowie A; und A,. Es ist

P(Ay) = P(A4;) =p P(A1) = P(4;) = q.

Die Wahrscheinlichkeiten fiir die Ereignisse 1. bis 4. sind nach dem Multiplikationssatz
P(AiNAs) = P(A1) - P(A) =p-p=1°,

P(A N Ay) = P(A)- P(A2) =p-q,  P(AiNA) =P(A) - P(A) =q-p,

P, ) = P(4) - P(A3) = ¢

Ferner gilt: (A; N Ay) U (A; N Ay) U (A N Ay) U (A; N Ay) = E, wobei beliebige zwei der
Ereignisse 1. bis 4. disjunkt sind. Aus A 1T und A III (siche Abschnitt 4.1.3) folgt:

P((A1NAy) U (A NAy) U(ATNAy) U (A NAy)) =
P(A1NAy) + P(ATNAy) + P(ATNAy) + P(ATNAy) =p* +2pq+¢*> = P(E) = 1.
Fiir n = 2 erhalt man
p=PX=0))=¢, p=PX=1)=2pq p,=PX =2)=p®mit
2
;P(sz) =(p+q?=1
—0
Fiir n = 3 erhalt man:
po=P(X=0)=¢, p=PX=1)=3ps*, p.=PX =2)=3p’,
p3 = P(X = 3) = p* mit
3
kZP(X:k) =(p+q)? =1
—0

Allgemein erhélt man fiir n Ziehungen:

po=PX=0) = (g‘)q",

n

p=rx=1) = (7)o

m=px =2 = (3) =
=P =) = ()t

p=rx=n) = (1)

mit den Binominalkoeflizienten I =

(n) n(n—l)...(n—k+1)_ n!
1-2.3-...-k K(n — k).
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die Wahrscheinlichkeit py = P(X = k) = (n) p* - ¢" %, das bei n Wiederholungen genau
k-mal das Ereignis A eintritt.

Definition 4.14 Nimmt die diskrete Zufallsgriffe X die n + 1 wverschiedenen Werte
0,1,...,n (endlich viele Werte) mit den Wahrscheinlichkeiten po,p1, ..., pn an und ist

Pr = n) pk g * (k=0,1,...,n), so heifft X binomialverteilt mit den Parametern

k
n und p.
0 firx <0
Verteilungsfunktion: F(z) = > pp = (Z)p " fir0<ax<n .
k<z k<z
1 firx >n

Die Summation geht iiber alle ganzzahligen Werte k = 0, ..., n, kleiner als x. Dabei gilt:
P k n—k
z = > z(k)pq

n N\ n—k k n n—1 n
(1) (k)q p+...+(n_1>qp +p

Erwartungswert: ;= EX = Z k-p,= Z k(7)p"q" " = np.
k=0

Streuung: 0? = D?X = Z k*pr — (np)?* = npq.
k=0
Das der Binominalverteilung zugrunde liegende Versuchsschema (n voneinander un-

abhéngige Durchfithrungen eines Versuchs) heifit BERNOULLI-Schema (Jakob Bernoulli
(1654-1705)).

Beispiel 4.35 (Lieferposten)

Es sei P(A) =p P(A)=1—p=q Dem Lieferposten entnimmt man nacheinander und
unabhéingig voneinander n Teile. Die Unabhdngigkeit der Ereignisse kann man errei-
chen, indem man ein gezogenes Teil wieder in den Posten zuriicklegt und gut durchmaischt.
Der durchschnittliche Ausschussprozentsatz betrage 3%. Dann ist p=0,03 ¢=1—p=
0,97.

Gesucht: Wahrscheinlichkeit, unter diesen Teilen genau k (k < n) (héchstens k) defekte
Teile zu erhalten. Speziell werden n = 100 Teile herausgegriffen.

1. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass unter den n = 100 Teilen genau k = 3
defekt sind?

100
P(X=3)=p3= ( 5 )o, 033 .0,9719973 = 0, 2274.
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2. Wie grof8 ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass unter den n = 100 Teilen hochstens
k =3 defekt sind?

P(X<3)= S P(X = k) = > py = P(X = 0) + P(X = 1)+ P(X = 2) + P(X = 3)

100 100 100 100
= ( 0 )(L03°-0,97m°+-< . )(L031-0,9799+-( 5 )(L032-0,9798+-( 5 )(L033-0,9797

=0,0475+ 0,1470 4+ 0,2251 + 0, 2274 = 0, 6470,
uw=100-0,03=3, 0*>=100-0,03-0,97=2,91, o=1,71.
Die Verteilungsfunktion einer binominal verteilten Zufallsgréfe ist eine Treppenfunktion

mit Spriingen an den Stellen 0,1,...,n. Zur Charakterisierung einer Binominalfunktion
ist jedoch folgende grafische Darstellung iiblich:

Beispiel 4.36 n=5 p=20,05

14

el

Pk
0,7738
0, 2036
0,0214
0,0011
0,0001 |
0, 0000 ) -

LTS

T

-

OO
~ 20 Cobe Ty Oy~

C)T%OJI\DHO‘P?‘

~
S
o
NG
&
=~

Beispiel 4.37 n=8 p=20,40

Pk

0,0168

0, 0896 Pk
0, 2090 1 g j
0,2787 To%
0,2322 0,2
0,1239 0,1
0,0413
0,0079
0,0006

OO\]CDOT%C«OL\D}—‘O‘W‘

Die Binominalverteilung ist i. Allg. asymmetrisch. Sie wird um so symmetrischer, je grofier
n ist bzw. je mehr sich p dem Wert 0,50 néhert.

Ist pr bekannt, so kann die Berechnung von pi,; nach der Rekursionsformel
by = =R b
k41 k+1)-q k

mit py = ¢" durchgefiihrt werden.

k=0,1,...,n—1

Beispiel 4.38 n=5 p=20,05

26



5-0,05 1 -0,05
—0.2 — ’
1-0.95 -0, 7738 = 0, 2036, . 5 70,95

po=0,95"=0,7738, p; = .0,0001 = 0, 0000.

Beispiel 4.39 Die a H H,(A) des Ereignisses A in n unabhingigen Versuchen ist ei-
ne binomialverteilte Zufallsgréfie mit u = EH,(A) = np und 0> = D*H,(A) = npq.
Zwischen der absoluten Hdiufigkeit H,(A) und der relativen Hdufigkeit h, (A) besteht der
H,(A
Zusammenhang h,(A) = —()
n

1
Dann folgt aus den Bemerkungen 4.3 und 4.5 mit a = — und b =10
n

Eh,(A) = E (@) = lE’Hn(A) = %np =p=P(A),

n n?

D%M):D%MMU_—WHW:%mwg?w (n— o0).

3. Die PoOISsON- Verteilung

Definition 4.15 Nimmt die diskrete Zufallsgrifie X die Werte k = 0,1,2... (abzéihl-
bar unendlich viele Werte) mit dem Wahrscheinlichkeiten pr(k = 0,1,2,...) an und

)\kz
ist pp = P(X = k) = ~—e* (k =0,1,2,...), so heifft X POISSON-verteilt mit dem

k!
Parameter A > 0.

Verteilungsfunktion:

0 firz <0

Fl)= S PX=k) =1 X

>\ .
= Ee firx >0
k<x

Dabei gilt : Zpk ZP( =k)=1.

Mo s
Erwartungswert: = EX = kZ:Ok Pr = Z k— e = A

Streuung: 0? = D?X = Z k*pp — A2 = Z k2 AN =

Beispiel 4.40 A =5

Dk

0,0067 P(X =k)

0,0337 0,2

0,0842

0,1404 0.1

. -
0,1755 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 k
0,1462

0,1044

\]CDOTH;COL\D}—‘O‘?T‘
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Beispiel 4.41 A =0,5

Dk \P(X = k)
0, 6065 0.5
0,3033 10
0,0758 10,3
0.0126 10,2
: 1071
0,0016 L
0,0002 0 1 2 3 4 5 k

OT»-BC«O[\J}—‘O‘W‘

Beispiel 4.42 Die Anzahl der in einer automatischen Telefonzentrale innerhalb einer be-

stimmten Zeitspanne (etwa 1 Minute) registrierten Gespriche kann als POISSON-verteilt
k

angesehen werden. P(X = k) = Fe_’\ st dann die Wahrscheinlichkeit dafir, dass in

einer Minute genau k Gespriche ankommen, wenn die Anzahl der ankommenden Ge-

spriche je Minute im Durchschnitt X betrdgt. Man bereche die Wahrscheinlichkeit dafiir,

dass in der Telefonzentrale hochstens zwei Anrufe je Minute registriert werden, wenn im

240
Durchschnitt 240 Anrufe pro Stunde erfolgen. Wegen p = X\ setzt man A = w0 4. Die

gesuchte Wahrscheinlichkeit ist

2 40 41 42
Y PX=k=PX=0+PX=1)+PX=2)= ae_4 + ?e—‘l + 56—4
k=0 . ! !

=0,0183 +0,0733 + 0, 1465 = 0, 2381.

Zusammenhang zwischen Binominalverteilung und POISSON- Verteilung

n \F
i () —pr = e k=012 (115)

np=>X\

Dies ist der Po1ssoNsche Grenzwertsatz. Die POISSON- Verteilung geht aus der Bino-
mialverteilung hervor, wenn n gegen unendlich strebt, derart, dass np = A\ konstant
k

N\ ok A

bleibt. Fiir n > 1 und p < 1 gilt p? = L)

n — oo und np = A konstant, die Wahrscheinlichkeit p des untersuchten Ereignisses sehr
klein wird, nennt man die POISSON- Verteilung auch die Verteilung der seltenen Ereignisse
(Anwendung in der statistichen Qualitétskontrolle).

e = pi. Da in (4.18) wegen

4.3.2 Stetige Verteilungen

1. Die stetige gleichméflige Verteilung
Definition 4.16 Nimmt die stetige Zufallsgrifie X alle Werte aus dem Intervall [a,b]

(a < b) an, so heifft X gleichméiBig verteilt (auch Rechteckverteilt), wenn fir ihre
Dichte gilt:
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1
fir a<x<b
0 fir z<aVz>b

0 firx<a
fira<z<b .
1 firx>b

Verteilungsfunktion: F(z) =

b1 b
Erwartungswert: | = FX = fxb dr = a—2|— .
—a

a

b 2 2
Streuung: o2 = D?X = [a? 1 dr — atb _ (b—a) .
b—a 2 12

a

Beispiel 4.43 Geometrische Wahrscheinlichkeit

Im Intervall [a,b] werde ein Punkt eingetragen. Wir definieren eine Zufallsgrifie X, die
als Wert x diejenige Zahl aus [a,b] annimmt, welche mit dem eingetragenen Punkt zu-
sammenfdallt.

Firz <aist F(z) = P(X <z)=0.

Fiir x € [a,b] bedeutet X < x, dass der Punkt in das Intervall |a,b] fallt. Fir die Wahr-
r—a

b—a’

scheinlichkeit dieses Ereignisses ergibt sich F(x) = P(X <x) ~z—a = F(z) =

Firx>bygilt Flz)=P(X <2)=P(X <b)+Pb< X <z)=1.
Die betrachtete stetige Zufallsgrifie ist gleichméaflig verteilt.

2. Die Normalverteilung (GAusssche Verteilung)

Definition 4.17 Nimmt die stetige Zufallsgrifie alle Werte aus dem Intervall | — oo, oo
an, so heifft X normal verteilt, wenn fiir thre Dichte gilt:

N Gl

o(z, p,0%) = We 202 — 00 < & + 00.

Dabei sind i und o die Parameter der Normalverteilung.

Schreibweise: X € N(u,0?) (lies: Die ZufallsgroBe X ist normal verteilt mit den Para-
metern p und o2,

A 0k
Verteilungsfunktion: ®(z, u,0?) = / e 207 dt.

V2mo?
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Die Normierungsbedingung [ o(z, p, 0?)daz = 1 ist erfiillt ist (vgl. Abschnitt 4.2.2).

A C —5)2

Erwartungswert: = EX = Norw / re  20° duw.
2 2 1 i 2 ’M

Streuung: 0° = D*X = Noroe /(1’ —p)’e  20° dz.

Untersuchung der Dichtefunktion ¢(z, pi, 0?):

1. D(¢) = R, Schnittpunkt mit der y-Achse: (0, u, 0?) =

(v — p)?
2. ¢ (x,p,0%) = ! e 207 (_(:1: —_ Maz) =0 =
o V2ro? )
1 1
Maximum bei x = pu, maz = , W = |0, ,
o ¥ V2mo? () 1 V2mo? [

(z —n) (r— 2
3. ¢"(x,p,0%) = \/%e 202 ((#) —iz) =0 =

Wendepunkte bei 1 =y — 0,29 = p + o,

4. lim o(x,p,0?%) =0,

r—+o0

5. o(x, p,0?) > 0 fiir jeden endlichen Wert + = keine NS, keine Polstellen,

6. o(x,p,0?) symmetrisch zu z = u, d.h. es gilt: o(—(x — p)) = o(x — u).

Der Graph dieser Funktion heiit GAUsssche Glockenkurve oder Fehlerkurve.

Beispiel 4.44 ;1 =0, o3 =—, w=0, 0g9=2

Die Fehlerkurve ist um so hoher und steiler, je kleiner o ist.

60



Beispiel 4.45 Dichtefunktion ¢(x) und Verteilungsfunktion ®(z) der standardisierten
Normalverteilung mit p =0 o=1 X € N(0,1).

1 i
o(x,0,1) = p(x) = e 2.
V2
x? "
(~2) = ——c 2 = ()
—x) = e = p(x
4 2m 4 F T } }
— o) = gle) T
x t2
B(2,0,1) = B(z) = — /5dt
z,0, r)=—— [ e
V2T
R -
B(—a) = 24t t=
<—x)——27r e ==z :<I;(x)
1 te 22 /
———— [ e 2dz
2
+oo
o 22 . - L
] 2 e ey
_ /e2dz 7 5 2 1 1 2 3 7%
21
1 x—‘roo x
= — — =1—-P(x
27 |:/ / ()

X —p

Theorem 4.3 Ist X € N(u,0?), so ist Z = € N(0,1) (Sprechweise: Ist X nor-

malverteilt mit p, o, so ist Z normalverteilt mit 0,1). Fiir jedes x € R gilt

p(x, p,0%) = 590 <x ; 'u) 7 (4.19)

g

Oz, p1,0%) = ® (”C - “) . (4.20)

Beispiel 4.46 Die Zufallsgrifie X sei die Streckgrenze einer bestimmten Stahlsorte, X €
N(p,0?) mit p = 310
m

5 und der Standardabweichung o = 32 5
m mm

Gesucht: Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Wert der Streckgrenze im Intervall 290, 320]
liegt.

200 — 310 _ X —310 _ 320 — 31
P(290 < X < 320) :P(90 510 A — 310 320 30)

32— 32— 32
— P(-0,63< Z<0,31)
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mit Z € N(0,1). Die Zufallsgrifie Z besitzt die Verteilungsfunktion ®(z). Da die Vertei-
lungsfunktion ® stetig ist, gilt nach Abschnitt 4.2.2:

P(—0,63<7<0,31) = &(0,31) — ®(—0,63)
= ®(0,31) — (1 — ©(0,63)) = 0,62 — 1+ 0,74 = 0, 36.

Die Streckgrenze der untersuchten Stahlsorte liegt mit der Wahrscheinlichkeit von 0,36

5 und 320 5
mm mm

zwischen den Werten 290

Beispiel 4.47 Die Zufallsgriofie X sei der Beobachtungsfehler bei einer Lingenmessung,
X € N(p,0?%) mit p = 5cm und der Standardabweichung o = 8cm.

Gesucht: Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der gemessene Wert um mehr als 10 cm vom
wahren Wert abweicht.

P(IX|>10) = 1-P(|X|<10)=1- P(~10 < X < 10)

= 1—P<_108_5§Z§ 108_5> —=1—P(—1,88< Z<0,63)

mit Z € N(0,1). Die Zufallsgrifie Z besitzt die Verteilungsfunktion ®(x). Nach (4.12) in
Abschnitt 4.2.2 qilt:

1—P(-1,88< 7 <0,63) = 1—(®(0,63) — d(—1,88))
= 1—(®(0,63) — (1 — ®(1,88)))
= 2—®(0,63) — ®(1,88)
= 2-0,74—0,97 = 0, 29.

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der gemessene Wert um mehr als 10 cm vom wahren
Wert abweicht, betrdgt 0,29.

Bedeutung der Normalverteilung in der Statistik:
Gegeben: X € N(u,0?).

Gesucht: P(|X — pu| < ko)

mit & beliebig, reell. Aus (4 4.13) in Abschnitt 4.2.2 folgt:
X —

o

.12) und
0

(
‘<I{):P<—K<X_M<+H):P(—/€<Z<Ii)

P(|X—,u|</{a):P< >

o 21

x t2
X —pu 1 -
mit Z = € N(0,1) und q)(x):—/e 2 dt.
Vel

Daraus folgt:
P(—k < Z <k)=®(k) —P(—k) =P(k) — [l = P(k)] =2P(r) — 1

und somit

P(|X — p] < ko) = ®(k) — P(—k) = 2P(k) — 1. (4.21)
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Geometrisch gibt (4.21) wegen

P(|X — u| < ko) Plp—ro <X < p+ko)=0(u+ ko) —P(u— ko)

pt+rKo 1 pt+ro (x-—»u)2
2 - 2
= ¢($>Hw0')d$:: € 20 dz
V2mo? /

U—Ko U—KOo

den Anteil der unter der Glockenkurve gelegenen Gesamtfliche innerhalb der Abzissen-
werte 1 — ko und p + Ko an.

to(x, p, o

W — Ko ,u‘ W+ Ko X

Spezialfille:

l.e=1 P(X —pul<o)=2p(1)—-1=2-0,84135 -1 = 0,6827 = im Intervall

K
(u— o, + o) liegen 68,27% der Gesamtfliche unter der Glockenkurve.

2. k=2 P(X —pul<20)=20(2)—1=2-0,97725 — 1 = 0,9545 = im Intervall
(1 — 20, pu+ 20) liegen 95,45% der Gesamtflache unter der Glockenkurve.

3. k=3 P(X —pl <30)=20(3)—1=2-0,99865— 1 = 0,9973 = im Intervall
(1 —30, u+30) liegen 99,73% der Gesamtflache unter der Glockenkurve (30-Regel).

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sich die Zufallsgroie X um weniger als 30 von u
unterscheidet, betragt 0,9973, d.h. fast 1. Es gilt also mit einer Sicherheit von 99,73%, d.h.
es ist fast sicher, dass X € N(u,0?) nur Werte innerhalb von (p—30, u+30) annimmt. Von
1000 Realisierungen der ZufallsgroBe X gehoren im Mittel 997 dem Intervall |u—30, u+30]
an.

Wenn z € (u — 30, u + 30), dann tritt eine von zwei Moglichkeiten ein:

1. X € N(u,0?), es liegt ein seltenes Ereignis mit der Wahrscheinlichkeit von 0.0027
vor, es tritt nur in 27 von 10° Féllen ein.

2. X ist nicht normalverteilt mit dem Erwartungswert p und der Streuung o2, sie hat
z.B. einen anderen Erwartungswert oder geniigt einer anderen Verteilungsfunktion.
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Bei Priifverfahren in der mathematischen Statistik trifft man stets die 2. Entscheidung und
begeht dabei in 0,27% aller Fille einen Fehler. Ist die Zufallsgroffe X iiberhaupt nicht
normalverteilt, so verwendet man die fiir eine beliebige Verteilung giiltige Abschétzung

1
P(|X —pl < ko) >1——. (4.22)

K2

1 _
Fiir k = 3 erhélt man aus (4.22): P(|X — u| <30) > 1 — 5= 0,8

Es folgt die schwéchere dafiir aber fiir jede beliebige Verteilung zutreffende Aussage, dass
innerhalb von |u — 30, 1 + 30 mindestens 89% aller Werte von X liegen.

Bei haufiger Wiederholung von Messungen ein und desselben Gegenstandes streuen die
Messwerte, d.h. die Messwerte weisen Abweichungen von einem bestimmten wahren Wert
(Soll-oder Mittelwert) auf.

Ursachen:
Systematische Fehler - behebbar (Anderung der Justierung des Messgeriites).
Zufillige Fehler - nicht ausschaltbar (Temperaturschwankungen, Erschiitterungen).

Fassen wir die Messungen einer Grofle als Versuch auf und definieren die Zufallsgrofie
X als das Messergebnis, so ist in vielen Féllen, in denen die zufélligen Fehler durch
additive Uberlagerung einer grofien Anzahl voneinander unabhéngiger, zufilliger Effekte
entstehen, wobei jeder dieser Effekte nur einen unbedeutenden Einfluss auf den zufélligen
Gesamtfehler hat, diese Zufallsgréfle normalverteilt. Die zugehorige Dichtefunktion hat
die Gestalt der Fehlerkurve.

Aber: Es gibt eine Reihe praktischer Messprobleme, fiir die die Normalverteilung unge-
eignet ist. z.B. Messung einer lichten Weite an einem Werkstiick.

3. Die Exponentialverteilung

Definition 4.18 Die stetige Zufallsgrifie X, die alle Werte aus dem Intervall | — oo, oo
annehmen kann, geniigt der Exponentialverteilung mit dem Parameter a > 0, wenn
thre Dichte gegeben ist durch

f(z)
o
B 0 fir x <0
f) = { ae”™*  fir x>0
‘ 3 =z
. . T 0 fir <0
Verteilungsfunktion: F(z) = P(X <) = [ f(t)dt = l— e fir £>0°

Erwartungswert: = EX = [zae *dz = [e ™™ = =
0 0

o0 1 2 1 1
. 22 2 _ 2 —ax _ _
Streuung.a—DX—Ofxae dx_oﬂ_oﬂ_oﬂ_oﬂ'
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I. Allg. sind Zeitmessungen in guter Naherung exponentialverteilt. Die Zufallsvariable T’
ist die Zeitdauer bis zunm Ausfall eines Bauteils bzw. bis zum Eintreten eines Ereignisses.

Beispiel 4.48 Die Zeit T (in Stunden), die zur Reparatur eines Autos erforderlich ist,
geniige der Ezponentialverteilung mit o = 0,25 (in Stunden™').

Gesucht: Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Reparaturzeit fiir ein Fahrzeug weniger als 6
Stunden betrigt. Wieviel Stunden werden im Durchschnitt zur Reparatur eines Fahrzeugs
gebraucht?
P(T<6)=F6)=1-¢e%%6=1-0,223=0,777,

1 1

a 0,25

Im Durchschnitt werden 4 Stunden Reparaturzeit bendtigt.

Beispiel 4.49 Die Zeitdauer T eines Telefongesprichs (in min)geniige der Ezponential-
verteilung mit o = 0,25 (in min™!).

Gesucht: Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein Gesprdich weniger als 6 Minuten dauert. Wie-
viel Minuten dauert im Durchschnitt ein Gesprich?
P(T<6)=F6)=1-e%%6=1-0,223=0,777,
1 1
=Fl=—=——=414
K a 0,25

Im Durchschnitt dauert ein Gesprdach 4 min.
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