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1 Analytische Geometrie

1.1 Vektoren in der Ebene und im Raum
1.1.1 Skalare und Vektoren

In der Naturwissenschaft und Technik unterscheiden wir skalare und vektorielle Grof3en.

Ein Skalar ist eine Grofle, welche durch Angabe einer reellen Maf3zahl bei festgeleg-
ter Mafeinheit bestimmt ist. Die Mafizahl gibt quantitative Merkmale des Skalars an,
wahrend die Mafleinheit auf qualitative Merkmale hinweist.

Beispiele fiir Skalare: Masse, Zeit, Temperatur, Energie.

Ein Vektor ist eine Grofle, welche durch Angabe einer nicht negativen Maf3zahl und
einer Richtung bestimmt ist.

Beispiele fiir Vektoren: Geschwindigkeit, Beschleunigung, Kraft, Feldstérke.

Zur bequemen Ausfithrung von Operationen mit Vektoren betrachten wir ein raumli-
ches rechtwinkliges Koordinatensystem mit dem Koordinatenursprung O und den Achsen
x,y, z. Ein Punkt P; im Raum besitzt dann die Koordinaten (z1,yi, 21). Wir schreiben
P, = (z1,y1,21) fir die Koordinaten des Punktes P,. Die von P, = (z1,y;, 21) nach
Py = (x9,ys, 29) gerichtete Strecke P, P, mit dem Anfangspunkt P; und dem Endpunkt

P, definiert einen Vektor P1P2 im Raum. Die Koordinaten des Vektors P1P2 sind:

. Ty — 1
P Py= Yo — U1
Z9 — 21

Es gibt unendlich viele Vektoren, die die Koordinaten x5 — x1, yo — y1, 2o — 21 besit-
zen. Sie alle gehen durch Parallelverschiebung auseinander hervor und werden als gleich
angesehen. Deshalb schreiben wir
ai
a = a9
as

—

und betrachten P; P, als einen Reprisentanten von a.

Analog gehen wir in einem ebenen rechtwinkligen Koordinatensystem vor. Ein Vektor a
in der Ebene besitzt nur zwei Koordinaten a; und as.

Definition 1.1 (Betrag eines Vektors, freier, gebundener Vektor)

1. Betrag |a| des Vektors a heifst die Linge der Strecke Py P, wobei PiP, ein be-
liebiger Reprasentant von a ist. Der Betrag eines Vektors ist ein Skalar, also
eine Zahl.

2. Ein Vektor heifit Einheitsvektor, wenn er den Betrag 1 besitzt.

3. FEin Vektor heifit Nullvektor (Bezeichnung ©), wenn P, = P, ist. Sein Betrag
ist gleich Null, seine Richtung unbestimmit.



4. Fin Vektor heifst gebundener Vektor, wenn sein Anfangspunkt ein fixierter
Punkt des Raumes (oder der Ebene) ist. Physikalisch heifit das, es liegt ein fester
Angriffspunkt vor.

5. Zwei Vektoren heiffen gleich, wenn sie den gleichen Betrag und die gleiche Rich-
tung besitzen.

6. Die Menge aller Vektoren, die man aus einem vorgegebenen Vektor a durch Paral-
lelverschiebung erhdlt (alle zu a gleichen Vektoren) nennt man den zu a gehiorigen
freien Vektor.

7. Es sei in der Ebene bzw. im Raum ein Koordinatenursprung O festgelegt. Ein ge-
bundener Vektor heifit Ortsvektor, wenn sein Anfangspunkt in O liegt.

Komponenten- und Koordinatendarstellung von Vektoren:

Auf den Achsen eines rdumlichen rechtwinkligen Koordinatensystems tragen wir die ein
Rechtssystem bildenden Einheitsvektoren i, j und k mit dem Anfangspunkt in O ab.

Dann heiflt ro =OP,= x5i + yoj + 20k Komponentendarstellung fiir den Ortsvektor r,

des Punktes P, und a =P, Po= a4i + asj + ask Komponentendarstellung fiir einen freien
Vektor a beziiglich eines fixierten Koordinatensystems. Die entsprechenden Koordina-
tendarstellungen beziiglich eines fixierten Koordinatensystems lauten:

X2 ai
ro = Y2 a= a3
22 a3

Die Rechenregeln fiir die Addition und die Multiplikation mit einem Skalar (d.h.,
mit einer reellen Zahl) sind die gleichen wie bei komplexen Zahlen. Das Konzept fiir
Produkte von Vektoren ist jedoch vollig anders als fiir das Produkt komplexer Zahlen.

1.1.2 Produkte von Vektoren

1. Das Skalarprodukt (SK)

Definition 1.2 SK oder inneres Produkt zweier Vektoren a und b heif§t der Skalar
(a,b) = |a||b| cosa

mit « = Z (a,b), 0<a <. Speziell heifit (a,a) Skalarquadrat.
Ist a =0 oder b= 0, so setzt man (a,b) =0. Ista# O und b # O, so gilt:

> 0, falls 0 <a< g
(a,b)ist ¢ =0, falls o= g
<0, falls g <a<m

Eigenschaften des SK



(1) (a,b) =0 <= a L b Das Zeichen L bedeutet, dass a und b orthogonal zueinander
sind, d.h., sie stehen senkrecht aufeinander.

(2) a,b gleichgerichtet = (a, b) = |a||b|
(3) a,b entgegengesetzt gerichtet = (a, b) = —|a||b]|

(4) Fiir a = b folgt aus Definition 1.2 (a,a) = |a||a| cosO = |a]?>. Dann ist |a| =
(a,a).

niert sind.
(9) Fiir die SK der Einheitsvektoren i, j, k gilt:

Li) = G.3) = &k =1,
(iLj) = Gk = (ki) =0,
§.i) = kj) = ik =0

Daraus folgt fiir das SK zweier beliebiger Vektoren in Koordinatenschreibweise:

(a,b) =(ari+asj+ask,byi+bej+bsk)=aib + azby+ asbs.

Beispiel 1.1 Eine konstante Kraft ¥ leistet lings threr Wirkungslinie auf einem Weg s
der Linge |s| die Verschiebungsarbeit W. Wir unterscheiden zwei Fille:

(1) Die Vektoren F und s sind gleichgerichtet: W = |F||s| @ (F,s).

(2) Die Vektoren F und s bilden einen Winkel a # 0.

Hier ist nur die Kraftkomponente Fg, d.h. die Projektion von ¥ auf den Vektor s,
wirksam und zwar sind fir 0 < a < g die Vektoren Fg und s gleichgerichtet und

fiir g < a < 7 entgegengesetzt gerichtet. Fiir die Verschiebungsarbeit gilt

W |Fs||s| falls Fs unds gleichgerichtet,
| — |Fslls| falls Fs und s entgegengesetzt gerichtet.

Ist0 < a< g, so gilt |Fs| = |F| cos undfdrg <a<mist|Fs| = |F|cos(m—a) =
—|F| cos a.

Auferdem ist W = |F||s| fir a« =0 und W = —|F||s| fir a = .

Somit gilt W = |F||s|cosa = (F,s) fir a € [0,7] A a # g und W =0 fir a = g



2. Das Vektorprodukt (VP)

Definition 1.3 VP zweier Vektoren a und b im Raum heifst ein Vektor v mit folgen-
den Figenschaften:

1. |v| = |a||b| sina, mit « = Z(a,b), 0<a<m,
2. v.laundv L Db,

3. a, b, v bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem, falls |v| # 0.
Bezeichnung: v=axb

Der Betrag des VP |v| = |a x b| gibt den Flacheninhalt des von den Vektoren a und

b aufgespannten Parallelogramms B an, denn P(B) = g-h = |a x b| mit ¢ = |a| und
h = |b|sin a.

Eigenschaften des VP

und sind jeweils wieder Vektoren. I.Allg. gilt aber die Gleichheit nicht.

(8) Fiir die VP dreier aufeinander senkrecht stehender und ein Rechtssystem bildender
Einheitsvektoren i, j, k gilt:

ixi = jxj = kxk=06,
ixj = —jxi = k,
jxk = -kxj = i
kxi = —-ixk = j.

Daraus folgt fiir das VP zweier beliebiger Vektoren in Koordinatenschreibweise:

axb = (a1i+a2j+a3k)><(b1i+b2j—|—b3k)
= (QQ b3 — as bz) i + (a3 b1 — a1 bg)j + (a1 bg — Q9 bl) k.

Beispiel 1.2 FEin starrer Korper K sei um eine feste Achse z drehbar, im Punkt P dieses
Korpers greife eine Kraft F an. Ferner sei a ein Vektor mit dem Anfangspunkt in O und
dem Endpunkt P, d.h., |a| ist der Abstand des Angriffspunktes von der Drehachse. Zu
bestimmen ist das Drehmoment M. Wir unterscheiden zwei Fille:



(1) FLla: M= |a]|F|.

(2) F und a bilden einen Winkel o # z, d.h. es wird nur die zu a orthogonale Kompo-

nente Fy, von F beziiglich des Vektors a wirksam:
M = |a||Fy| = |a] |F| sin .
Somit ist M = |a x F|. Speziell gilt M =0 fiir a = 0.

3. Das Spatprodukt (SP)

Definition 1.4 SP der Vektoren v =a x b und c heifit das SK dieser Vektoren.
Bezeichnung: (abc) = ((a x b), c)

SeiT=2(v,c), 0<7<m Istv#0O undc+#0, so gilt:

- Fir0<rt< g bilden a, b, ¢ ein Rechtsystem und es ist (abc) > 0.

- Fir g < 71 <7 bilden a, b, ¢ ein Linkssystem und es ist (abc) < 0.

Eigenschaften des SP

1) (abc) =0 <= a, b, c sind komplanar, d.h, sie liegen in einer Ebene.

2) ((axb),c)=(a,(bxc))=(abc)  Vertauschungsgesetz

{
3) (abc) = (bca)=(cab)  Bei zyklischer Vertauschung kein Vorzeichenwechsel.

(
(
(
(4
(5
(
(
(

(abc) = —(bac) = —(cba) = —(acb)  Vorzeichenwechsel, da VP alternativ.
(Aabc) = A(abc)

6) ([a+b]cd) = (acd)+ (bcd)

)
)
)
)
)
)
7)
)

8) Aus den Formeln des SK und des VP in Koordinatenschreibweise folgt fiir das SP
in Koordinatenschreibweise:

<(a X b), C> = (CLQ b3 — as bQ)Cl + (CL3 bl — ai bg)CQ + (CL1 bg — a9 bl)Cg

= a1b203+agbgcl+G3b1C2—&3b2C1—&1b3C2—&26103.

Beispiel 1.3 Fine Fliissigkeit flieffe mit konstanter Stromungsgeschwindigkeit ¢ durch
eine Parallelogrammfldche, wobei das Parallelogramm von den Vektoren a und b aufge-
spannt wird. Dann ist |v| = |a x b| die Maf$zahl des Flicheninhaltes des Parallelogramms.
Ferner sei 7 der Winkel zwischen v und c. Gesucht ist die Flissigkeitsmenge f, die pro
Zeiteinheit durch die Parallelogrammfliche fliefst. Wir unterscheiden zwei Fille:



(1) a,b,c spannen ein gerades Prisma auf, d.h. =0V 1 = .

Sei =0 (v,c gleichgerichtet). Es ist
f=1vllc|cos0 = |v||c| = (v,c) = (ax b,c) = (abc) > 0.

Sei T =m (v, c entgegengesetzt gerichtet). Es ist
f=1vl|c|cosm = —|v]|c| = (v,c) = (ax b,c) = (abc) < 0.
(2) a,b,c spannen ein schiefes Prisma auf, d.h. 0 < 7 < mw. Dann ist nur die zur
Parallelogrammfliche orthogonale Komponente c,, von ¢ zu beriicksichtigen.

Sei 0 <7< g Es ist, da v und cy gleichgerichtet
f =|vllea|l = |v||c| cosT = (v,c) = (abc) > 0.
Sei g < T <. FEsist, da v und c,, entgegengesetzt gerichtet
f=—|vllea] = —|v||c| cos(m — 7) = —|v]|c|(—cosT) = (v,c) = (abc) < 0.

Fiir das Volumen V' des geraden bzw. schiefen Prismas erhdlt man V = |f| = |[(abc)|.
Speziell gilt f = (abc) = 0 fir 7 = g Ist ¢ ein beliebiger Vektor, so spricht man
allgemein vom Vektorfluss (abc) des Vektors ¢ durch die von a und b aufgespannte
Parallelogrammfliche in Richtung von c. Bedeutet speziell ¢ eine Kraft oder die elektrische

bzw. magnetische Feldstirke, so ist durch das SP (abc) der Kraft- bzw. Feldfluss in
Richtung von ¢ durch die von a und b aufgespannte Parallelogrammfliche gegeben.

1.2 Geraden in der Ebene und im Raum
1.2.1 Geradengleichungen (GG)

Wir betrachten ein Koordinatensystem im Raum mit den Achsen z,y und z. Eine Gerade
g ist eindeutig bestimmt durch einen ihrer Punkte P, = (x1, 4, 2z1) und ihre Richtung
(gegeben durch w # O) oder durch zwei ihrer Punkte P, = (x1, 41, 21), Py = (22, Y2, 29). In
unsere weiteren Betrachtungen schlieffen wir den Fall der Geraden in einer Ebene sofort
mit ein, indem die dritte Koordinate der Punkte und Vektoren jeweils gleich 0 gesetzt
wird.

1. Parametergleichungen in Vektor- und Koordinatendarstellung

Fiir den Ortsvektor r eines beliebigen Punktes P gelten die Beziehungen:

r = r+w (A € R) Punktrichtungsgleichung (PRG), (1.1)
r = r;+u(ro—r;) (peR) Zweipunktgleichung (ZPG). (1.2)

Die Koordinatendarstellung der Gleichungen (1.1) und (1.2) mit

w1 X ZT;
w=| wy |, r=| vy |, r,=| v (1=1,2)
W3 z Zi



lautet

T T w1

Yy = n + A w2 ’ (]‘3)
z 21 ws

T T To — Xq

y | = | wm | +ul v2-un ). (1.4)
z 21 Z9 — 21

. Parameterfreie Darstellungen

Aus (1.1) bzw. (1.2) erhdlt man eine parameterfreie Darstellung, indem man (1.1)
vektoriell mit w bzw. (1.2) vektoriell mit s = (ry — r;) multipliziert:

rXw=r; Xw+Awxw) = (r—ry) xw=0, (1.5)
rxs=r; xs+pusxs) = (r—r;) xs=0. (1.6)

Die Gleichung (1.5) heifit im Raum auch Pliickersche Form der GG. Die Koor-
dinatenschreibweise von (1.5) bzw. (1.6) erhélt man in der Form:

(—y)ws = (z—2z)w
(z—z)w = (r—x1)ws (1.7)

(z—z)ws = (y—uy1)wi,

—y)(2—2n) = (z—2) @ -y
(z—21) (o —21) = (v —21) (22— 21) (1.8)
(—21)(r =) = (y—y) (22— 1)

Falls alle Koordinaten der Vektoren w bzw. ro — r; verschieden von Null sind,
kann man (1.7) bzw. (1.8) in der symmetrischen oder kanonischen Form der
GG schreiben:

r—I Yy—U 2=z

- - , (1.9)

wq W w3

$—$1:y—y122—21 (11())
T2 — X1 Y2 — U1 22— 2

. Weitere Formen der Geradengleichung in der Ebene

Die Gleichungen (1.9) und (1.10) besitzen in der Ebene auch folgende Formen:

w
y = pt () (PRG), (1.11)
1
y = p+ 2" 0@ 2)  (ZPG). (1.12)
To — X1

Aus (1.12) erhdlt man mit P, = (a,0) und P, = (0,b) die Achsenabschnittsglei-
chung:

T
—+>-=1 1.1
L (113)



Ferner liefert (1.11) mit m = 22 nd by = y1 — mx, die Normalform der Gera-
Wy
dengleichung:

y=mx+ b (1.14)

und (1.12) mit A = yo — y1, B = 21 — 29, D = y129 — 71y, die allgemeine Form
der Geradengleichung:
Az+By+D=0. (1.15)

Dabei wird A? + B? > ( vorausgesetzt.

1.2.2 Lagebeziehungen zwischen zwei Geraden

Zwischen zwei Geraden im Raum
g1:r =11+ Wy g2 i T =T+ IWo ApeR
koénnen folgende Lagerelationen bestehen:
1. Die Geraden sind windschief, sie liegen also nicht in einer Ebene.
2. Die Geraden schneiden sich in genau einem Punkt.
3. Die Geraden sind parallel, aber nicht identisch.
4. Die Geraden sind identisch.
Offensichtlich treten in der Ebene nur die Lagebeziechungen 2. bis 4. auf.
Theorem 1.1 FEs gilt:
(1) g1, 92 windschief <= (W1 ws (ro —r1)) = (Wy X Wo, 1y — 1) # 0.
g1, g2 liegen in einer Ebene <= (w1 wy (ra — 1)) = 0.
(2) 91,92 schneiden sich <= (w1 Wy (ra —r1)) =0 A W; X Wy # O.
(3) g1, 92 parallel <= (w1 Wy (ro—r1)) = 0AW; XWe = OA(ra—11) XW; # 0O (1 =1,2).

(4) g1, g2 identisch <— (W1 Wy (I‘Q—rl)) = 0AW| XWy = @/\(I’Q—I'l)XWZ‘ =0 (Z = 1, 2)

1.2.3 Anwendungen der GG

1° Bestimmung des Schnittpunktes S zweier Geraden ¢g; und gs:
Fiir den Ortsvektor rg von S gilt:
rs =r] + AgWi =TIy + [1gWo.
Fiir die zwei zu S = (zg, ys, zs) gehorenden Parameterwerte Ag und pg ergibt sich
im Raum ein System von drei, in der Ebene von zwei Gleichungen.
Besitzt es keine Losung, so sind gy, go windschief, falls w; x wy # O.
Besitzt es keine Losung, so sind gy, go parallel, falls w; x wy = O.
Besitzt es unendlich viele Losungen, so sind ¢, g2 identisch.

Besitzt es genau eine Losung, so schneiden sich gy, go in einem Punkt.
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Beispiel 1.4

T 4 0 T 0 4
a:l v |l=10]+x]1 gl y|=16|+us 0
z 0 0 z 3 -3
4 4 ps
Esist wixwy = —3i—4k # O, (Wi wa (ra—11)) =0und | As | = 6 |,
0 3— 3 g

also As =6, us =1 und S = (4,6,0).

Abstand d eines Punktes P, ¢ g von einer Geraden g im Raum

Sei ro der Ortsvektor des Punktes Py = (o, %o, 20). Wir betrachten die Pliicker-
sche Form der GG (r — r;) X w’ = © mit einem Einheitsvektor w’ = X‘
w
Diese heifit dann Pliickersche Normalform. Der Abstand d eines Punktes F,
mit dem Ortsvektor ry von der Geraden g ldsst sich mittels der Pliickerschen

Normalform der GG berechnen: Mit 6 = Z(ry — r1, w) erhélt man

d=|rg —r1|siné = |rg — ri||w’|sind = |(rg — 1) x W°| = [(xo —|r1|) . W|. (1.16)
w
Beispiel 1.5
x 4 0
g1 y |=10]+A]1
z 0 0
Es gilt: |[w°| = 1. Sei By = (0,0,0). Dann istd=| —1; x w°| =| — 4k| = 4.

Der Abstand d zweier paralleler bzw. windschiefer Geraden

Theorem 1.2 Sind gy, g2 windschief, so existiert fiir jeden Vektor a mit (w; wya)
# 0 genau eine zu a parallele Gerade gy, die jede der Geraden g, und go unter einem
rechten Winkel schneidet, d.h., es existiert ein gemeinsames Lot von g1 und go. Die
Ortsvektoren r, = r{ +\,;wy und r; = ro+ \;wo der LotfufSpunkte P, und P; erhdlt
man aus dem Gleichungssystem

)\t<W1,W2> - /\5<W17W1> = <1“1 - T2,W1>

)\t<W27W2> - >\3<W17W2> = <I‘1 - 1'27W2>-

Theorem 1.3 FEs gilt:



(1) Sind ¢1, go windschief, so ist ihr kiirzester Abstand

[(w1ws (ro —11))|
’Wl X W2|

d =

(2) Sind g1, go parallel, so ist ihr kiirzester Abstand

—1r1) X Wy |(r2 —r1) X Wy
d— _ w w0 — |(ry —11) 1 _ _ _ « wO|.
‘(rQ rl) Wl‘ |W1| ‘WQ‘ ‘(rQ rl) W2|

Als Spezialfall erhdlt man (1.16), indem man auf einer der beiden Geraden
einen Punkt fiziert.

Beispiel 1.6

x -2 1 x —10 1
gl vy |= 6 | +A| 2 g:| v |= 6 | +p| —3
z 4 3 z 16 —4
Es ist
-8 1
ro — I = 0 Wi X Wy = 7
12 -5

und (Wiwa(ry — 1)) = —68 £ 0, d.h. g1, g2 windschief. Auferdem ist |wy X wo| =
53, also d = 68(5+/3)".

1.3 Ebenen im Raum

1.3.1 Ebenengleichungen (EG)

Eine Ebene F ist eindeutig bestimmt durch einen ihrer Punkte P, und zwei nicht
kollineare Vektoren u und v (mit dem gemeinsamen Anfangspunkt P;) oder durch drei
nicht auf einer Geraden liegenden Punkte P, P,, Py mit P, = (x;,y;,2;) (i = 1,2, 3).

1. Parametergleichungen in Vektor- und Koordinatendarstellung
Fiir den Ortsvektor r eines beliebigen Punktes P € E gelten die Beziehungen:

r = ri+Au+pv (A p € R)Punktrichtungsgleichung (PRG),(1.17)
r = r;+A(rg—ry) + u(rs — r;) Dreipunktgleichung (DPG). (1.18)

Man erhélt mit (1.17), (1.18) Parametergleichungen der Ebene E. Da Py, P, P;
gleichberechtigt sind, gibt es noch zwei dquivalente Darstellungen zu (1.18):

r —= I'2+/\(I‘1—I'2)+M(I'3—I'2),
r = ry+ A(r; —r3) + u(ry —rs).

Setzt man in (1.17) A = A\g (uo), so durchléduft P in E eine Gerade parallel zu v (u).

10



Die Koordinatendarstellung der Gleichungen (1.17) und (1.18) mit

Uq U1 xZ €T;
u = U2 5 vV = V2 3 r= ) ) r, = Y (22172a3)
us V3 z Zi
lautet
x X1 U1 (%1
Y = 1 | +A ue | +p | v |, (1.19)
A 21 us U3
X X1 To — I1 T3 — I
Yy = v | A e || s |- (1.20)
z 21 29 — 21 23— 21

2. Parameterfreie Darstellungen
Aus (1.17) bzw. (1.18) erhélt man eine parameterfreie Darstellung, indem man (1.17)
skalar mit u x v bzw. (1.18) skalar mit (ry —r;) x (r3 — ry) multipliziert:
((r—ryuv) = 0, (1.21)
((r—ry)(rg —ry)(rs—1r1)) = 0. (1.22)

Aus (1.22) erhdlt man mit P, = (a,0,0), P> = (0,b,0) und P; = (0,0,¢) mitabec # 0
die Achsenabschnittsgleichung;:

r—a —a —Qa T 5
y b 0] =2+%+2=1 (1.23)
. 0 c a b ¢

Berchnet man in (1.22) das SP koordinatenweise und setzt die Koeffizienten bei
x,y, z entsprechend gleich A, B, C' sowie das Absolutglied gleich D, so erhélt man
die allgemeine Form der Ebenengleichung

Ar+By+Cz+D=0. (1.24)

Dabei wird A% + B? + C? > ( vorausgesetzt.

1.3.2 Lagebeziehungen zwischen zwei Ebenen im Raum

Zwischen zweil Ebenen im Raum

El:r:rl—l—)\lul—i—ulvl EQII‘ZTQ—'—)\QHQ—'—ILLQVQ )\“/LIER(Z:LQ)

konnen folgende Lagerelationen bestehen:

1. Die Ebenen schneiden sich in genau einer Geraden g.

2. Die Ebenen sind parallel, aber nicht identisch.

3. Die Ebenen sind identisch.

11



Theorem 1.4 FEs gilt:

(1) Ey, Ey schneiden sich <= w := (u; X v1) X (ug X v3) # O
(2) E1, By parallel <= w = O A ((ra —r1)u1vy) # 0A ((rg — r1)ugve) # 0

(3) El, E5 identisch < w = © A ((I‘Q — I'l)ll1V1> = ((1'2 — I'I)UQVQ) = 0.

1.3.3 Anwendungen der EG
1° Ermittlung der Schnittgeraden Sei F, : Ajx + By + Ciz+ D, =0 Es -
A2$+Bzy+CQZ+D2 =0
Falls das lineare Gleichungsystem

A1x+Bly+Clz+D1 =0
A2$+Bgy+CQZ+D2 =0

I6sbar ist, so ist die Losung nicht eindeutig. Die Menge der Losungspunkte liefert
die Schnittgerade der beiden Ebenen.

2° Schnittwinkel o zwischen zwei Ebenen Mit E; : Ajx + Biy+ Ciz+ D; =0
und Eg . AQQT + Bgy -+ CQZ + D2 =0 ist

N A1As + BBy + C1Cy
VA B+ C?\/A2 + B2+ C3

Cos . =

Das negative Vorzeichen liefert den cos des Komplementarwinkels zu 7.

1.4 Gerade und Ebene
1.4.1 Die Hessesche Normalform (HNF)

Definition 1.5 FEin Vektor n, der die Bedingung
(n,r—r) =0 (1.25)

erfillt, wobei r und ry die Ortsvektoren in den Parametergleichungen (1.17) bzw.
(1.1) sind, heifft Stellungs- oder Normalenvektor der Ebene E im Raum bzw. der
Geraden g in der Ebene. Ist die Ebenengleichung in der Form (1.17) gegeben, so erhilt
man einen Normalenvektor zur FEbene in der Form n = u X v. Es gibt immer zwei
Normalenvektoren, die entgegengesetzt gerichtet sind, also —m = v x u. Wir wdhlen
die Richtung so aus, dass n stets vom Koordinatenursprung O zu E bzw. zu g gerichtet
ist. Fiir O € E bzw. O € g wdahlen wir eine der beiden mdoglichen Richtungen.

Da jede Ebene im Raum (jede Gerade in der Ebene) unendlich viele Darstellungen der
Form (1.17) ((1.1)) besitzt, ist eine Normierung durch Einfithrung eines Normalenein-

eitsvektors n” = — sinnvoll. Dieser erfiillt ebenfalls die Gleichung (1.25).
hei k 0 ] i 1l. Di fiillt ebenfalls die Gleichung (1.25)
n

12



Definition 1.6 Die Gleichung

M’ r—r)=0 (1.26)
heifft Hessesche Normalform (HNF) einer Ebene im Raum (einer Geraden in der
Ebene).

Fiir eine Gerade im Raum existiert keine HNF, da unendlich viele Vektoren orthogonal
zu ihr sind.

Eine Koordinatendarstellung der HNF findet man mit Hilfe von (1.24) ((1.15)). Wé&hlt
man nadmlich n = Ai+ Bj+ Ck im Raum bzw. n = Ai+ Bj in der Ebene, so erhélt man
(n,r) = Az + By + Cz im Raum bzw. (n,r) = Ax + By in der Ebene. Wir setzen
(n,r) = —D. Mit |n| = VA2 + B? + C? im Raum bzw. |n| = vV A% + B? in der Ebene
ergibt sich eine normierte Koordinatendarstellung von (1.26)
Ar+By+Cz+D (A:L'—l—By—i-D_ )
A2+ B? + C? VA? + B?
fiir eine Ebene im Raum (eine Gerade in der Ebene). Die jeweils entgegengesetzten
Normalenvektoren sind —n = —Ai — Bj — Ck im Raum und —n = —Ai — Bj in der

(1.27)

Ebene. Mit der Bezeichnung |2 = —p ergibt sich aus (1.27) noch folgende Darstellung
der HNF: "

n°r)—p=0. (1.28)
Fiir jeden Punkt P € E (P € g) mit dem Ortsvektor r gilt 0 < /(n’ r) <
(n° r) = p > 0. AuBerdem gilt

, also ist

b | 3

n,r)) =—-D < (n° 1) = =p, also p= (n’,r;) = |r{|cosa.

n]

Somit gibt die nichtnegative Zahl p den Abstand des Koordinatenursprungs O von der
Ebene E (der Geraden g) an.

1.4.2 Lagebeziehungen zwischen Gerade und Ebene

Zwischen einer Ebene und einer Geraden im Raum
E:mr)—p=0 g:r=r;+\w AeR
konnen folgende Lagerelationen bestehen:
1. g und F schneiden sich in einem Punkt S, dem Durchsto3punkt.
2. g parallel zu E, aber nicht in F enthalten.

3. g ist in E enthalten.
Theorem 1.5 FEs gilt:

(1) g schneidet E <= (n°,w) # 0. Sei d der Abstand der Geraden von der Ebene.
Dann ist d = 0.

(2) g parallel E <= (n°, w) =0A (n° ry) # p. Dann ist d = [(n°,r;) — p| > 0.
(3) g ist in E enthalten <= (n°, w) = 0A (n°,r;) = p. Dann ist d = 0.

13



1.4.3 Anwendungen der EG und GG

10

20

30

Abstand d eines Punktes von einer Ebene im Raum (einer Geraden in
der Ebene)

Sei ry der Ortsvektors eines Punktes Py = (o, yo, 20) im Raum. Dann ist
0 Am0+By0+C’ZO+D
d = [{n”,ro) —p| = e
AQ + B2 + C’Q
der Abstand d des Punktes Py von der Ebene E im Raum. Besitzen (n° ro) — p
und D entgegengesetzte Vorzeichen, so liegen die Punkte Py und der Koordinatenur-
sprung O auf verschiedenen Seiten von E. Sind die Vorzeichen von (n° ro) — p und

D gleich, so liegen Py und O auf derselben Seite von E. Ist (n° ry) —p = 0, so liegt
Pyin E.

Sei ro der Ortsvektors eines Punktes Py = (xg,yo) in der Ebene. Dann ist
d= [ ) ] = [F0 20D
VAL
der Abstand d des Punktes Py von der Geraden g in der Ebene. Die obigen Uber-
legungen lassen sich iibertragen.

(1.29)

(1.30)

Beispiel 1.7 Bestimmen Sie den Abstand des Punktes Py = (6,6,6) von der Ebene
mit der Gleichung 2x +y + 2z — 9 = 0.

: 2, 1, 2 . . D .
Mit n® = §1+§J+§k, ro = 6i+6j+ 6k und p = Tl = 3 erhdlt man
(n% 1) —p=7>0. Wegen D = —9 liegen Py und O auf verschiedenen Seiten von
E. Fiir den Abstand erhdlt man d = |(n" ry) — p| = 7.

Berechnung des Ortsvektors des Durchstof3punktes S
Seig:r=r;+Aw  E:(n’r)—p=0.

Einsetzen von rg = r; + Agw in die Ebenengleichung liefert

p— (0’ 1) p—(n°r)

0 _ _ _
(n”, (r1 + A\gw)) = p = g = 0 w) —rg=r+ 0, w)

Berechnung des Schnittwinkels zwischen Gerade und Ebene

Definition 1.7 Schnittwinkel o mit 0 < o < T zwischen der Geraden g und der
Ebene E heifit der Winkel zwischen g und threr Projektion g auf E.

Seig:r=r;+Awund F: (n’,r) —p=0.

w .
Setzen w® = — . Dann ist

[wl

sina = |(°, w?)] = (W]
[nf|w|

Beispiel 1.8 Bestimmen Sie den Schnittwinkel zwischen der Geraden g : r = r; +
AW mitry = —12j+4k und w = 2i+3j+6k und der Ebene 6x+15y—10z+31 = 0.

Mit n = 6i + 15j — 10k, (n,w) = =3, |(n,w)| =3, |n| =19 und |w| =7

erhdlt man sina = — o = 1.29°.
133
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2 Lineare Algebra

2.1 Vektorriaume

Definition 2.1 (Vektorraum, Unterraum, lineare Mannigfaltigkeit)

1. Eine Menge L von Elementen beliebiger Natur, in der eine Addition (4) und eine
Multiplikation mit einer reellen (komplexen) Zahl (+) erklirt ist, so dass gilt:
fiir beliebige zwei x,y € L. — x+y €L,
fiir jedes x € L und jedesa € R (¢ € C) = «a-x€ L,
heifit reeller linearer Raum (komplexer linearer Raum) oder Vektorraum
V = [L,+,], wenn folgende Figenschaften erfillt sind:
1. Gesetze beziiglich der Addition
1° Firalle x,y € L qilt: x+y =y + x.
2° Firalle x,y,z€ L gilt: x+ (y +2z) = (x+y) + 2.

3° Esexistiert genau ein beziiglich der Addition neutrales Element O,
so dass fir alle x € L gilt: x+© = x. Das Element © heifit Nullvektor.

4° Zu jedem x € L existiert ein beziiglich der Addition inverses Ele-
ment (—x) € L, so dass x + (—x) = © gilt. Das Element (—x) heif§t der
zu x entgegengesetzte Vektor.

II. Gesetze beziiglich der Multiplikation mit einer reellen Zahl
1° Fir alle x € L und alle o, 8 € R (a, 5 € C) gilt: a(fx) = (af)x.
2° Firallex e L gilt: 1x = x.

III. Distributivgesetze: Fir alle x,y € L und alle o, 5 € R («, 5 € C) gilt:
1° (a4 B)x =ax+ Ox
2° a(x+y)=ax+ay

2. Eine Teilmenge U eines Vektorraumes V' heifst Unterraum von V', falls gilt:

fiir beliebige zwei x,y e U — x+yeU,
fir jedes x € U und jedesa € R (¢ € C) — a-x€U.

3. Eine Teilmenge W C V' heift lineare Mannigfaltigkeit in V', wenn ein Element
xo € V und ein Unterraum U von V' ezistieren, so dass gilt:

W=U+xy={w|w=u+xp,uec U}
Beispiel 2.1 (Vektorriaume)

(1) Die Menge Cla,b] aller im Intervall [a,b] stetigen Funktionen mit den Operatio-
nen
(f+9)(@) = fx) +g9(x), (af)(@):=af(z), acR
ist ein Vektorraum, den wir mit [Cla,b], +, | bezeichnen. Die Menge C*'[a,b] aller
im Intervall [a,b] einmal stetig differenzierbaren Funktionen, d.h. aller in
la, b] differenzierbaren Funktionen, deren Ableitungen auflerdem in [a, b] stetig
sind, ist ein Unterraum [C'[a,b], +, -] des Vektorraumes [C|a,b],+,].
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(2) Sei R™ die Menge aller geordneten n-Tupel

T
T
X =
T
reeller Zahlen xq, x5, ...,z, mit den Operationen
31 (I T+ Ty QT
T2 Y2 | qer | T2+ Y2 L2 | def | *T2
+ T = . a =

Dann ist [R", +, ] ein Vektorraum. Se: R” die Menge aller geordneten n-Tupel

0
- T2
X =
Tn
reeller Zahlen 0,1z, ..., x,. Mit den obigen Operationen ist [R",+,] ein Unter-

raum des Vektorraumes [R", +,-].

Speziell erhilt man fiir n = 1 den Vektorraum [R!, +, ] (dabei ist R! = R) aller reellen
Zahlen, fiir n = 2 den Vektorraum [R? +,:| aller geordneten Paare reeller Zahlen
und fiir n = 3 den Vektorraum [R?, +, | aller geordneten Tripel reeller Zahlen.

Geraden (Ebenen) durch den Koordinatenursprung O sind Unterrdume. Geraden (Ebe-
nen), die nicht durch O hindurchgehen, sind lineare Mannigfaltigkeiten. Jedes ge-
ordneten Paar reeller Zahlen kann man als Koordinatenschreibweise eines Vektors
beziiglich eines festen Koordinatensystems auffassen, was die Bezeichnung Vektorraum
erklart. Analoges gilt fiir n > 3. Wir verwenden im Weiteren anstelle der Bezeichnung
[R™, +, ] die Kurzbezeichnung R", da die Operationen im R" bekannt sind.

Definition 2.2 Ist S eine nichtleere Menge von Elementen eines Vektorraumes V),
so heifit jeder Ausdruck der Gestalt rix' + rox? + ... + rx! mit r1,79,...,71 € R und
x!,x2,...,x! € S eine Linearkombination von S.

Definition 2.3 Die Vektoren x!,x2,...,x* (x! € V V i) heiffen linear unabhiingig,
wenn es fiir die Gleichung rix' +1ox? + ... +1:x" = © nur die triviale Losung r = 1y =
... =1t =0 gibt, anderenfalls heiffen sie linear abhingig.

Beispiel 2.2 (lineare Unabhingigkeit, lineare Abhingigkeit)

(1) Die Funktionen

2 fir x<0 [0 fir x<0
f(“”)_{o fir x>0 " g(x)_{xQ fir >0
sind linear unabhingig in [C[—1, 1], +, | und linear abhéngig in [C[—1,0],+, ]
bzw. [C[0, 1], +, -]
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(2) Die Vektoren i= ( (1) > ,Jj= ( (1) ) sind linear unabhingig in R?.

(3) Die Vektoren x' = ( ; ) , X2 = ( _g ) sind linear abhingig in R2.

Definition 2.4 (Dimension, Basis)

1. Die maximale Anzahl m linear unabhéngiger Vektoren eines Vektorraumes
V' heifit Dimension von V. Besitzt V' die Dimension m, so nennt man V m-
dimensional und schreibt dim V = m.

2. Je m linear unabhingige Flemente x',x2,...,x™ eines m-dimensionalen Vek-
torraumes V' nennt man eine Basis von V.

Lemma 2.1 Bilden die Vektoren x' x?,...,x" eine Basis des Vektorraumes R",

so ldsst sich jeder Vektor x € R" in eindeutiger Weise als Linearkombination
der Basisvektoren darstellen, d.h., es existieren Zahlen ry,rs,...,7,, die eindeutig

n
bestimmt sind und fir die gilt x =Y r; x".
i=1

Beispiel 2.3 (Dimension, Basis)

(1) In [C|0,1],+,] ist jedes System von Potenzfunktionen
fi(ty=t"  (i=0,1,...,p, p €N belichig)

ein System linear unabhingiger Vektoren. FEs existiert also keine mazximale An-
zahl linear unabhéngiger Vektoren, d.h. dim [C|0, 1], +, | = occ.

(2) Die Vektoren {i,j} aus Beispiel 2.2 (2) bilden die sogenannte kanonische Basis
in R?, wihrend die Vektoren {x',x?} aus Beispiel 2.2 (3) in diesen Raum keine

Basis bilden. Es gibt in jedem Vektorraum unendlich viele Basen, eine andere
wire z.B. {i,x'}. Es gilt: dim V = dim R? = 2.

2.2 Matrizen und Determinanten
2.2.1 Begriff der Matrix
Definition 2.5 (Rechteckmatrizen und quadratische Matrizen)
1. Ein System von m-n Zahlen a;., die in einem rechteckigen Schema, bestehend aus m

Zeilen und n Spalten, angeordnet sind, heifft (m,n)-Matrix A oder Matrix vom
Typ (m,n). Die Zahlen a;, heiffen Elemente der Matrix A.

Bezeichnungen: A = (a;) (i=1,...,m; k=1,...,n)

a1x a2 Q1n
A — 21 A22 Q2
Am1  Am2 Amn
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2. Ist m = n, so heifit A quadratische Matrix der Ordnung n.
3. Ist ay, € R (ay € C), so heifft A reellwertige (komplezwertige) Matrix.

4. Zwei (m,n)-Matrizen A und B heifien gleich, wenn die einander entsprechenden
FElemente gleich sind, d.h. A=B <= ag=0bx (i=1,....mk=1,...,n).

5. Fine Matrix vom Typ (1,n) ((m,1)), die nur aus einer Zeile (Spalte) besteht,
heifit Zeilenvektor (Spaltenvektor).

Bezeichnungen: a; ;= (ap aip ... ay) - i-ter Zeilenvektor,
A1k
& A2k
a” = . - k-ter Spaltenvektor.
Amk

6. Die Elemente a;;, die in der Diagonale einer quadratischen Matrix von links oben
nach rechts unten stehen, heiffen Hauptdiagonalelemente, die Elemente a;,—;+1,
die in der Diagonale von rechts oben nach links unten stehen, heiffen Nebendia-
gonalelemente. Auch bei Matrizen vom Typ (m,n) nennt man die Elemente
a; (i =1,...,min(m,n)) Hauptdiagonalelemente.

Im Weiteren betrachten wir nur reellwertige Matrizen. Eine Matrix A l&sst sich als
eine Spalte von Zeilenvektoren (Zeile von Spaltenvektoren) darstellen:

aj

Beispiel 2.4 A:(g _(1) _Z) aj=(06 —13) ay;=(20 —4)

(8) () ()

Definition 2.6 (Nullmatrix, transponierte Matrix)

1. Eine Matrix vom Typ (m,n), deren Elemente simtlich Null sind, heifit (m,n)-
Nullmatrix O.

2. Transponierte AT ciner Matrix A vom Typ (m,n) heifit die Matrix vom Typ
(n,m), die aus A durch Vertauschen der Zeilen und Spalten hervorgeht:

aijpr a21 ... Ami
AT — Q12 G2 ... Gm2
Q1p  A2n Qmn

Speziell entsteht AT bei einer quadratischen Matrix durch Spiegelung an der Haupt-
diagonalen.
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Definition 2.7 FEine quadratische Matrix (a;;) der Ordnung n heifst

1. obere (untere) Dreiecksmatrix, wenn a;, = 0 fir alle i > k (i < k),
2. Diagonalmatrix, wenn a;, = 0 fiir alle i # k,
3. Einheitsmatrix, wenn a;; = ;. gilt. Dabei bezeichnet 6;, das Kroneckersymbol

S — 0 firi#k
* 71 fir i =k

Beispiel 2.5 (Transponierte)

(1) (AT)T = A, El = E,, D! = D,, wenn E, (D,) die Einheitsmatrix

(Diagonalmatrix) der Ordnung n ist.

3 4 1
(2)Az<310)AT: 12| B=[ -2
7

2 3
6 4 | BT =
125 0 5 0 2

w N =
= O N
N O

2.2.2 Rechenoperationen mit Matrizen

Definition 2.8 (Summe, Produkt mit einer reellen Zahl, Produkt zweier Ma-
trizen)

1. Summe A + B zweier (m,n)-Matrizen A = (a;;) und B = (bjx) heifst die (m,n)-
Matriz C = (ci) mit den Elementen ¢y, = aj + by, (i=1,...,m; k=1,...,n).

2. Produkt aA der (m,n)-Matrix A = (a;) mit der Zahl o € R heifit die (m,n)-
Matrix mit den Elementen aay, (i=1,...,m;k=1,...,n).

3. Produkt A - B der (m,n)-Matrix A mit der (n,p) Matriz B heifst die (m,p)-
Matrix C = (¢y), fir die gilt:

cil:Zaikbkl (t=1,....m;1l=1,...,p).
k=1

Unter Verwendung der Begriffe Zeilen- und Spaltenvektor erhdlt man das FEle-
ment c;; als das Skalarprodukt des transponierten Zeilenvektors al mit dem
Spaltenvektor b' d.h. ¢y = (al, b!) und

(a bY) (af.b?) .. (al.b¥)
aop_ | @b @Ib) L (al )
(al.bl) (al,b?) ... (al, 1)

Zur praktischen Ausfithrung der Matrixmultiplikation und Kontrolle der Rechnungen
ist das Falksche Schema mit Spalten- bzw. Zeilensummenprobe niitzlich:

B > z(B)
A A-B |>,(A B
> s(A) | Xos(A-B)
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Spaltensummenprobe: Man bildet die Spaltensummen ) ¢(A) der Matrix A. Die
entstehende zusétzliche Zeile wird mit B multipliziert und liefert in der Produktmatrix
ebenfalls eine zusétzliche Zeile, deren Elemente bei fehlerloser Rechnung mit den Spal-
tensummen der Produktmatrix ) 4(A - B) zusammmenfallen. (Zeilensummenprobe
analog: Bildung der Zeilensummen ) ,(B), A wird mit zusétzlicher Spalte multipliziert).

Die Matrixmultiplikation ist nur ausfithrbar, wenn die Spaltenanzahl von A mit der

Zeilenanzahl von B iibereinstimmt.

Beispiel 2.6 (Operationen mit Matrizen)
-1 4 5 3 01 —15 12 11
(J)A:< 326>B:<011>C:3A_4B:( 9 214)

1 -1 1 -1
(Q)A:(_?éi))B: 19 A-B:(_iéi’)- 4 2 =
10 10

E,, B - E; = B existiert und ist eine (3,2)-Matrix, E, - B existiert jedoch nicht.
Es gilt aber fir jede (m,n)-Matrix A: A-E, =A E, -A=A.

a-(3 ) me(h ) am () mas ()

Die Matrixmultiplikation ist also i. Allg. nicht kommutativ.

1 2 4 —10 0 0
wa-( ) 2=(2 ) 2m=(00)
Aus A - B = O folgt also nicht notwendig A = O oder B = O.

(5) In einem Betrieb werden aus den Rohstoffen Ry, Rs, Rs, Ry finf Zwischenprodukte
2y, Loy, L3, Zy, Zs hergestellt. Aus den Zwischenprodukten werden schliefslich drei
Endprodukte Ey, Es5, E3 gefertigt. In den folgenden Tabellen sind die Rohstoff- bzw.
Zwischenproduktverbrauchsnormen zur Produktion von Z; bzw. E; angegeben.

7y Zo Zs Zi Zs by By By
Zi 11 11
RO 1 1 1 2
Zol 1 2 0
Ryl 5 0 1 2 1
Zs|l 0 1 1
Ryl 1 1 1 1 0
R,JO 2 0 1 0 Zy| 411
Zs13 1 1

Gozintograph der Verflechtungsbilanz

Wieviele Einheiten von Ry, Ro, R3, Ry sind bereitzustellen, wenn im Betrieb 100
Einheiten von Ey, 200 Einheiten von Es und 300 Finheiten von Es hergestellt werden
sollen? (R; = 3500, Ry, = 6100, R3 = 2500, R, = 1900)
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Theorem 2.1 Die Menge La aller (m,n)-Matrizen mit den in Definition 2.8 1.und 2.
eingefiihrten Operationen der Matrixaddition (+) sowie der Multiplikation () einer
Matrix mit einer reellen Zahl ist ein Vektorraum [La, +, .

Lemma 2.2 (Eigenschaften der Matrixmultiplikation (falls diese ausfiihrbar ist)

(1) A-(B-C)=(A-B)-C Assoziativitit
(2)A-(B+C)=A-B+A-C (A+B)-C=A-C+B-C Distibutivitit

(3) Seien A eine (m,n)-Matrix und O eine Nullmatrix vom entsprechenden Typ.
Dann erhdlt man bei Multiplikation mit einer (n, q)-Nullmatrix von rechts A-O =
O cine (m, q)-Nullmatrix und bei Multiplikation mit einer (p, m)-Nullmatrix von
links O - A = O eine (p,n)-Nullmatrix.

(4) (A+B)T = AT + B
(5) (@A)l =aAT a€eR
(6) (A-B)T = BT . A7

2.2.3 Die Determinante einer quadratischen Matrix

Definition 2.9 Sei A = (a;;) eine quadratische Matrix der Ordnung n. Determi-
nante n-ter Ordnung von A, bezeichnet als

a1 a2 ... QAip
ag91 A92 ... A3

det A oder "
Ap1  QAp2 Qpn

heifst eine Zahl, die der Matrix A wie folgt zugeordnet wird:

1. Firn =1 setzen wir det A = aq;.

2. Fiirn = 2 lautet die Berechnungsvorschrift: Produkt der Elemente der Hauptdiago-
nale minus Produkt der Elemente der Nebendiagonale. Man spricht von Zeilen, Spal-
ten, Haupt-und Nebendiagonale einer Determinante und versteht darunter Zeilen,
Spalten, Haupt-und Nebendiagonale der zugehorigen Matrix.

aix a2
a21 A2

det A =

= (11022 — Q12021

3. Fiirn = 3 wird die Determinante nach der Regel von Sarrus berechnet.

@11 a2 13
det A = A21 Q929 Q923 | =
a31 Q32 a3z

11022033 + Q12023031 + Q13021032
—Q13022031 — Q11023032 — (A12021033.

4. Fiirn > 4 wird die Determinante mit Hilfe eines Entwicklungssatzes berechnet.
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Beispiel 2.7 (Darstellung des VP und SP in Determinantenform)

i ok a az a
axb=|a a asz|, (abc)=| by by b3
bl bQ bg Ci1 C2 C3

Fine Determinante, bei der eine Zeile (Spalte) aus Vektoren besteht, nennt man auch
Vektordeterminante.

Definition 2.10 (Unterdeterminante, Adjunkte)

1. Die durch Streichung der i-ten Zeile und der k-ten Spalte aus einer Determinante
n-ter Ordnung entstehende Determinante (n - 1)-ter Ordnung heifst Unter-
determinante D;;, des Elementes ayy,.

2. Die vorzeichenbehaftete Unterdeterminante A;, = (—1)"*Dy;. heifit Adjunkte
oder algebraisches Komplement des Elementes a;,.

Theorem 2.2 (Entwicklungssatz) Eine Determinante n-ter Ordnung lisst sich nach
den Elementen jeder Zeile sowie jeder Spalte entwickeln, wobei sich ihr Wert nicht dndert:

n

det A = Z ag Ay 1 €{1,...,n} Entwicklung nach der i-ten Zeile,

k=1
n

det A = Z ag Ay, k€{1,...,n} Entwicklung nach der k-ten Spalte.

=1

Lemma 2.3 Es seien A, B quadratische Matrizen der Ordnung n mit den Deter-
minanten det A, det B.

(1) det A = det AT
(2) Vertauscht man in A zwei Zeilen (Spalten), so dndert sich in det A das Vorzeichen.

(8) Die Zeilen (Spalten) von A sind linear abhingig gdw det A = 0, speziell, wenn
A zwei proportionale Zeilen (Spalten) oder eine Nullzeile (Nullspalte) enthdlt, so ist
det A = 0.

(4) Addiert man zu einer Zeile (Spalte) von A Vielfache der entsprechenden Elemente
einer anderen Zeile (Spalte), so dandert sich der Wert der Determinante nicht.

(5) Multipliziert man die Elemente einer Zeile (Spalte) von A mit einem Faktor o € R,
so wird det A mit o multipliziert. Man beachte den Unterschied zu Matrizen.

(6) det A-B =det A - det B und det A - B = det B - A. Die letzte Gleichung gilt auch
wenn A -B # B - A ist.

(7) Ist A eine Diagonalmatrix bzw. eine obere oder untere Dreiecksmatrix, so
gilt: det A = aqqa99 . .. ayny,. Man erhdlt das Produkt der Elemente der Hauptdiago-

nalen.
1 3 2 1 1 3 2 1
. 1 -1 -2 3 0 2 0 4
Beispiel 2.8 det A = 9 4 1 5|/=l0 10 5 7 = 102.
3 -2 3 -1 0 —-11 -3 —4
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2.2.4 Der Rang einer Matrix

Bekanntlich ldsst sich jede (m,n)-Matrix A durch eine Zeile von Spaltenvektoren
A = (a'a® ... a") darstellen.

Definition 2.11 Der Rang r(A) einer (m,n)-Matriz A ist gleich der Mazimalzahl der
linear unabhingigen Spaltenvektoren.

Theorem 2.3 FEs gilt:

(1) r(A) = r(AT) Also ist der Rang r(A) auch gleich der Mazimalzahl der linear
unabhingigen Zeilenvektoren der Matrix A.

(2) r(A) < min(m,n)

(8) der Rang einer Matrix A dndert sich nicht nach Ausfiihrung folgender elementarer
Umformungen:

- Vertauschen von zwei Zeilen (Spalten) von A,

Multiplikation einer Zeile (Spalte) von A mit einer Zahl A # 0,

Addition des Vielfachen einer Zeile von A zu einer anderen Zeile von A,

Addition des Vielfachen einer Spalte von A zu einer anderen Spalte von A.

Berechnung des Ranges:

Die Ausgangsmatrix

a a2 a1s A1(s+1) Q1n
as1 22 A2 A2(s+1) Qon
A= ayq Qg2 T As(s+1) c. Qg
A(s+1)1  A(s4+1)2 A(s+1)s  O(s4+1)(s+1) A(s+1)n
Am1 Am2 cee Qs Am(s+1) <o Qmp

bll b12 bls bl(s+1) bln
0 by ... bay bapr ... ba
0 0 bss bs(s—l—l) bsn
0 O .0 0 0
0 O .0 0 0

gebracht, wobei b; # 0 (i = 1,...,s) gilt, d.h. alle Elemente unterhalb der Hauptdia-
gonalen und alle Elemente der (s + 1)-ten bis zur m-ten Zeile verschwinden. Fiir jede
von der Nullmatrix verschiedene Matrix ist dies moglich. Dann ist 7(A) = s.

Speziell entsteht fiir quadratische Matrizen der Ordnung n mit det A # 0 eine obere
Dreiecksmatrix mit von Null verschiedenen Elementen auf der Hauptdiagonale, deren
Rang gleich n ist.
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Beispiel 2.9 (Rangbestimmung) Fiir

3 -1 4 2
A=|11 2 50
3 -8 -7 4

ergibt sich mittels elementarer Umformungen

3 -1 4 2 1 2 5 0
r(A)=r| 1 2 50 )|=r|0 -7 —11 2 | =2
3 -8 =7 4 0 0 0 0

2.2.5 Die inverse Matrix

Definition 2.12 FEuxistiert zu einer quadratischen Matrix A der Ordnung n eine
Matrix A~ mit der Figenschaft

A-A'=A1.A=E,

so nennt man A~' die inverse Matrix von A. Falls A=' existiert, so heifit A inver-
tierbar, falls nicht, heifit A nicht invertierbar.

Wir setzen A~! = X und berechnen A~! aus der Matrixgleichung A - X = E,,.

Beispiel 2.10 Die Lisung der Matrizgleichung A - X = Eq fiihrt bei gegebener Matrix

3 -3
(1)
auf die linearen Gleichungssysteme

3r11 — 3101 = 1 A 312 — 3Ty = 0
—x11 +x21 = 0 —X19 + x99 = 1.

Beide Gleichungssysteme sind nicht lésbar. Folglich ist A nicht invertierbar.
Theorem 2.4 Fine quadratische Matrix A der Ordnung n besitzt genau dann eine

inverse Matrix, wenn det A # 0. In diesem Fualle ist A=' die eindeutige Lisung der
Matrixgleichung A - X = E,,.

Das Gaufi-Jordan-Verfahren zur Berechnung der inversen Matrix Sei A in-
vertierbar. Wie aus Beispiel 2.10 ersichtlich, fithrt die Losung der Matrixgleichung
A - X = E,, auf lineare Gleichungssysteme, die wir gleichzeitig l6sen. Dazu wird ein An-
fangstableau der Form mittels elementarer Umformungen auf ein Endtableau

der Form gebracht, aus dem man A~! ablesen kann.

Beispiel 2.11 (n = 2)

A:<_2 _2> det A =2+#0
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A E,; | Umformungen
1
2 =21 0]I- 3 — 1
Anfangstableau 3
-3 410 1]|I- 5 +1I—2
1
1 -1 3 O[II4+I—1
3
0 1]= 1
2
1 021
Endtableau 3
0 1]= 1
2
E, A1

Es ist also A~ = (

DO W po

2.2.6 Spezielle Matrizen
Definition 2.13 Fine quadratische Matrix (a;;) der Ordnung n heifst

1. symmetrisch, wenn A = AT, d.h. a;, = ay; firik=1,...,n,

2. schiefsymmetrisch, wenn A = —AT d.h. ay, = —ay; fir i,k = 1,...,n, d.h.
a; =0 firv,k=1,...,n,

3. orthogonal, wenn A invertierbar und AT = A~

Beispiel 2.12 (symmetrische, schiefsymmetrische, orthogonale Matrizen)

(1) symmetrische Matrix A= ( _3 _Z )

(2) schiefsymmetrische Matrix A= < g _g )

(3) orthogonale Matrix A — ( Cos . —sin @ )
sin o  cos ¢

Theorem 2.5 FEs gilt:

(1) Fiir jede Matrix sind A - AT und AT - A symmetrische Matrizen.

(2) Jede quadratische Matrix ldsst sich in eine Summe aus einer symmetrischen
und einer schiefsymmetrischen Matrix zerlegen: A = 3 (A+AT)+1 (A—AT).
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enn A un orthogonal, so sind auc -B, B-A un ~* orthogonal.
(3) W A und B hog 1 nd hA-B,B-A und A~! hog 1

(4) Fiir orthogonale Matrizen ist det A = +1, die Umkehrung gilt i.Allg. nicht.

2.3 Lineare Gleichungssysteme
2.3.1 Losbarkeit linearer Gleichungssysteme

Definition 2.14 1. Ein Gleichungssystem der Form

a1y + apexe + ...+ ax, = Y1
a21T1 + A929T9 + ...+ Ao Ly = Y2

(2.1)

heifit ein lineares Gleichungssystem aus m Gleichungen mit n Unbekannten
((m,n)-1GS). Dabei ist m > n, m = n oder m < n zulissig. Ferner sind a;, y; €

RGE=1,....,m; k=1,...,n) bekannt und x;, € R (k =1,...,n) unbekannt.

Kurzbezeichnung: > aprr =vy; (1=1,...,m)
k=1

Vektorielle Schreibweise: Ax =y,

wobei A die Koeffizientenmatriz, x der Losungsvektor undy der Vektor der rechten

Seiten des 1GS (2.1) ist:

ayp Qi ... QAip Ty Y

A — g1 Qo2 ... Q9p . T2 . Y2
- ) X = : ) y = .

Am1 Am2 ... Qmp Ty, UYm

2. Fin geordnetes n-Tupel (ci,...,c,) heifit Losung eines (m,n)-1GS, wenn die Er-
setzung der Variablen xy durch ¢ (k = 1,...,n) alle Gleichungen in eine wahre

Aussage tberfihrt. Lisungen sind also Elemente des Vektorraumes R”.

3. Giltin (2.1) y; =0 fir alle i (i =1,...,m), so heifit das (m,n)-1GS homogen.

4. Gilt in (2.1) y; # 0 fir wenigstens ein i (i = 1,...,m), so heifft das (m,n)-1GS

inhomogen.

5. Die stets ezistierende Lisungx = © des Systems Ax = O heif§it die triviale Losung

dieses Systems.

6. Von © wverschiedene Losungen des Systems Ax = © heiffen nichttriviale Losun-

gen dieses Systems.

Sei m = n = 2. Wir betrachten das inhomogene 1GS

a1171 + a12T2 = N
A21T1 + A22T3 = Yo
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zusammen mit dem homogenen 1GS

CL11{L’1—|—CL12132 =0
a1 + agpry = 0.

(2.3)

Durch (2.2) und (2.3) sind jeweils zwei Geraden g; und go in der Ebene festgelegt.
1. Sei (2.2) unlésbar (iiberbestimmtes System), dann sind g; und g, parallel zuein-
ander, wobei g1 # ¢, gilt.
2. Ist (2.2) 16sbar, so gibt es zwei Fille:

(1) (2.2) besitzt genau eine Losung (bestimmtes System), dann besitzen g; und
g2 genau einen Schnittpunkt,

(2) (2.2) besitzt unendlich viele Losungen (unterbestimmtes System), dann
fallen g; und g9 zusammen: g; = ¢go. Die Losungsmenge bildet eine lineare
Mannigfaltigkeit in R2.

3. (2.3) ist stets losbar und es gibt zwei Félle:

(1) (2.3) besitzt nur die triviale Losung, dann schneiden sich g; und gy im Null-
punkt,

(2) (2.3) besitzt unendlich viele nichttriviale Losungen, dann fallen g; und
g» zusammen. Die Losungsmenge bildet einen Unterraum von R2.

Ziel: Untersuchung von 1GS mit m,n € N und m > n, m = n oder m < n.

Im Weiteren betrachten wir das inhomogene 1GS

Ax=y (2.4)
zusammen mit dem zugehorigen homogenen 1GS

Ax=0 (2.5)

und die Koeflizientenmatrix A zusammen mit der erweiterten Koeflizientenmatrix B:

@11 A2 ... Qip apy a2 ... Qip Y1

Q21  A22 a2 a1 A2 a2 2
A — n , B — n y

Am1  Am2 Amn Am1  Am2 Amn Ym

Theorem 2.6 (Inhomogene 1GS)
(1) Ax =y ist losbar <= r(A) = r(B).
(2) r(A) < r(B) <= Ax =y ist unlosbar.
(3) Es gelte r(A) = r(B) (d.h. das 1GS ist 16sbar). Setzen r(A) =r(B) =r.

A x =y besitzt genau eine Losung <= r =n (n Anzahl der Variablen),

A x =y ist nicht eindeutig losbar <= r <n.
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Theorem 2.7 (Homogene 1GS)

(1) Ax = O ist stets losbar, denn r(A) = r(B) ist immer erfiillt.
(2) Setzen r(A) =r(B) =r.
A x = O hat nur die triviale Losung <= r =n (n Anzahl der Variablen),

A x = O hat nichttriviale Losungen <= r <n.

Beispiel 2.13 (Losbarkeit)

(1) Homogenes System (m < n)

2271 + 31’2 + x3 + T4 = 0
- T — X3 + x4
Ty + 2]}2 + 3 + 2%4 =0

I
o

2 311 2 3110
A=| -1 -1 0 1 B=| -1 -1 010
1 21 2 1 2120

r(A) =r(B) =2 = Das homogene System ist 16sbar.
r(A) =r =2 <4 =n=— Das homogene System ist nicht eindeutig losbar.

(2) Inhomogenes System (m > n)

rT — o — T3 = 2
2v1 + x9 + 33 = 4
21’1 — 2[[‘2 — r3 = 1
T — T2 + w3 = 2
1 -1 -1 1 -1 -1 2
2 1 3 2 1 3 4
A= 2 -2 -1 B = 2 =2 -1 1
1 -1 1 1 -1 1 2
1 -1 -1 1 -1 -1 2
0 3 5 0 3 5 0
r(A)=r o o 1|7 3 r(B)=r 0 o0 1 -3 |7 4.
0 0 0 0 0 0 6

r(A) # r(B) = Das inhomogene System ist nicht 16sbar.

2.3.2 Losungsstruktur 1GS

Sei A eine (m,n)-Matrix mit r(A) = r und r < n. Gesucht sind alle Losungen des
1GS (2.5) bzw. des l6sbaren 1GS (2.4), d.h. gesucht ist eine geeignete Darstellung dieser
(unendlichen) Lésungsmenge.

Problem: Kann man stets eine endliche Anzahl linear unabhingiger Lo6sungen
x!,x%,...,xP des Systems (2.5) auswihlen, derart, dass sich jede Lésung von (2.5) als

Linearkombination von x!,x2, ..., x? darstellen ldsst?
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Lemma 2.4 Die Menge der Losungsvektoren des 1GS (2.5) bildet einen Unterraum
L" des Vektorraumes R" wobei dim L" =n —r gilt.

Definition 2.15 (Fundamentalsystem, allgemeine Lésung des homogenen 1GS)

1. Jede Basis des (n — r)-dimensionalen Unterraumes L" heifit ein Fundamental-
system von (2.5).

2. Bilden die Lésungen b' b2 ... b"" ein Fundamentalsystem von (2.5), so heifit
x" = ¢b! 4+ ¢ob? + ... + ¢,_,b"" mit beliebigen Konstanten ¢; € R (i =
1,2,...,n —r) die allgemeine L6sung des homogenen 1GS (2.5).

Theorem 2.8 (Losungsstruktur unter Verwendung des Begriffs allgemeine Lésung)

(1) Die allgemeine Lésung von (2.5) bildet einen Unterraum der Dimension n —r
des Vektorraumes R". Jede Losung von (2.5) lisst sich als Linearkombination
eines beliebigen Fundamentalsystems von (2.5) darstellen.

(2) Die allgemeine Losung cines 16sbaren inhomogenen 1GS der Form (2.4) bildet
eine lineare Mannigfaltigkeit in R™, d.h., sie setzt sich additiv zusammen aus
einer speziellen Lésung x™" von (2./) und der allgemeinen Losung x” des

zugehorigen homogenen 1GS (2.5).

Beispiel 2.14 Wir betrachten das homogene 1GS aus Beispiel 2.15. Wegen n = 4 und
r =2 gilt dim L" = 2, d.h., je zwei linear unabhiingige Lésungsvektoren bilden ein
Fundamentalsystem des homogenen 1GS. Dann gilt nach Theorem 2.8 (1):

I 1 4
| 12 | —1 -3
Ty 0 1

Wir betrachten nun ein inhomogenes System zu diesem homogenen System mit
einer rechten Seite y' = (101). Dann gilt nach Theorem 2.8 (2):

~1 1 4
ximh = xinh 4 xh — o |t L | e 0
0 0 1

2.3.3 Losungsverfahren

Wir unterscheiden exakte Verfahren (endlich viele Schritte fithren zur exakten Losung)
und Iterationsverfahren (unendlich viele Schritte fithren zur exakten Losung, da nur end-
lich viele Schritte durchfiithrbar sind, erhélt man eine Ndherungslosung). Wir diskutieren
zwei exakte Verfahren: den Gauf3-Algorithmus und das Austauschverfahren.

Iterationsverfahren zur Losung von 1GS werden bei der numerischen Losung verwendet.
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Der Gauf-Algorithmus Er ist fiir beliebige (m,n) - IGS Ax = y anwendbar, wobei
die Frage der Losbarkeit automatisch gekliart wird. Das 1GS wird mittels elementarer
Umformungen der Matrix A, die r(A) nicht d&ndern, in das sogenannte gestaffelte IGS
iberfiihrt.

1° LGS eindeutig l6sbar

anxi + a2 + ...+ QpTy = Y
A22%2 + ...+ Gy, = Yo
Apnln = Yn.

Sei a; #0 (1 =1,...,n). Dann gilt 7(A) = r(B) = n. Das gestaffelte System ist
nach Theorem 2.6 eindeutig l6sbar und somit auch Ax =1y.

2° LGS l6sbar, aber nicht eindeutig 16sbar

a1171 + A12%2 + ... + AT + A1) Trg1 o T ATy = Y
A2To + ... + Q2 Ty + Qo(r42)Trp1 + -+ A2pTn = Yo
Arr Ty + &r(rJrl)errl + . Oy = Yy

Sei a; #0 (i =1,...,r). Dann gilt 7(A) = r(B) = r < n. Das gestaffelte System
ist nach Theorem 2.6 nicht eindeutig 16sbar und somit auch Ax =1y.

3° LGS unlésbar

a1y + a12%2 + ...+ ATy + Q)T o T Gy = Y
(~122$2 +...+ aQTfEr + ag(r+2)IT+1 +...+ d2nxn = gg
Apr Ty + dr(r—&-l)xr—i-l +.. .t amr, = Y
0 = 170
0 = Ym #0.

Hier gilt 7(A) # r(B). Das gestaffelte System ist nach Theorem 2.6 unlésbar, und
somit auch A x =y. Die Losungsmenge der letzten m — r Gleichungen ist leer.

Bemerkung 2.1 Die oberen Dreiecksmatrizen A der Ordnung n bzw. r kann man
ahnlich wie beim Gauf3-Jordan-Verfahren (vgl. Beispiel 2.11) durch weitere elementare
Umformungen auf Einheitsmatrizen der Ordnung n bzw. r bringen.

Beispiel 2.15 (GauB3-Algorithmus)
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(1) LGS eindeutig losbar

4%1 + i) = 6 433'1 + ) = 6
T — Ty + 51’3 = 14 5])2 — 20273 = — 50
2ZE1 + 21’2 - 3[L’3 = — 3 — 10%3 = — 30

Die eindeutige Losung lautet:

1'1:1 1'2:2 IL’3:3.

(2) LGS l6sbar, aber nicht eindeutig l6sbar

1 + oy + x3 4+ 1y =1 1 + x4 = 2/3
61‘1 + X2 + 41‘3 + 3.1'4 = 4 T + x4 = 4/9
T + 3372 + 4374 = 2 T3 — T4 = —1/9

Die allgemeine Losung lautet:

inh _ | 22 _ 4/9 -1
X = [T ocpe | T
Ty 0 1
(3) LGS unlésbar
21’1 + 3.7)2 + x3 + Ty = 1 21’1 + 31’2 + 3 + Ty = 1
— rKT — ) + ZL’4:2 5(72+ZL'3+3134:5
T + 2ZE2 + XT3 + 2I4 = 1 O = 4

Die letzte Gleichung des gestaffelten Systems ist nicht erfillbar.

Das Austauschverfahren (AV) Das inhomogene 1GS (2.4) mit einer Koeffizienten-
matrix A von Typ (m,n) sei losbar. Dem 1GS A x =y ordnen wir das System linearer
Funktionen

u=Ax-y (2.6)

zu. Fiir m = n = 1 erhdlt man die Gleichung einer Geraden: u = az — y. Es gilt:
x = x, ist Losung der Gleichung az = y gdw v = 0. Analoge Uberlegungen sind auch
fir m > 1, n > 1 richtig. Wir schreiben (2.6) in Form eines Anfangstableaus Tj in
Matrixschreibweise

TO XT
ZTA Ty (2.7)
bzw. in Koordinatenschreibweise
To 1 e Tp_q T, Tkt ... Tn
Uy ary <o Q1(k-1) A1k A1(k+1) <o Qin —Uh
Ui—1 | AGi—1)1 -+ QE-1)(k=1) O@(-1Dk AGE-1)(k+1) --- QGE-1)n | —Y@i-1) . (2.8)
Uj ;1 e Qi(k—1) Qi(k+1) <o Qip —Yi
Uil | GG+1)1 - - QGH1)(k—1)  AGE+D)E QG+ (k+1) -+ QGE+D)n | —Y(>i+1)
U, Am1 <o Qmk-1) Amk A (k+1) <. Qmp —Ym
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Dabei bezeichnen z1, x», ..., z, die unabhingigen und uq, us, ..., u,, die abhingigen Va-
riablen. Sei a;; # 0. Die Variablen u; und x; werden nun wie folgt ausgetauscht: Im neuen
Tableau T} taucht die k-te Spalte des vorhergehenden Tableaus nicht mehr als Spalte auf,
sondern (mit umgeformten Koeffizienten) auf dem Platz der i-ten Zeile, wéhrend die i-te
Zeile (mit umgeformten Koeffizienten) auf den Platz der k-ten Spalte riickt. Das Tableau
Ty hat folglich die Gestalt:

Tl T oo T (% Tkt B

up | an cee Ay(g—1) a1g a1 (k+1) cee Ay (0

Uiy | Agi—1)1 -+ Q-1 (k=1) QG-Dk QG- ((k+1) --- Qli-1)n | Yi-1) . (2.9)
T | an coe Qik-1) i ikt 1) cee Qip Yi

Uir1 | Qer1)1 -+ Qir1)(k—1) Q+Dk)  QGt1)(k+1) -+ - OQ(itDn | Yi+1)

U, A1 <. dm(k—l) Ak gm(k’—i—l) oo Omn gm

Ein solcher Variablentausch ist immer moglich, wenn das Element a;;, im Schnittpunkt
der i-ten Zeile und der k-ten Spalte, verschieden von Null ist. Nach dem Tausch ist wu;
unabhéngige Variable und x; abhéngige Variable.

Das Element a;, # 0 heifit Pivotelement, die Zeile (a; ... ajg—1) Gikt1) - - - Gin (=)
(Spalte (a1 ... au—1)k a@+i)k - - - Gmk)’), in der dieses Element enthalten ist, heifit Pivot-

zeile (Pivotspalte). Die Koeffizienten a; (i = 1,...,m; k=1,...,n) und die rechten
Seiten @, (i =1,...,m) im Tableau 7} werden mittels der Austauschregeln berechnet:
R, : a ! Pivotplat !
DAy = — neuer Pivotplatz = —
! k ik P Pivotelement
i _ —Y; . . Ite Pivotzeil
Ry: g = —2 (I#Fk) 7= (=v) neue Pivotzeile — ——o - LVOVZOT0
— — Qi —Pivotelement
- ) o, ) alte Pivotspalte
Ry ajp = Pivotspalte =
3 ik ik (G #1) <neue HVOLSpatte Pivotelement
- Qjk . . ~ Ak
Ry: aj=a;— —a (j #i,l #k) 9 = (—y;) — — (—yi)  (Rechteckregel).
ik ik

Fiir die Berechnung des neuen Koeffizienten a;; (j # 4, ! # k) benotigt man also nur
den alten Koeffizienten aj, das Pivotelement a;;, das Element a;;, aus der Pivotspalte
sowie das Element a; aus der Pivotzeile. Diese vier Elemente bilden die Eckpunkte eines
Rechtecks, daher die Bezeichnung Rechteckregel.

To | 1 ... X ... x R
Uy ayr ... QA ... aqy ... QA1 —UY1
U Qi1 ... Ajk e Qi e QAjp —Yj

Um | Qm1 -+ Amk - - Aml oo Amn | —Ym
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Die Regeln Ry — R4 erhdlt man, indem man nach Wahl des Pivotelementes die i-te
Gleichung nach z;, auflost und den Wert fiir x5, in alle anderen Gleichungen einsetzt.

Nach Durchfithrung aller méglichen Austauschschritte und bei Streichung von Zeilen,
die ausschlieBlich Nullen enthalten, ergibt sich im Falle eines losbaren 1GS ein Tableau
folgender Struktur:

10

20

Alle w; (i = 1,...,m) lassen sich gegen gewisse z; (kK = 1,...,n) austauschen,
d.h. alle u; sind jetzt unabhéngige Variable und kénnen beliebige Werte annehmen.
Setzt man speziell u;1 = uy = ... = u,, = 0, so lasst sich aus dem Endtableau eine
Darstellung der allgemeinen Losung des IGS ablesen.

Mindestens ein w; ist nicht mehr gegen ein x; austauschbar. Dann kann man we-
nigstens eine Abhéngigkeitsbeziehung

U = CLUyy + .. CsUy, (2.10)

ablesen, wobei die rechte Seite von (2.10) hochstens die ausgetauschten u,; enthélt.
Diese sind nach dem Austausch unabhéngige Variable und kénnen gleich Null gesetzt
werden. Dann ist in (2.10) auch u; = 0 und aus dem Endtableau lésst sich wieder
eine Darstellung der allgemeinen Losung des 1GS ablesen.

Oft bendtigt man das sogenannte Austauschverfahren mit Spaltentilgung (AVS).
Die Ausfithrung geschieht wie beim AV, jedoch wird im neuen Tableau die neue Pivot-
spalte weggelassen. Dies ist nur dann moglich, wenn die ausgetauschte Variable u; iiber
der neuen (weggelassenen) Pivotspalte eine unabhéngige Variable ist, also gleich Null
gesetzt werden kann.

Beispiel 2.16 Wir betrachten das 1GS aus Beispiel 2.15 (1).
Losung mittels AV:

To | 1 x2 T3 T | wy Ty T3
1 1 3
Uq 1 0 —6 T 1 —1 0 3
1 5 25
T2 Ui U2 T3 T3 U1t U2 us
1 1 7 1 1
0 S S x| L L —1lq
: — | E e
4 6 4 2 1
Us | 5 75 —9 T3| -1 5 3|3

Setzt man uy = us = ug = 0, so folgt aus Tz die eindeutige Losung 1 = 1, xo = 2, 3 = 3.

Losung mittels AVS: Ausgehend vom Tableau Ty erhdlt man

T1 T2 xT3 T2 xT3 T3
x| -+ 0| 3 N N N E R
Ua —2 —275 xo | 41-10 X
Uus % -3 6 Us -9 T3 3

Aus dem Tableau T3 kann man wieder die Losung ablesen.
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3 Lineare Optimierung

3.1 Aufgabenstellung und grafische Lo6sungsmoglichkeiten
Okonomische Probleme fithren oft zu folgender Aufgabe: Eine lineare Zielfunktion

z2=2(T1,T9,...,Ty) = Co+ 171+ ...+ Cpy (3.1)
in n Variablen ist unter bestimmten linearen Nebenbedingungen (LNB)

1171 + 12T + ...+ Q1T S Y1
2171 + Q%2 + ...+ G2 Ty < Yo (3.2)
und unter den sogenannten Nichtnegativititsbedingungen (NNB)

1 >0, 29>0,...2, >0 (3.3)

zu maximieren bzw. zu minimieren. In (3.2) kénnen auch die Zeichen > oder = stehen.

Definition 3.1 (LOP, Losung)

1. Die Aufgabe (3.1), (3.2), (3.3) heifit lineares Optimierungsproblem (LOP).

2. Die Menge aller Punkte P = (x1,2a,...,x,), deren Koordinaten den Bedingungen
(3.2) und (3.3) geniigen, nennt man zuldssigen Bereich (ZB) fir das LOP.

3. Ein Punkt Py = (x10, 20, - - - , Tno) heifit optimale Lésung oder Losung des LOP,
falls fiir zg = co + ¢4 10 + C2 Tog + . .. + ¢, Tpo entweder

Zmax ‘= 20 = Co+ C1x1 + ...CpTy  Oder  Zpin = 20 < Cot+ CLT1 A+ ... CuTn
fiir alle (xq, xa, ..., x,) € ZB gilt.
Fiir n = 2 lassen sich LOPe grafisch 16sen.
Beispiel 3.1 (LOPe)
(1) FEin Erzeugnis E kann mittels zweier Verfahren Vi, Vs aus drei Zwischenprodukten
2y, Zy, Zy hergestellt werden. Die Materialverbrauchsnormen (Bedarf an Mengen-

einheiten (ME) von Zy, Zy, Zs je ME von E) und die verfigbaren ME von Zy, Zy, Z3
sind tabellarisch gegeben:

Zwischen- | Materialverbrauchsnormen | verfiigbare
produkt fur Vi fiir Vs MFE
A 0.4 2.0 26
Zo 2.0 1.0 40
Zs3 0.0 2.0 24
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(2)

(3)

Gefragt ist nach der optimalen Produktionsstrategie, d.h. wieviele ME des End-
produktes nach jedem der beiden Verfahren produziert werden miissen, um insgesamt
die mazimale Menge des Endproduktes herzustellen und gleichzeitig die Restriktio-
nen tber die verfiigharen Mengen der Ausgangskomponenten einzuhalten.

Bezeichnet man mit 1 bzw. xo die ME von E, die gemafl Vi bzw. Vo produziert
werden, so ergibt sich folgendes LOP:

z = x1 + T3 — max (3.4)

unter den LNB

20x; +1.0xy <40 (3.5)
+ 2029 <24
und den NINB
I 2 O, i) Z 0. (36)

Die NNB garantieren, dass die Losung in einem praktisch sinnvollen Bereich ge-
sucht wird.

Die Menge aller Punkte P = (x1,x2), deren Koordinaten den Bedingungen (3.5) und
(5.6) geniigen, ergibt den ZB. Jeder Punkt des ZB liefert eine zuldssige Losung.
So erfillt z.B. der Punkt Sy = (10,5), d.h. die Produktion von xr; = 10 ME des
Produkts nach Vi und von xo =5 ME nach V,, die Ungleichungen (3.5) und (5.6)
und st folglich zuldssig. Diese Losung schopft aber die Grenzen der Ressourcen
langst nicht aus und ist deshalb sicher nicht optimal.

Die Zielfunktion: z = x1 + x5 ist im vorliegenden Falle eine Ebene, deren Hdéhen-
linien den Gleichungen x1 + o = C (C' = const.) geniigen, d.h., die Hohenlinien
sind die Geraden xo = —x1 + C. Folglich findet man hier auf grafischen Wege die
optimale Losung im Schnittpunkt Sy = (15,10) der Geraden xo = —0.2x1 + 13
und xo = —2x1 + 40 mit 2, = 25.

Es sind also x1 = 15 ME gemafl Verfahren Vi und xo = 10 ME gemdfl Verfahren Vs
herzustellen, damit die Gesamtproduktion von E maximal wird.

Wir betrachten das LOP:
z =2x1 + 9 — max

unter den LNB

042, + 20z, < 26
20x; + 10z < 40
202y < 24
und den NINB
1 > 0, 9 > 0.

In diesem Falle ist das LOP nicht eindeutig losbar, denn fir alle {(x1,z5) |15 <
x1 <20 A 29 =40 — 221} ist Zpa, = 40.

Wir betrachten das LOP :

2 =1 + To —> max
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unter den LNB

2.07y < 24

und den NINB

$120;

In diesem Fulle ist zyq, = 00 und das

(4) Wir betrachten das LOP:

i) Z 0.
LOP unlosbar.

zZ =x1 + 9 — max

unter den LNB
2.0

und den NINB

$120,

T2 S —24

$220

In diesem Falle ist der ZB leer, da sich die Ungleichungen 2.0 x5 < —24 und x9 > 0
widersprechen. Somit ist das LOP unldsbar.

Diese Beispiele zeigen die charakteristischen Eigenschaften eines LOP.

1° Die optimalen Lésungen liegen in jeden Falle auf dem Rand des ZB.

2° Ein LOP ist eindeutig 16sbar, nicht eindeutig losbar (in diesem Falle gibt es unend-

lich viele Losungen) oder nicht lésbar

(da 2z,pt = +00 oder ZB = 0).

Eine grafische Losung ist fiir n = 3 sehr umsténdlich, fiir n > 4 unmoglich. Deshalb ist ein
von der geometrischen Anschauung unabhéngigen Algorithmus fiir die Lésung von LOP

erforderlich.

3.2 Die Normalform einer LOP

Unter der Normalform einer LOP (Kurzbezeichnung NLOP) verstehen wir das Pro-

blem der Minimierung der Zielfunktion
Z=cCy+crr; + .

unter den LNB
a1, + ajexre +
a91T1 + Q9o +

A1 L1 + Qoo + . ..

und den NNB
T Z Oa T2 Z

..+ ¢y, — min

R AT %) =1
.o AopTn = Y2

0,...,2, > 0.

In Normalform enthilt eine LOP also aufler den NINB keine weiteren Ungleichungen.
In Matrixschreibweise lasst sich das NLOP wie folgt darstellen:

z = ¢p + (c,x) — min

unter den LNB Ax =y und den NNB z; > 0

1,

(7

).
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Dabei bezeichnen

C1 T a1 Qi ... QAip n
C2 4] a a a Yo
. . . 21 22 s 2n .
CcC= 9 X = 9 A - ’ y -
Cn I‘n am]_ amQ PR amn ym

Jedes LOP ist unter Benutzung folgender Regeln in die zugehorige NLOP iiberfiihrbar:

1° Ist z; > a; fiir gewisse 4, so gilt #; = x; — a; > 0 und man kann mittels der
Transformation z; = x} 4+ a; zu neueen Koordinaten z, iibergehen.

2° Ist z — max als Aufgabenstellung gegeben, so substituiert man z* = —z — min.

3° Ungleichungen im System (3.2) werden mit Hilfe von Schlupfvariablen in Glei-
chungsform iiberfiihrt. Ist z.B. oy 1 + ag xo + ... + a, ,, < « (bzw. > (), so erhilt
man durch Einfithrung der Schlupfvariablen v > 0 (bzw. § > 0) die Gleichung
arit+agra+ ... +ayx, +vy=a(bzw. f1x1 + Goxs+ ...+ Bpx, — 6 = ).

4° Falls das LOP eine freie Variable x; enthélt (d.h. z; unterliegt nicht der Restrik-
tion zx > 0), so wird sie als Differenz zweier gebundener Variabler v, > 0, w, > 0
dargestellt: x, = vy — wy.

Fiir die so erhaltenene NLOP gelten folgende Aquivalenzaussagen:

e Die NLOP ist genau dann losbar, wenn das zugehorige LOP losbar ist.

e Jede Losung der NLOP liefert eine Losung des zugehdrigen LOP, in der die ein-
gefithrten Schlupfvariablen unberiicksichtigt bleiben.

Okonomisch stellen die Werte der Schlupfvariablen fiir jedes zulissige (x1, T2, ..., xp)
die nicht ausgenutzten Ressourcen dar.

Beispiel 3.2 Aus dem LOP z = 3x1 — x9 + 273 + 4 — max

Ty + 229 < 8
—XI3 S 4

1 = 0, 2320

erhdlt man nach Anwendung der Uberfihrungsregeln

2° 2" = —3xy + 719 — 223 — 4 — min
3 - o = 4 (25 > 0) (x4, 5 Schlupfvariable)
4% @9 = w6 — 27 (xg >0, x7 > 0), x5 freie Variable

und somit das zugehorige NLOP

2= =3x1+ (x¢ —x7) — 223 —4 = —3x1 —2x3+ 26 — 7 —4 — min
Ty + x4 + 226 — 227 = 8
—3 + x5 = 4
v > 0 (i=1,3,4,56,7).



3.3 Der Simplexalgorithmus zur Lésung von LOP
3.3.1 Ermittlung einer Basisdarstellung
Gegeben sei ein NLOP. Dem 1GS (3.7) ordnen wir ein System linearer Funktionen der

Form (2.6) zu. Das 1GS (3.7) sei 16sbar.

Mittels des AVS ergibt sich nach Durchfithrung aller méglichen Austauschschritte und
bei Streichung von Zeilen, die ausschlieSlich Nullen enthalten, aus dem Anfangstableau
(2.7) ein Tableau folgender Struktur:

By |z, ...

Xy bll c. blq bl (38)

T, | bpr .. by | by
In der ersten Spalte des umgeformten Tableaus stehen nun die neuen abhéngigen Variablen
(Basisvariablen) z;,,...,2;, und in der ersten Zeile die neuen unabhéngigen Variablen
(Nichtbasisvariablen) ,,,...,, . Die Nichtbasisvariablen entsprechen den in der
allgemeinen Losung des 1GS (3.7) frei wiahlbaren Variablen. Dabei gilt p 4+ ¢ = n. Man
nennt (3.8) eine Basisdarstellung By von (3.7) und {x;,,...,2;,} eine Basis von (3.7).
Eine spezielle Losung, bei der die Nichtbasisvariablen z,,...,z, gleich Null gesetzt

werden, heifit eine Basislosung (BL) von (3.7), d.h.

Ty = b17 Ty, = b?a e xlp b;m

r, = 0, z, = 0, ... , &, = 0

ist eine solche. Will man andere Basislésungen haben, so formt man das 1GS mittels des
AV (ohne Spaltentilgung) derart um, dass gewisse Basisvariable in Nichtbasisvariable
umgewandelt werden und umgekehrt (Basistausch).

Eigenschaften von Basisdarstellungen
1. Fasst man die Basisvariablen zu einem p-dimensionalen Vektor x und die Nicht-

basisvariablen zu einem g-dimensionalen Vektor X zusammen, so besitzt eine Ba-
sisdarstellung die Form x = Bx + b mit

b11 e blq bl
B=]: : und b= :
bpr .. by, by
Die Basisdarstellung (3.8) hat dann in Kurzform die Gestalt:
By | x'
x | B|b|

2. Eine Basisdarstellung B, existiert genau dann, wenn (3.7) losbar ist.

3. Eine Basis des NLOP heiflit zuléssig, wenn in (3.8) gilt: b > 0,...,b, > 0.
Dann ist xo mit z;; = by,..., 2, = b, und z,, = 0,...,2,, = 0 eine zuléssige
Losung, da sowohl (3.7) als auch (3.3) erfiillt sind. In diesem Falle nennt man
(3.8) zulissige Basisdarstellung mit dem Wert der Zielfunktion z(x¢) = dy =
co+c, by +...+ay b,
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Den Wert dy der Zielfunktion z erhélt man, indem man die z-Zeile in das Tableau (2.7)
einfiigt und in die Austauschschritte einbezieht, die zu einer Basisdarstellung fiihren:

TO XT
ul|A|-y|
z CT Co

Ausfiihrlich geschrieben, hat die Basisdarstellung (3.8) um die z-Zeile erweitert, dann
folgende tabellarische Form:

By |z, ... x, ... x

Xy b11 . blt . blq b1

2, | b oo by . by | by |l (3.9)
2 by o by o by | by

z d1 dt dq d()

3.3.2 Ein Simplexkriterium

Definition 3.2 (optimale und entscheidbare Simplextableaus)

1. FEine zuléssige Basisdarstellung By in Form (3.9) heifit Simplextableau Sy.

2. Ein Simplextableau heiffit optimal, wenn die zugehirige Basislosung eine op-
timale Losung der NLOP ist, d.h.

do = Zmin = }{gé%z(x) = xnelé%(co + <C,X>).

3. Fin Simplextableau, d.h. eine zuldssige Basisdarstellung heifit entscheidbar,
wenn einer der folgenden Fdlle vorliegt:

S1: Es gilt dy > 0,...,dy > 0.

S2: Es gibt mindestens eine Spaltet t € {1,...,q} mitd; <0 undby; > 0,...by >
0, wobei dy, by, ... by die Werte in einem Simplextableau (3.9) sind.

In allen anderen Fdllen heifit ein Simplextableau nicht entscheidbar.

Es gilt das Simplexkriterium: Im Fall S1 ist (3.9) ein optimales Simplextableau.
Im Fall S2 ist das NLOP (und damit das zu Grunde liegende LOP) nicht 16sbar.

3.3.3 Das Simplexverfahren

Voraussetzung: Es liegt ein Simplextableau vor.

Ziel: Ausgehend vom vorliegenden Simplextableau ist mittels der folgenden drei Sim-
plexregeln ein entscheidbares Simplextableau zu bestimmen.

Wir bezeichnen fiir eine Spalte ¢ von (3.9) mit J(¢) = {i|i € {1,...,p} A by < 0} die
Menge aller Zeilen i € J(t), deren Elemente negativ sind und mit m(t) = rr}]i(n){bi (b))~}
i€J(t

den kleinsten Wert von b; (|b;|) ™, falls der Zeilenindex i innerhalb von J(t) variiert wird.
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Beispiel 3.3 Das Tableau

BO To T4

z3 |—1 013
1 0 013
zs | —1 1|3

ist ein Simplextableau, d.h. By = Sy. Dabeiistp = 3,q =2 und J(1) = {1,3}, J(2) = 0,
sowie m(1) = min{3 (| — 1])71,3(] — 1))} = 3.

SR1 Wahl der Pivotspalte (Spaltenindex t)
Man wéhle in der um die z-Zeile erweiterten Basisdarstellung (3.9) eine Spalte
mit dem Index ¢, so dass d; < 0 gilt.
SR2 Wahl der Pivotzeile (Zeilenindex s)
Man wihle in der nach SR1 festgelegten Spalte mit dem Index ¢ eine Zeile mit dem
Index s und somit das Pivotelement b, derart, dass die Bedingungen
(1) se€ J(t), d.h. by <0,
(2) bs (Jbael)™" = m(t)
erfiillt sind. Man wéhlt also fiir das Pivotelement by denjenigen Zeilenindex s aus,

fiir welchen der Quotient b, |bs| ™! seinen kleinsten positiven Wert erreicht. Man kann
im Tableau noch eine Spalte fiir diese Quotienten anfiigen.

SR3 Man fiihre mittels des AV (ohne Spaltentilgung) mit dem gem&fi SR1 und SR2
ausgewihlten Pivotelement b, den Austausch der x;, «— z,,, d.h. der Basisva-
riablen z;, gegen die Nichtbasisvariable z,, durch.

Ist m(t) # 0, so kann man mit Hilfe des Simplexverfahrens iiber die Losbarkeit des
LOP entscheiden und, falls es 16sbar ist, eine Losung Xy mit 2(Xppt) = mgg z(x) finden.
XE

Eigenschaften der Simplexregeln

1. Die Simplexregeln SR1, SR2, SR3 sind auf jedes nicht entscheidbare
Simplextableau anwendbar.

2. Die Simplexregeln SR1, SR2, SR3 iiberfiihren ein Simplextableau in ein
neues Simplextableau mit nicht gréfferem Wert d.

3. Falls der Entartungsfall m(t) = 0 im Verlauf der Austausch-Schritte (jeweils ent-
sprechend SR1, SR2, SR3) nicht auftritt, so tiberfiihrt das Simplexverfahren
ein nicht entscheidbares Simplextableau in endlich vielen Schritten in ein
entscheidbares Simplextableau.

3.3.4 Ermittlung eines Simplextableaus

Die Ermittlung einer Basisdarstellung fiihrt nicht notwendig zu einer zuléssigen Ba-
sisdarstellung, d.h. zu einem Simplextableau. Dieses Ziel ist aber erreichbar, wenn
man die Pivotelemente bei den Austauschschritten, die von (2.7) zu (3.8) fithren, be-
reits gemafl SR1 und SR2 wéihlt. Dazu betrachtet man ein Hilfsproblem zur NLOP:
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1. Diejenigen Gleichungen in (3.7), fiir die die rechten Seiten y; > 0 sind, werden mit
(—1) multipliziert. Fiir das auf diese Weise entstandene Gleichungssystem

anry + ... + apr, = N
: : (3.10)
am1T1 + oo+ GpnTn = Um
gilt: §1 <0, .. G < 0 bzw. =1 >0, .. —Gjm > 0.

2. Durch Einfiihrung einer Hilfszielfunktion h = u; + uy + ... 4+ u,, erhélt man
folgendes Hilfsproblem (H)

h=u, +us+ ...+ u, — min (3.11)
mit 3 R 3
U = anr; + ... + ATy, — N
: : (3.12)
Uy, = i1 + -+ + CGmnTn — Um
und z; >0,...,2, >0 sowie wu; >0,...u, >0. (3.13)

Dieses Hilfsproblem besitzt folgende Eigenschaften:

1° (H) ist ein NLOP beziiglich der Variablen 1, ..., x,, u1,. .., Upy.

2° Das (3.12) zugeordnete Tableau ist bereits eine zuléssige Basisdarstellung, also
ein Simplextableau beziiglich (H):

T() T Ce Tn
Uy ary cee a1y —
Um Am1 Amn —Ym
m m m
ho| X an oo X | =2
i=1 i=1 i=1
mit den Basisvariablen uq,...,u,, und den Nichtbasisvariablen z, ..., z,. Die

h-Zeile enthélt die Spaltensummen, die sich beim Einsetzen von (3.12) in die Hilfs-
zielfunktion (3.11) ergeben.

3° (H) ist stets losbar, da wegen u; > 0,...u,, > 0 auch h > 0 gilt und somit der Fall
hmin = —00 ausgeschlossen ist.

4° TIst hpin > 0, so besitzt das zu Grunde liegende NLOP keine zulédssige Losung.

5% Ist Apin = 0, so ist notwendigerweise uy = ... = u,, = 0. In diesem Falle gibt es
ein optimales Simplextableau des Hilfsproblems (H), bei dem keine der Hilfs-
variablen wu; Basisvariable ist. Ein solches Tableau liefert mit der angefiigten
und in die Austauschschritte einbezogenen z-Zeile bei Streichung aller u;-Spalten
(7 =1,...,m) und der h-Zeile ein Simplextableau der NLOP.

Theorem 3.1 (Hauptsatz der linearen Optimierung) Besitzt ein NLOP mindes-

tens eine zuldssige Losung, so existiert stets ein entscheidbares Simplextableau,
welches mit endlich vielen Schritten des Simplexverfahrens erhalten werden kann.
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4 Kurven und Flichen 2. Ordnung

4.1 Matrixeigenwertprobleme

Wir betrachten das 1GS A x = y mit einer quadratischen Matrix A der Ordnung n
als eine Abbildung A : R — R". Diese Abbildung ist linear, d.h., es gilt:

Ax+z)=Ax+ Az Vx,zeR" A(ax) =aAx VxeR" aeR

und suchen alle Vektoren x (x # 0), die durch die linare Abbildung A in ein Viel-
faches von sich selbst iibergehen. In der Matrixschreibweise heifit dies: Gesucht sind alle
Vektoren x (x # 0), die das 1GS

Ax=Xx <<= Ax=)E,x <— (A-)E,)x=06 AeRvVvAeC (4.1)

erfiillen, wobei E,, die Einheitsmatrix n-ter Ordnung ist. Das 1GS (4.1) besitzt die Ko-
effizientenmatrix A — AE,, und ist homogen, also stets losbar. Wir sind nur an nichttri-
vialen Losungen x des IGS (4.1) interessiert und solche existieren gdw r(A — AE,,) <n
gilt.

Definition 4.1 (charakteristische Matrix, charakteristische Gleichung)

1. Die Matriz

(CLH — )\) a12 Q1n
(A B /\En) _ a9 (a/22 — )\) Aan (4 2)

heifst charakteristische Matrix von A.

2. Die Gleichung

(an - )\) Q12 A1n
det (A - \E,) —| @ (27N @12 (4.3)
an1 an2 (arm )\>

heifst charakteristische Gleichung von A.

Aus (4.3) erhélt man ein Polynom P(\) = det (A — A E,) n-ten Grades in A (das charak-
teristische Polynom von A), welches nach dem Fundamentalsatz der Algebra hochstens
n verschiedene (reelle oder komplexe) Nullstellen Ay, ..., A, hat. Fiir diese \; (i = 1,...,n)
besitzt das 1GS (4.1) stets nichttriviale Losungen, da die Koeffizientendeterminante

des 1GS verschwindet. Somit sind ihre Spalten nach Lemma 2.3 (3) linear abhingig
und folglich ist (A — ME,) < n.

Definition 4.2 Die Nullstellen A1, g, ...\, des charakteristischen Polynoms (/.3)
von A heiffen Eigenwerte der Matriz A. Die zu A = \; (i = 1,2,...,n) gehiorigen nicht
trivialen Losungsvektoren von (4.1) heiffen Eigenvektoren der Matriz A.
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Ein zu einem einfachen Eigenwert A\ = \; gehorender Eigenvektor geniigt der Gleichung
(4.1) mit A = \;. Die Eigenvektoren sind als nichttriviale Losungen des homogenen
1GS (4.1) bis auf einen von Null verschiedenen Zahlenfaktor bestimmt, d.h. ist x Losung
von (4.1), so gilt dies auch fiir ¢x, falls ¢ reell und verschieden von Null ist. Folglich bleibt
der Betrag dieser Vektoren unbestimmt. Deshalb betrachtet man normierte Eigenvek-
toren mit dem Betrag Eins. Ein Eigenvektor x von A wird normiert, indem man ihn

X
durch seinen Betrag dividiert. Wir setzen also z = —, woraus |z| = 1 folgt.

x|
Losung eines Matrixeigenwertproblems

1. Man bestimmt aus (4.3) die Eigenwerte der Matrix.

2. Man 16st fiir jeden Eigenwert \; das zugehorige homogene LGS (4.1) und be-
stimmt so den oder die zum Eigenwert \; zugehorigen Eigenvektoren.

Theorem 4.1 Das Matrixeigenwertproblem (4.1) besitze n paarweise voneinander

verschiedene i.a. komplexe Eigenwerte \i, \o, ..., \,. Dann gilt fiir die Eigenvektoren
der Matrixz A:

(1) zu jedem Eigenwert \; gibt es genau einen Eigenvektor x',

(2) die insgesamt n verschiedenen Eigenvektoren x',x?, ... x" der Matriz A sind
linear unabhingig.

-1 2

)\lzl,xlz(i),zl:(i;g),|z1|:1, /\2:2,X2:z2:<(1)),|22\:1.

Der Eigenvektor x? ist bereits normiert. Die beiden Eigenvektoren sind gemdf Theo-
rem 4.1 linear unabhingig und bilden somit eine Basis im R?. Es gilt: Ax! = \;x! =
xt, Ax? = \ox? = 2x2.

Beispiel 4.1 A = ( Lo >

Matrixeigenwertprobleme, bei denen unter den n Eigenwerten nur k£ < n verschie-
dene Werte auftreten, kénnen unter Umstdnden weniger als n linear unabhéngige
Eigenvektoren besitzen.

Theorem 4.2 Das Matrixeigenwertproblem (4.1) besitze unter den insgesamt n Ei-
genwerten genau k paarweise voneinander verschiedene i.a. komplexe Eigenwerte Ay,
Aoy ..y A\ mit den Vielfachheiten sy, 9,...,8k (s1+ So+ ...+ s = n). Ist \; der i-le
Eigenwert der Vielfachheit s; und ist r(A — N\, E,) = r;, so gibt es zu \; genau n — r;
mit 1 < n —r; < s; linear unabhéngige Eigenvektoren xi,x5,...,x}_, . Insgesamt
besitzt das Matrixeigenwertproblem (4.1) dann genau

43



linear unabhingige Eigenvektoren mit
k
kSZ(n—ri) SZsi:n.
i=1 i=1

Beispiel 4.2

A= < ? 8 ) A =0 st Eigenwert der Vielfachheit s; = 2.

r(A — \NE) =7 ( <_1Al> (_OAI) ) =r =1

Esistk=n—ry < s, =2, also gibt es zum Eigenwert \; = 0 der Vielfachheit 2 genau

einen Eigenvektor
Xl =2l = ( X ) .

Theorem 4.3 Sei A eine reelle symmetrische Matrix. Dann besitzt das Matrixei-
genwertproblem (4.1) folgende Eigenschaften:

(1) alle n Eigenwerte sind reell,
(2) es gibt insgesamt genau n linear unabhéngige Eigenvektoren,

(3) Eigenvektoren, die zu verschiedenen Eigenwerten gehiren, sind zueinander
orthogonal,

(4) zu jedem Eigenwert \; der Vielfachheit s; > 1 existieren genau s; linear un-
abhiingige Eigenvektoren x|, xj, ..., x., d.h. n —r; = s; fir alle i (i =
1,...,k). Die Eigenvektoren kdnnen normiert und, falls sie nicht orthogonal
sind, stets durch geeignete Verfahren orthogonalisiert werden.

Beispiel 4.3

A= ( L0 ) A =1 st Eigenwert der Vielfachheit s; = 2.

r(A—)\lEg)—r( (1_0A1) (1_0A1) ) =7, =0.

Esist k <n—1ry =35 =2, also gibt es zum Eigenwert A\ = 1 der Vielfachheit 2 genau
zwet linear unabhéingige Eigenvektoren, 2.B.

d=ad=(g ). x-a-(])

die schon zueinander orthogonal und normiert (orthonormiert) sind. Sie bilden eine
orthogonale Basis im R2.

Theorem 4.4 Fiir eine Matrix in Diagonal- oder Dreiecksgestalt stimmen die Ei-
genwerte mit den Elementen in der Hauptdiagonalen iiberein:

Ai:aii (2:1,2,,71)
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4.2 Transformation quadratischer Formen

Definition 4.3 (definite und indefinite Matrizen)

1. Eine reelle symmetrische Matrix n-ter Ordnung A heifit positiv definit, wenn
(Ax,x) >0 Vx € R" x # O und positiv semidefinit, wenn (Ax,x) >0 Vx €

R™. Man erhdlt mit den Bezeichnungen x = (x1 x5 ... z,)7
<AX, X> = (allxl + aipxo + ...+ &1nxn) T
+ (agll’l + agpxro + ...+ agnl’n) To + ...
n n
+ (@1 + ApaTo + ..+ AppTy) Ty, QiR TiT,.

=1 k=1
Der letzte Ausdruck wird quadratische Form genannt.

2. Eine reelle symmetrische Matrix n-ter Ordnung A heifit negativ definit, wenn
(Ax,x) <0 Vx € R" x # O und negativ semidefinit, wenn (Ax,x) <0 Vx €
R™.

3. Nimmt die quadratische Form (Ax,x) fir gewisse x # © positive Werte, fir
andere x negative Werte an, so heifit die zugehdérige reelle symmetrische Matrix
indefinit.

4. Zusammen mit der reellen symmetrischen Matrix A wird auch die zugehorige
quadratische Form (Ax,x) definit, semidefinit, indefinit genannt.

Beispiel 4.4 (positive definite, positive semidefinite, indefinite Matrizen)

(1) Die Matrix A = ist positiv definit, denn fiir beliebige x € R? gilt

1
1 3
(Ax,x) = 22?2 + 22129 + 322 = (21 + x2)* + 22 + 223 > 0. Dabei ist (Ax,x) = 0 nur fir
x1 = x9 = 0, wdhrend fir x # O stets (Ax,x) > 0 gilt. Wir vermerken, dass fir relle
symmetrische Matrizen alk =ay (i,k=1,...,n) ist. Auflerdem gilt x;x), = xyx; Vi, k,
also ist a;px;x) + Qg TrT; = a,k + akl)xlxk = 2a;L2; Ty .

(2) Die Matrix B = ) ist positiv semidefinit, denn fiir beliebige x € R? gilt

(Bx,x) = 23 + 27129 + 23 = (21 + 22)> > 0. Die Matrix B ist aber nicht positiv
definit, denn (x1 + 22)* = 0 ist auch fiir vy = —x, 19 # 0 mdglich.

3 —1

(3) Die Matrix C = 1 1

ist indefinit, denn (Cx,x) = 323 — 2x119 — 23, Fiir

xlz((l)) ist(Cxl,x1>:3>Oundfiirx2:(?) ist (Cx?,x?) = —1 < 0.

Theorem 4.5 Sei A eine reelle symmetrische Matrix. Dann gilt:

1. A ist positiv (negativ) definit gdw alle Eigenwerte von A positiv (negativ)
sind.
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2. A ist positiv (negativ) semidefinit gdw alle Eigenwerte von A nichtnegativ
(nichtpositiv) sind, wobei mindestens ein Eigenwert gleich Null ist.

3. A ist indefinit gdw A sowohl positive als auch negative Eigenwerte besitzt.

4. Analoge Aussagen gelten auch fiir die zugehdrigen quadratischen Formen.

Definition 4.4 FEine Gleichung der Gestalt mit

ZZalkxxk—l—bel—l—co—O (4.4)

i=1 k=1
heifit n- dzmenszonale quadratische Gleichung mit eznem Absolutghed co € R, einer

Linearform Z biz; und einer quadratischen Form Z Z a;xx;r, mit reeller sym-
i=1 i=1k=1
metrischer Matrix A := (a;) (i,k =1,...,n). Die Zahlen b; € R (i = 1,...,n) bilden

einen Vektor b.

Gesucht ist die Menge der Elemente x = (z7 ... )7, die (4.4) erfiillen.
Wichtige Spezialfille:

1. Fiir n = 1 ergibt die Losungsmenge die Losungen einer quadratischen Gleichung
und (4.4) hat die Form:
CLHZL‘% + bll'l + Co = 0. (45)

2. Fiir n = 2 ergibt die Losungsmenge Kurven 2. Ordnung und (4.4) hat die Form:
CLHI‘% + aggl’g + 2@121’1.7}2 + blxl + bgl‘g +co = 0. (46)

3. Fiir n = 3 ergibt die Losungsmenge Flichen 2. Ordnung und (4.4) hat die Form:

all.ilﬁ + aggiﬁg + (Igg.ﬁlﬁg + 2&12.’131$2 -+ 2&131’11’3 + 2@23&72.’133 + blxl -+ bg.ﬁEQ + 63.1’3 +co = 0.
(4.7)

Ziel: Die Gleichung (4.4) ist auf eine Form zu bringen, die nur Quadrate und eine Kon-
stante enthalt. Aus dieser Form lasst sich fiir n = 2 und n = 3 die Art der Kurve bzw.
Flache erkennen.

Sei n = 1. Nach Ausfithrung der quadratischen Ergénzung erhilt man aus (4.5)

2
C

(I‘1+—> +—0—0 mit C():C(]—b%/llan.

2a11 a1

In Abhéngigkeit von den Vorzeichen der Konstanten a; und Cj erhalten wir Aussagen

iiber die Losungen von (4.5), die bekanntlich auch komplex sein kénnen.

Methode: Mittels einer linearen Koordinatentransformation (Translation, Drehung oder
Kombination aus beiden) geht (4.4), betrachtet in einem rechtwinkligen Koordinaten-
system xq, s, ..., x, mit den Koeffizienten a;, b;, ¢y, wieder in eine Gleichung vom Typ
(4.4), betrachtet in einem neuen rechtwinkligen Koordinatensystem vy, 4, . . . , ¢, mit den
Koeffizienten a;i, b;, ¢y, iiber. In jedem Falle lisst sich eine Drehung derart angeben, so
daB A in eine Diagonalmatrix iibergeht.

Problem: Ermittlung der Transformationsgleichungen
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Theorem 4.6 Zu jeder reellen symmetrischen Matrix A [dsst sich eine reelle or-
thogonale Matrix P, d.h., es gilt PT = P~ finden mit der Figenschaft, daf$ die trans-
formierte Matriz B = PT AP Diagonalgestalt besitzt. Die Transformationsmatriz P
enthdlt in der j-ten Spalte genau die Koordinaten des j-ten normierten Eigenvektors
7/ der Matriz A. Die Diagonalelemente by der transformierten Matriz B = PT AP sind
tdentisch mit den Eigenwerten \; der Matriz A.

Beispiel 4.5
-2 1

_ (01 N _ | I
A_<1 ()) det(A AEQ)—’ 1 (_)\)'—)\ 1=0.
Zu den Eigenwerten \; = —1 und \y = 1 gehdren die normierten Eigenvektoren

5 (1) ()

1 11 1 1 -1
1,2 : T -1
P—(zz)—\/é<_11> mit P* =P \/5(1 1)

die reelle orthogonale Matriz, fir die die Behauptung von Theorem 4.6 gilt:

B:PTAP:<_1 0).

Dann ist

01

Definition 4.5 Die durch die reelle orthogonale Matriz P erzeugte Transformation
x = Py heifst Hauptachsentransformation (HAT) der reellen symmetrischen Ma-
triz A.

Losungsschritte bei der Durchfiihrung der HAT

1. Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix A aus der quadra-
tischen Form in Gleichung (4.4).

2. Orthogonalisierung der Eigenvektoren, die zu einem mehrfachen Eigenwert
gehoren, Normierung aller Eigenvektoren.

3. Aufstellen der (orthogonalen) Transformationsmatrix P, in deren Spalten die or-
thonormierten Eigenvektoren stehen.

4. Ausfithrung der Hauptachsentransformation x = Py in der Gleichung (4.4).
Das Ergebnis ist eine quadratische Gleichung der Gestalt:

Aly% + )\293 +.o An?/i +diyr +days + ...+ dpy, +co = 0. (4.8)

5. Ist Ax # 0, so konnen durch die quadratische Ergdnzung

d, \* &2
Mvy? + deyr = A Sl I
kY T QxYk k(yk+2)\k> I,

in (4.8) die linearen Glieder mit den quadratischen zusammengefasst werden.
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6. Fir n =2 (n = 3) Ermittlung der Art der Kurve (Fliche) 2. Ordnung.

Im neuen rechtwinkligen Koordinatensystem sind die normierten Eigenvektoren die
Einheitsvektoren der Koordinatenachsen. Man nennt die normierten Eigenvektoren
deshalb auch Hauptachsen der quadratischen Form. Sie entsprechen fiir n = 3 den
Hauptspannungsrichtungen bei Untersuchungen allgemeiner Spannungs- und Deformati-
onszusténde.

4.3 Klassifikation von Kurven 2. Ordnung

Fiir n = 2 erhélt man aus (4.8)

)\ly% + /\ng + diy1 + dayz + o = 0. (4.9)
Es seien beide Eigenwerte verschieden von Null. Dann liefert die quadratische Ergénzung
2 2
/\1(yl+2d—;1> +)\2(y2+2d—;2> —f—i—f—i—i—coz(). (4.10)
: 2 d2 ,
Wir setzen Cy = ¢y — 4—)\1 — 4—)\2 Die Transformation
dy ds
21:?/1+2—)\1 22:y2+2—)\2

ergibt nun die Darstellung
)\12% + )\2222 + Co =0. (411)

Besitzen beide Eigenwerte das gleiche Vorzeichen, so nehmen wir oBdA an, dass die
Eigenwerte positiv sind, anderenfalls wird die Gleichung (4.11) mit (—1) multipliziert.
Es sei jetzt ein Eigenwert gleich Null, oBdA sei Ay = 0. Mit

d d?
21291—1‘2—;1 22 = Y2 C0200—4—;1
ergibt sich aus (4.9) und (4.10):
)\12’% + dQZQ + CO = 0. (412)

Aussagen iiber die Art der Kurve 2. Ordnung liefert folgende Tabelle:

’ A1 ‘ Ao ‘ do ‘ Co ‘ Art der Kurve ‘

>0]>0 > 0 | imaginére Ellipse (kein reeller Punkt)
>01(>0 < 0 | reelle Ellipse

>0 <0 # 0 | Hyperbel

>0]>0 = 0 | Paar imagindrer Geraden (reeller Schnittpunkt)
>01]<0 = 0 | Paar reeller Geraden (reeller Schnittpunkt)
>0|=0|+#0| =0 | Parabel

>0|=0|=0]|>0 | Paar imaginédrer paralleler Geraden
>0]=0]|= < 0 | Paar reeller paralleler Geraden

>0|=0|=0| =0 | Paar zusammenfallender Geraden

In Analogie zu komplexen Losungen fiir n = 1 treten fiir n = 2 imaginidre Kurven auf.
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4.4 Klassifikation von Flichen 2. Ordnung

Fiir n = 3 erhélt man aus (4.8)
Alyf -+ )\ng + )\3y§ -+ d1y1 —+ dng + d3y3 + Co = O (413)
Es seien alle Eigenwerte verschieden von Null. Dann liefert die quadratische Ergénzung
di \? dy \? ds \* & & &
A — ] +A —= ] +A =) - -2 5 4 =0 (414
1(y1+2)\1) N Q(yﬁ%) TalBtan) Ty om0
d3 d> d3

Wir setzen Cy = ¢y — D, ﬁ Die Transformation

L4 L b +

2 = — 29 = — 23 = —
1=U 2N 2 = Y2 Mo 3= Ys M
ergibt nun die Darstellung

Besitzen alle oder zwei Eigenwerte das gleiche Vorzeichen, so nehmen wir oBdA an, dass
die Eigenwerte positiv sind, anderenfalls wird die Gleichung (4.15) mit (—1) multipli-
ziert. Es sei jetzt ein Eigenwert gleich Null, o0BdA sei A3 = 0. Mit

d1 d2 d% d%
= —_— = —_— = C = _— — —
=0t oW 22 = Y2+ M 23 =1Y3 0= Co D,
ergibt sich aus (4.13)und (4.14):
22 4 Ao2s 4 dgzg + Co = 0. (4.16)

Analog schliefit man, wenn zwei Eigenwerte gleich Null sind.

Aussagen iiber die Art der Fliache 2. Ordnung liefert folgende Tabelle:

’ )\1 ‘ )\2 ‘ )\3 ‘ d3 ‘ CO ‘ Art der Fliche

>0(>0|>0 > 0 | imaginéres Ellipsoid (kein reeller Punkt)
>0|>0[>0 < 0 | reelles Ellipsoid

>0|>0]<0 > 0 | zweischaliges Hyperboloid

>0|>0]<0 < 0 | einschaliges Hyperboloid

>0(>0|>0 = 0 | imagindrer Kegel (nur Kegelspitze reeller Punkt)
>0|>0|<0 = 0 | elliptischer Doppelkegel (z3 ist Kegelachse)

>0 >0|= # 0 | =0 | elliptisches Paraboloid

>0 <0]|= # 0 | =0 | hyperbolisches Paraboloid (Sattelfliche)
>0|>0|= = > (0 | imaginérer elliptischer Zylinder (kein reeller Punkt)
>0 >0 | = =0 | <0 | elliptischer Zylinder

>0 <0|= = # 0 | hyperbolischer Zylinder

>0|=0|=0]|#0| =0 | parabolischer Zylinder
>0|>0|=0]|=0]|=0 | Paar imagindrer Ebenen (reelle Schnittgerade)
>0|<0|=0|=0|=0 | Paar reeller Ebenen (reelle Schnittgerade)
>0|=0|= = > (0 | Paar imaginérer paralleler Ebenen
>0|=0|= = < 0 | Paar reeller paralleler Ebenen

>0|=0|= =0 | =0 | Paar zusammenfallender Ebenen

In Analogie zu komplexen Losungen fiir n = 1 treten fiir n = 3 imaginére Flidchen auf.
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5 Reelle Funktionen mehrerer reeller Variablen

5.1 Definition und Darstellungsmoglichkeiten

Definition 5.1 Unter einer Funktion von zwei Variablen versteht man eine Vorschrift,
die jedem geordneten Zahlenpaar (x,y) mitx € X undy € Y, wobei X undY Teilmengen
der Menge der reellen Zahlen sind, in eindeutiger Weise ein Element u der Menge U C R
zuordnet. Die Mengen

{(z.y) |[reXAyeY} A{ueU|3(z,y) € D(f):u=f(z,y)} CU

heiflen Definitionsbereich D(f) und Wertebereich W (f) der Funktion f entsprechend.

Wegen der Eindeutigkeit der Zuordnung ist eine Funktion gegeben durch

Der Definitionsbereich D(f) einer Funktion u = f(x,y) kann als eine Punktmenge M
in der Ebene betrachtet werden. Gehoren alle Randpunkte von M zu M, so heifit M
abgeschlossen. Gehort kein Randpunkt von M zu M, so heifit M offen. Eine offene
Teilmenge M C R? heifit zusammenhingend, wenn je zwei Punkte von M durch einen
ganz in M verlaufenden Streckenzug mit nur endlich vielen Eckpunkten verbunden werden
konnen. Eine offene und zusammenhingende Menge G heifit ein Gebiet. Fin Gebiet
G C R? heifit einfach zusammenhingend, wenn jede in G liegende doppelpunktfreie
geschlossenene Kurve innerhalb von G stetig auf einen Punkt zusammengezogen werden
kann. Andernfalls heifit ein Gebiet G mehrfach zusammenhingend. Ist G ein Gebiet
und nehmen wir zur Menge G alle Randpunkte von G hinzu, so nennt man die so entste-

hende abgeschlossene Menge G einen Bereich. Wir bezeichnen mit r =0 P= ( i )

den Ortsvektor des Punktes P = (z,y) in der Ebene.

Beispiel 5.1 (Rechteckbereich, Umgebung)

(1) Q = {(z,y)|a <z <bAc <y <d abcdcR} istein einfach zusam-
menhiingender Rechteckbereich des R?,

(2) Up(ro) = {r|[r —rof* < ¢*} = {(x,y) [ (x — 20)* + (y — y0)* < ¢°} ist eine ¢ - Um-

gebung des Punktes Py = (xq,yo) mit 1o :OTDO (einfach zusammenhingendes
Gebiet des R?).

Beispiel 5.2 Die Cobb-Douglas-Funktion stellt fir n = 2 das Produktionsergebnis in
Abhdngigkeit von den beiden Variablen x = A (Arbeitskrdifte) und y = K (fir Produkti-
onsmittel aufgewendetes Kapital) dar und besitzt die allgemeine Gestalt

B

u= f(z,y) =az’y” D(f)={(z,y) |z >0Ay >0}, o B,7v>0, F+v=1

Definition 5.2 Unter einer Funktion von n unabdngigen Variablen versteht man eine
Vorschrift, die jedem geordneten n-Tupel (x1,xo, ..., x,) mitx; € X; (i =1,...,n), wobei
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X; (i =1,...,n) Teilmengen der Menge der reellen Zahlen sind, in eindeutiger Weise
ein Element u der Menge U C R zuordnet. Die Mengen

{(x1,...,zn) |z € Xi(t=1,...,n)} {ueU|Ixy,...,x,) € D(f) :u= f(x1,...,2,)}

heiflen Definitionsbereich D(f) und Wertebereich W (f) der Funktion f entsprechend.
Schreibweise: v = f (1,2, ..., 2,) (21,2, ...,x,) € D(f)

Beispiel 5.3 Allgemeine Gestalt von Cobb-Douglas-Funktionen fiir n > 2

n

n
u= f(xy,T,...,2,) = oz* ... 20", ;> 0Vi, E a; = 1.
i=1

Darstellungsmoglichkeiten fiir n = 2

1. Analytische Darstellung

(1) Explizite Darstellung: v = f(x,y)
(2) Implizite Darstellung: F(z,y,u) =0

2. Graphische Darstellung

(1) Das Zahlentripel (z,y,u) mit u = f(z,y) wird als Punkt im Raum aufgefasst.
Die Gesamtheit der Punkte stellt eine iiber dem Definitionsbereich liegende
Fléache dar.

(2) Darstellung durch Héhenlinien auf der Fliache (Niveaulinien in der x, y-Ebene):
Wir setzen u = f(x,y) = ¢ = const., wobei ¢ eine Teilmenge der Menge der
reellen Zahlen durchléuft. Die Ebene u = ¢ ist parallel zur xy-Ebene und hat
von ihr den Abstand c. Auf jeder dieser Ebenen wird die Kurve f(z,y) = ¢
gezeichnet, woraus man das Hohenlinienbild erhélt.

5.2 Grenzwerte und Stetigkeit

Wir bezeichnen mit Uy (ro) = Uy(ro)\{ro} eine punktierte ¢ - Umgebung des Punktes
(20, Y0), d.h. ry gehort nicht zur Umgebung.

Definition 5.3 Die Funktion v = f(r) = f(z,y) sei wenigstens in UJ(rg) definiert.
Wenn fir jede Folge r,, mit den Eigenschaften

1°r, € US(I'Q> Vn

2° lim r,, = ry (dquivalente Formulierung: lim x, = o A lim y, = yo)

n—oo n—oo

die Folge f(r,) der zugehdrigen Funktionswerte gegen ein und denselben Wert A kon-
vergiert, so heifit A Grenzwert (GW) von f(r) fir r — ro. (Der Grenziibergang erfolgt
fir alle Koordinaten gleichzeitig.)
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Schreibweise: lim f(r) = lm  f(z,y) = A.

r—ro (z,y)—(20,y0)

Fiir n = 1 kann man sich dem Punkt ¢ von links und von rechts ndhern. Dies rechtfertigt
die Betrachtung einseitiger GW. Fiir n > 1 gibt es unendlich viele Moglichkeiten der
Anndherung an den Punkt (z,yo), deshalb werden einseitige GW nicht betrachtet. Die
Ubertragung von Definition 5.3 auf den Fall uneigentlicher GW ist jedoch maglich.

Definition 5.4 u = f(x,y) D(f)=A{(z,y) |lre X ANyeY}
Fiir jedes fizierte y € Y ezistiere lim f(x,y) = ¢(y).
T—T0

Fiir jedes fizierte x € X existiere lim f(z,y) = 1 (z). Die GWe
y—0

lim ¢(y) = lim (lim f(x,y)) lim ¢(z) = lim (lim f(z,y))

Y—Yo Y—Yo T—T0 T—XT0 T—x0 Y—Yo

heiffen, falls sie existieren, iterierte GWe, d.h., der Grenziibergang wird in einer be-
stimmten Reihenfolge durchgefiihrt.

Die iterierten GW sind nicht notwendig gleich. Die Reihenfolge der Grenzwertbildung
ist i. Allg. nicht vertauschbar.

. z—y+ 2+ 9°
Beispiel 5.4 f(z,y) = o D(f) ={(z,y) |y # -z} @0o=yo=0
lim flz,y) =¢(y) =y -1 lim(lim f(z,y)) = -1,
lim f(r,y) =¥(y) =z+1  lim (lim f(z,y)) = +1.
y—0 z—0 y—0

Definition 5.5 (Stetigkeit, Unstetigkeit)

1. Die in U,(ry) definierte Funktion f(r) heifst an der Stelle ro stetig nach allen
Variablen, wenn

1° lim f(r) als eigentlicher GW euxistiert, d.h. lim f(r)=A A€R,
r—ro r—ro

2° A= f(ro).

2. Die in Ug(ro) definierte Funktion f heifit an der Stelle rq unstetig, wenn sie dort
erkldrt, aber nicht stetig ist, oder, wenn sie dort nicht erkldrt ist.

Beispiel 5.5 f(z,y) = (2% +y* — 1)7! ist unstetig lings des Kreises 2% + 3> = 1.

5.3 Partielle Differenzierbarkeit

Die Funktion v = f(z,y) D(f) ={(z,y) |z € X Ay € Y} ldsst sich im Raum durch eine
Fléache darstellen. Fiir fixiertes yy € Y ist y = yp eine parallel zur xu-Ebene verlaufende
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Schnittebene und u = f(x,yo) = ¢(x) definiert eine auf der Fldche u = f(x,y) befindliche
Schnittkurve der Flidche mit der Ebene y = y5. Den GW
p(xo + Az) — p(20) f(zo + Az, yo) — f(%o, Yo)

/ T T
#'(x0) = Alggo Az - Alggo Ax

= fx(x07y0)

bezeichnet man, falls er existiert, als partielle Ableitung 1. Ordnung der Funktion
u = f(z,y) nach der Variablen z an der Stelle (zg, o).

Geometrische Deutung: f.(xo,10) ist der Anstieg der Tangente an die Fléchenkurve
u= f(x,y0) = ¢(z) im Raumpunkt mit den Koordinaten (xq, yo, f (o, yo))-

Analog setzt man u = f(zg,y) = ¢ (y) und bezeichnet den GW

v by AY) =) L f(@o,yo + Ay) — f(xo, o)
viw) =Ly = 4% Ay

= fy(fovyo),

falls er existiert, als partielle Ableitung 1. Ordnung der Funktion u = f(z,y) nach
der Variablen y an der Stelle (zg, o).

Geometrische Deutung: f,(zo,yo) ist der Anstieg der Tangente an die Flachenkurve
u = f(zo,y) = ¢¥(y) im Raumpunkt mit den Koordinaten (x¢, yo, f(xo, yo))-

Die partiellen Ableitungen 1. Ordnung f,(xo, o), f,(z0,%0) geben also den Anstieg
der Fliache u = f(x,y) an der Stelle (x¢,yo) in Richtung der a- bzw. y-Achse an. Im Falle
ihrer Existenz heifit die Funktion f(x,y) partiell differenzierbar.

of _9f

Bezeichnungen: f, = 3 =3
x Y

ty
Berechnung der partiellen Ableitungen: Eine Variable fixieren und nach der anderen
differenzieren.

Fiir eine Funktion f(xi,s,...,z,) von n unabhéingigen Variablen xi,z,,...,z, kann
man ensprechend n verschiedene partielle Ableitungen 1. Ordnung bilden, indem
man jeweils n — 1 Variable fixiert:

o
8.(51

of

~ 9y

of

fl‘z axn

fl’n -

Bezeichnungen: f,, =

Beispiel 5.6 Fiir die Cobb-Douglas-Funktion u = f(x,y) = az’y? gilt:

fo=aBa Yy f, = ayafy

5.4 Partielle Ableitungen héherer Ordnung

Fiir die Funktion u = f(z,y) lassen sich auch partielle Ableitungen héherer Ordnung
bilden. Fiir n = 2 Variable sind folgende partielle Ableitungen 2. Ordnung méglich:

0 0 f o ( of D’ f . .
foz = P ( o ) =52 foy = a_y ( 8_y ) = 8_y2 reine Ableitungen,

_ 0 (afN_ f _ 9 (of\_ o : :
foy = , ( o ) = 950y’ fyz = or\ 3y )~ dyon gemischte Ableitungen.
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Analog definiert man Ableitungen der Ordnung k > 2. Der Fall f,, # f,, kommt vor.

Theorem 5.1 (Satz von Schwarz) Sind die partiellen Ableitungen k-ter Ordnung
einer Funktion f(z,y) stetig nach allen Variablen in einer offenen Menge M C D(f)
so ist die Reihenfolge der Differentiationen vertauschbar.

Beispiel 5.7 Fir die Cobb-Douglas-Funktion u = f(x,y) gilt:

U= fa:y - fya: = aﬁvmﬁ_lyw_l'

5.5 Totale Differenzierbarkeit und totales Differenzial

Definition 5.6 (Totale Differenzierbarkeit, totales Differenzial)

1. FEine im Gebiet G definierte Funktion uw = f(x,y) heifst total (vollstindig) diffe-
renzierbar an der Stelle (zo,v0), gdw gilt:

lim f(zo + Az, yo + Ay) — f(wo,y0) — (fa(To, Yo) Az + f, (0, yo) Ay)

=0.
(s2.2)=00) VBP+ (Byp

(5.1)

2. Die Differenz Af = f(xo + Ax,yo + Ay) — f(z0,v0) heifit totaler Zuwachs der
Funktion u = f(x,y) an der Stelle (xq,yo).

3. Der lineare Differenzialausdruck

df = fo(wo, yo) Az + fy(z0,y0)Ay (5.2)

heifit das zur Stelle (xg,yo) und zu den Argumentzuwichsen Ax und Ay gehirige
totale Differenzial der Funktion f.

: Af—df

lim
(Az,Ay)—(0,0) \/(Aa:)2 + (Ay)?
deutet, in einer kleinen Umgebung des Punktes (g, 30) gilt die Beziehung Af ~ df.

Somit lésst sich (5.1) in der Form = 0 schreiben. Dies be-

Theorem 5.2 Besitzt eine Funktion u = f(x,y) an der Stelle (zo,yo) stetige partielle
Ableitungen 1. Ordnung, so ist f(z,y) an dieser Stelle total differenzierbar.

Beispiel 5.8 Die Funktion v = f(z,y) = x%¢®, D(f) = R? besitzt stetige partielle
Ableitungen 1. Ordnung f, = z(zy+2)e™, f, = x*e™ und ist total differenzierbar.
Berechnen Sie Af und df im Punkt (xg, o).

Fiir eine in (29, yo) total differenzierbare Funktion v = f(z,y) existiert im Flichen-
punkt (xo, Yo, f(zo,yo)) eine Tangentialebene. Sie besitzt die Gleichung

z = f(xo,y0) + fz(xo,y0) (x — o) + fy(xo,y0) (¥ — Yo)-
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Theorem 5.3 (Verallgemeinerte Kettenregel) Sei v = g(v(z),w(x)) total diffe-
renzierbar in G C R%. Die Funktionen v = v(z) und w = w(z) seien stetig differen-
zierbar in |a,b[, wobei fir x €|a,b| die Funktionswerte v = v(z) und w = w(z) in G
liegen mdgen. Dann ist die Funktion g(v(x),w(x)) in |a,b| stetig differenzierbar und
es qilt:

dg(v(z),w(x)) dv dw

Speziell erhdlt man aus (5.3) fir eine durch F(z,y) = 0 implizit gegebene Funktion
y = f(x) die Ableitung y' = f'(z), falls eine solche existiert, indem man g = F, v(x) = x
und w(z) = f(x) =y setzt:

dg(v(z), w(z)) dF(z, f(z)) _ oy oyt
P = = =F+F,f(x)=0 :>f(x)——F falls  F, # 0.

Y

5.6 Extremwerte reeller Funktionen mehrerer reeller Variabler

5.6.1 Extremwerte ohne Nebenbedingungen

Definition 5.7 Sei u = f(P) = f(z1,...,2,) P = (x1,...,2,) € D(f) und By =
(29, ...,2%) € D(f).

1. Die Funktion u = f(x1,...,x,) besitzt in Py ein lokales Minimum (lokales Ma-
ximum) f(F) gdw eine Umgebung U,(Fy) C D(f) existiert, so dass gilt:

f(P) = f(R)  (f(P)< f(R) VP eU ()

Falls fir alle P € U,(Py)\{Po} eine strenge Ungleichung vorliegt, so spricht man
von einem eigentlichen lokalen Extremum.

2. Die Funktion u = f(xy,...,x,) besitzt an der Stelle P,, (Py) ein globales Mini-
mum (globales Maximum) f(P,,)(f(Py)) gdw gilt:

f(P) = f(Pn)  (f(P)< f(Pu)) YV PeD(f)
Dabei heifien f(P,,) und f(Py) die globalen Extrema von f in D(f).

3. Sei D(f) abgeschlossen (d.h. alle Randpunkte gehoren zu D(f)). Dann heifit f(FPp)
ein inneres (lokales oder globales) Extremum, wenn f(FP,) ein lokales oder
globales Extremum und Py kein Randpunkt von D(f) ist.

4. f(Po) heifft Randextremum, wenn f(Py) ein Extremum und Py ein Randpunkt
von D(f) ist.

Jedes globale Extremum ist gleichzeitig ein lokales, die Umkehrung gilt jedoch nicht.
Wie fiir n = 1 lassen sich innere lokale Extrema mit Hilfe der Differenzialrechnung
ermitteln. Durch Vergleich dieser Extrema mit den Funktionswerten auf dem Rand von
D(f) ergibt sich dann eine Aussage iiber die globalen Extrema von f(P) auf D(f).

Notwendiges Kriterium fiir die Existenz eines lokalen Extremums:
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Sei f partiell differenzierbar in D(f) und Py = (29,...,2%) € D(f) kein Randpunkt
von D(f). Besitzt f in Fy ein inneres lokales Extremum f([5) so gilt: f,,(Fy) =
0 (i=1,...,n).

Fiir n = 2 und Py = (20, o) bedeutet die letzte Bedingung;:

fe(20,0) =0 und fy(xt)’yo) = 0. (5.4)

Punkte, in denen alle partiellen Ableitungen 1. Ordnung gleichzeitig verschwinden,
heiflen stationidre Punkte von f.

Hinreichendes Kriterium fiir die Existenz eines lokalen Extremums

Die Funktion f besitze stetige partielle Ableitungen 1. und 2. Ordnung in D(f).
Es sei Py = (29,...,2%) € D(f) ein stationiirer Punkt von f und kein Randpunkt von
D(f). Ist die Hesse-Matrix

fﬂclxl (P()) fﬂﬂlm (P()) ce fmwn(PO)
() = | oD 0 T
fznxl (PO) fxnxg (PU) s fxnxn (PO)

gebildet aus allen partiellen Ableitungen 2. Ordnung, an der Stelle F

1° positiv definit, so liegt an der Stelle P, ein eigentl. inn. lok. Min.,
2° negativ definit, so liegt an der Stelle Fj ein eigentl. inn. lok. Max.,
3° indefinit, so liegt an der Stelle P, kein lokales Extremum vor.

4° In allen anderen Fillen ist auf diesem Wege keine Aussage iiber Extrema moglich.

Speziell erhélt man fiir n = 2: Die Funktion f besitze stetige partielle Ableitungen
1. und 2. Ordnung in D(f). Es sei Py = (zo,y0) € D(f) ein stationdrer Punkt von f
und kein Randpunkt von D(f). Wir bezeichnen mit Kf(xg,yo) den Ausdruck

K¢(20,90) = fae(T0, Y0) fyy (0, y0) — f2,(x0, Yo)- (5.5)

Dann ist

1° f(zo,yo) ein eigentl. inn. lok. Min. fir f, falls K;(zo, yo) > 0 und fo.(zo,y0) > 0,
2° f(xo,yo) ein eigentl. inn. lok. Max. fiir f, falls K(xo,yo) > 0 und f,.(20,%0) < 0,
3° f(xo,yo) kein lokales Extremum fiir f, falls K;(zg,y0) <0,
4° keine Aussage moglich, falls Kr(xg,yo) = 0.

Fir Ky(zo,v0) > 0 besitzen f,, und f,, in (x¢, yo) wegen (5.5) stets dasselbe Vorzeichen.

Gilt (5.4) und K¢(xo, o) < 0, so heifit (zg,yo) Sattelpunkt von f.

In einem stationidren Punkt verliduft die Tangentialebene parallel zur xy-Ebene. Thre
Gleichung lautet: u = f(xo,y0). Dies gilt auch, wenn in (x,7o) ein inneres lokales
Extremum vorliegt, die Umkehrung ist jedoch i. Allg. nicht richtig.
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Beispiel 5.9 (Stationdre Punkte, Extrema)

(1) u = f(x,y) = 2> +y* D(f) =R* [,(0,0) = £,(0,0) = 0, also ist (0,0) nach
(5.4) ein stationdrer Punkt. Wegen K;(0,0) = 4 > 0 besitzt f im Punkt (0,0)
ein eigentliches lokales und zugleich globales Minimum f(0,0) = 0.

(2) u = f(z,y) = 2> —y* D(f) =R* [,(0,0) = £,(0,0) = 0, also ist (0,0) nach
(5.4) ein stationdrer Punkt. Wegen K(0,0) = —4 < 0 besitzt f im Punkt (0,0)
einen Sattelpunkt f(0,0) = 0. Die Schnittfunktion f(x,0) = p(z) = 2* (f(0,y) =
Y(y) = —y?) hat beim Durchgang durch (0,0) ein eigentliches lokales Minimum
(Maximum). Die Tangentialebene verlduft parallel zur xy-Ebene.

(3) uw=flx,y) = (x+y)* D(f) =R folz,y) = fy(v,y) =22+ 2y =0, dh
alle Punkte der Geraden y = —x sind stationdre Punkte, jedoch ist K = 0. Da
f(z,y) > 0 firy # z, liegt in allen Punkten der Geraden ein absolutes Minimum
vor (parabolischer Zylinder).

5.6.2 Die Methode der kleinsten Quadrate

In der zy-Ebene seien N +1 Punkte (z;,v;) (¢ =0,...,N) mit x; # x; fiir i # j gegeben.

Gesucht ist eine von z und n Parametern ag, ay,...,a,_1 (n < N) abhéngige Funktion
y = f(x,ap,...,a,_1), deren Graph sich moglichst gut den gegebenen Punkten anpasst.
Man wiéhlt die Parameter aq, ..., a,_; derart, dass

N
Q(aoa ce :anfl) = Z[f(xja ag, - - - >an*1) - Z/j]2

j=0

minimal wird. Wir betrachten () als Funktion von n Variablen ay, ..., a,_; und wenden,
falls f differenzierbar ist, die Theorie der lokalen Extremwerte an. Die notwendigen
Bedingungen ),, = 0 (I = 0,...,n — 1) liefern dann ein Gleichungssystem zur Be-

stimmung der Parameter ay, ..., a,_1. Diese Gleichungen heiflen Normalgleichungen.
n—1
Wihlt man speziell f als ein Polynom in z, d.h. f(z,aq,...,a,-1) = > ax 2", dann erhilt
k=0
man mit
N n—1
Qaz:2Z( aka:?—yj)xézo (l=0,...,n—1)
j=0 k=0
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Fiir n = 2 (n = 3) ergibt sich die sogenannte Ausgleichsgerade (Ausgleichsparabel).
Die Parameter ag und a; der Ausgleichsgeraden berechnet man aus dem 1GS:

N N
Yorilar + (N+1)a = > v
iz 20

=

) N N
i) ar + | Y wi)a = Zoyj ;.
J:

Jj=0 J=0

Auf Grund der Voraussetzung x; # z; fiir ¢ # j ist das Normalgleichungssystem stets
eindeutig l6sbar. Die Ausgleichsgerade oder auch Regressionsgerade ist diejenige
Gerade, die sich den N 4+ 1 Messpunkten am besten anpasst.

Beispiel 5.10 (Methode der kleinsten Quadrate) Vor der Erdffnung einer neuen
Mensa wurde in einer Umfrage unter Studenten folgendes Kaufkraftpotenzial (Umsatz in
€ pro Woche) ermittelt:

Preis pro Portion (in €) || 1.25 | 1.50 | 1.75 | 2.00 | 2.25
Nachfrage (in Portionen) || 1000 | 760 | 560 | 400 | 300

Berechnen Sie mittels eines linearen Ansatzes eine Preis-Absatz-Funktion f(x), die die
Umfrageergebnisse bestmdglich wiedergibt. Fiir welchen Preis xg ist der Absatz gleich Null?

Wir bezeichnen mit x; den Preis pro Portion und mit y; die Nachfrage (j =0,...,4). Zu
berechnen ist die Ausgleichs- oder Regressionsgerade. Die bendtigten Summen erhdlt
man aus der Tabelle: ’

AR
0] 1.25 1000 L.56] 1250
11150 760 2.25 | 1140
2 [1.75| 560 | 3.06| 980
3
1

2.00| 400 | 4.00 | 800
2.25| 300| 5.06 | 675
> 18.75 13020 | 15.93 | 4845

Man erhalt das 1GS
87 a; 4+ 5.00 ay = 3020

1593 a1 + 875 ay = 4845,

welches die eindeutige Losung a; = —713 und ay = 1851 besitzt. Die Regressions-
gerade lautet also f(x) = =713z + 1851. Sie besitzt die NS zq = 2.60, fiir welche der
Absatz gleich Null wird. Ab einem Preis von 2.60 € ist kein Umsatz mehr zu erwarten.

5.6.3 Extremwerte unter Nebenbedingungen

Vielfach tritt das Problem auf, Extremwerte einer Funktion v = f(x,y), (x,y) € G
zu bestimmen, wenn x und y gleichzeitig noch irgendeiner Nebenbedingung unterliegen,
d.h. einer Gleichung g(z,y) = 0 geniigen. Man spricht dann von der Bestimmung eines
Extremwertes unter Nebenbedingungen.

Der Unterschied zu den in Kapitel 3 behandelten Optimierungsaufgaben besteht darin,
dass in der linearen Optimierung Zielfunktion und Nebenbedingungen linear sind
und die Nebenbedingungen als Ungleichungen gegeben sind. Wegen der Linearitit der
Zielfunktion und der LNB versagen fiir die NLOP die Methoden der Analysis.
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Beispiel 5.11 Wir betrachten fir n = 2 die Cobb-Douglas-Funktion im Spezialfall
a=1,=~v=1/2 (vgl. Beispiel 5.2):

u= flr,y) ="y =y, D(f)=(z,9)[z>0Ay>0. (5.6)

Gesucht ist der grifste Funktionswert u unter der Nebenbedingung, dass das fiir Arbeits-
krifte x und Produktionsmittel y einsetzbare Kapital durch den Wert d beschrdankt ist:

r+y=d, d > 0. (5.7)

Geometrische Interpretation: Die Nebenbedingung (5.7) in Form einer linearen Glei-
chung beschreibt in der xy-Ebene eine Gerade, auf der alle zulissigen Losungen liegen.
Unter diesen suchen wir nun denjenigen Punkt, fiir den der maximale Funktionswert u
erreicht wird, oder anders ausgedriickt, der auf der Héhenlinie liegt, die der maxima-
len Héhe entspricht. Die Hohenlinie erhdlt man aus der Gleichung /Ty = ¢, ¢ € R oder
y=c/x, c € R. Fiir c # 0 erhdlt man Hyperbeliste, die fiir das gegebene Definitionsgebiet
im 1. Quadranten liegen und fiir c = 0 die positiven Halbachsen. Es ist nun der Hyperbe-
last, d. h. der Wert fiir ¢® gesucht, der nur einen Schnittpunkt mit der Geraden y = d—x
besitzt. Es ergibt sich x* —dx + ¢ = 0 baw. x1p = d/2+ \/d?/4 — ¢2: Fiir ¢ = d*/4 gibt
es nur eine Losung, ndmlich xo = d/2. Im Punkt (xo,y0) = (d/2,d/2) auf der Geraden
(5.7) nimmt die Funktion u = f(x,y) ihren grifiten Wert ug = f(xo,v0) = xo = d/2.

FEine andere Interpretation: Da der gesuchte Punkt die Gleichung (5.7) erfillen soll, liegen
die maglichen Eztrema auf der Schnittkurve s, der durch u = f(x,y) dargestellten Fliche
mit der Ebene, die durch die Gerade y = d — x hindurchgeht und senkrecht auf der xy-
Ebene steht. Das Maximum dieser Schnittkurve ist die gesuchte Lésung des Problems.

Losungsverfahren fiir Extremwertaufgaben mit Nebenbedingungen

1. Die Reduktionsmethode: Die Gleichung fiir die Nebenbedingung g(x,y) = 0 sei ein-
deutig nach einer der Variablen auflosbar. OBdA nehmen wir die Auflosbarkeit nach
y an: y = @(x). Dann erhélt man durch Einsetzen von y = ¢(x) in die Ausgangs-
funktion v = f(z,y) eine Funktion v = f(z,¢(x)) = F(x), die nur noch von einer
Variablen x abhéngt. Damit ist das Problem auf die Bestimmung von Extremwerten
einer Funktion einer Variablen zuriickgefiihrt worden.

Die Anwendung dieser Methode auf den Fall von mehr als zwei Variablen und mehr

als zwei Nebenbedingungen ist i. Allg. nicht moglich.

2. Die Methode der Lagrange-Multiplikatoren: 1. Schritt: Ermittlung aller stati-
onidren Punkte der Lagrange-Funktion:

L(z,y,\) = f(z,y) + \g(x,y) (z,y) € G, X\ € R(\ Parameter)

Notwendiges Kriterium fiir die Existenz eines relativen Extremwertes

Die Funktionen f und g seien in G total differenzierbar. Besitzt f in Py =
(x0,Y0) € G unter der Nebenbedingung g(z,y) = 0 einen relativen Extremwert,
wobei ¢, (zo,y0) # 0 oder g,(zo,y0) # 0 erfiillt sein moge, dann erfiillt (xo,yo) die
Gleichungen

LﬂU(xO?yO?/\) = fm(%;%) + Agx(l‘o,yo)
Ly(xo,y0,A\) = fy(0,y0) + Agy(xo, vo)
L)\(man[))A) = 9(950,90) = 0.

=0,
=0,

29



Man erhilt also als notwendige Bedingung ein System von drei i. Allg. nichtli-
nearen Gleichungen mit den Unbekannten g, 3o, A.

2. Schritt: Untersuchung, welcher der stationdren Punkte ein relativer Extrem-
wert von f unter der Nebenbedingung g(z,y) = 0 ist. Hinreichende Bedingun-
gen im Zusammenhang mit der Lagrange-Methode laufen auf die Untersuchung
von Definitheitseigenschaften der Hesse-Matrix fiir die Lagrange-Funktion
hinaus. Oft kommt man jedoch mit Hilfe geometrischer Uberlegungen zum Ziel.

Die Methode der Lagrange-Multiplikatoren lésst sich ohne Schwierigkeiten auch
auf Funktionen u = f(x1,...,x,) von n Variablen iibertragen, deren Extremwerte
insgesamt k Nebenbedingungen (1 < k < n — 1) unterworfen sind.

Nachteile der Methode der Lagrange-Multiplikatoren: Die Anzahl der Variablen
vergroflert sich. Die hinreichenden Bedingungen sind schwer iiberpriifbar.

Beispiel 5.12 (Losung von Beispiel 5.11)

(1)

(2)

Reduktionsmethode: y = d — z eingesetzt in (5.6) liefert f(z,y) = f(z,d —x) =

d—2x
F(z) = +/2(d — ). Aus F'(2) = ——— = 0 erhdlt man xo = d/2 als einzigen

stationidren Punkt von F. Einsetzen in (5.7) ergibt yo = d/2. Wegen
(d — 2x)?
x(d —x)
4x(d — x)

(~4)y/ald =) -

F'(z) = und F'"(xg) = F"(d/2) = —-2/d <0

liegt in xy = d/2 ein lokales und gleichzeitig das globale Maximum fir F vor.
Im Punkt (xg,y0) = (d/2,d/2) nimmt dann die Funktion f(x,y) das globale Ma-
ximum f(xg,yo) = d/2 an.

Methode der Lagrange Multiplikatoren:
L(z,y,\) =Vzy+ ANz +y—d) (xr,y) €D XeR (X Parameter).

Man erhdlt das nichtlineare Gleichungssystem
Yy x
L(x,y\) = ——+A=0,L,(x,y,\) = ——=+ A =0, Lx(z,y,\) = —d=0.
(x,y,\) 2\/@+ o (T, Y, ) 2\/@4— ATy, ) =x+y

Aus den ersten beiden Gleichungen ergibt sich A\ = —

Y x
2\/x_y_ 2\/@,@130$—y.
Aus der dritten Gleichung folgt dann © = y = d/2. Ferner ist A\ = —1/2. Somit
ist (zo,Y0, No) = (d/2,d/2,—1/2) der einzige stationire Punkt der Lagrange-
Funktion. Dabei gilt g,.(zo,y0) =1#0 .

Wir diberprifen, ob im stationdren Punkt ein Extremum wvorliegt. Sei § # 0.
Wir bilden 1 = 20+ = d/24+ 6 und y; = —(x9 + ) + d = d/2 — 6. Der Punkt
(x1,11) liegt auf der Geraden x +y = d. Dann ist

Flan ) = V(d/2+6)(d/2 = 0) = \/d2/4 = 62 < \/d[4 = d/2 = [(z0,y0).

fir alle 6 # 0. Folglich liegt im Punkt (xg,y0) = (d/2,d/2) ein lokales und gleich-
zeitig das globale Maximum vor.
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6 Anhang

Beispiel 6.1 Zwei Motorentypen My und My werden an den Fliefbindern A und B mon-
tiert. Am Flieffband A kénnen je Stunde n; = 60 Motoren M,y oder ny = 60 Motoren My
hergestellt werden, wihrend am Fliefsband B n3 = 90 Motoren M; oder ny = 60 Motoren
M, je Stunde produziert werden kénnen. Bendtigt werden doppelt so viele Motoren vom
Typ My wie vom Typ My. Die Montage ist so zu organisieren, dass in 8 Stunden eine
mazimale Stiickzahl vom Typ My und damit auch vom Typ My erreicht wird.

1. Aufstellung des LOP

Bezeichnet man mit x1 bzw. xo die Montagestunden an A fiir My bzw. My und mit x3
bzw. x4 die Montagestunden an B fiir My bzw. Ms, so ergibt sich folgendes LOP:

z = 60z1 + 90x3 — max (bezogen auf M)
unter den LNB

T+ < 8
T3+ T4 < 8
2(60.%1 + 90%3) = 60$2 + 60.1'4

und den NINB
x120,$220,x320,x420.

Dieses LOP ist nicht in der Normalform gegeben.

2. Konstruktion einer Normalform der LOP (NLOP):

z* = —60x; — 90x3 — min
unter den LNB
T+ T + x5 = 8
T3 + X4 + x5 = 8 (6.1)
2371 — T2 —+ 3.773 — X4 =0

und den NNB
l'l2071'2ZO,I3ZO,$4ZO,ZL‘5ZO,ZEGZO.

Die Schlupfvariablen x5 und xg lassen sich dabei als Stillstandszeiten von A und B
interpretieren.

3. Bestimmung einer Basisdarstellung von (6.1) mittels AVS

To| x1 ® T3 Ty Ts Tg
w| 1 1 0 0 08
U2 0 0 1 1 0 1] -8 (Ul — ,I’5)
Us 2 —1 3 =1 0 0} O
zZ1-60 0 =90 O O O} O
T1 T T T3 Ty Tg
rs | —1 —1 0O 0 0| 8
w0 0 1 1 -8 (uy > )
Us 2 —1 3 =1 0| O
zZl—-60 0 =90 O O| O
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Ty Ty T2 T3 Ty By ) T3
x5 | —1 —1 0 08 x5 | —1 —1 08
x| 0 0 -1 -1|8 (ug > x4) e | -2 1 8 |.
U3 2 —1 3 |—1[]0 T4 2 -1 310
21 —-60 0 —90 0[]0 21 —=60 0 =900
Die Basisdarstellung By von (6.1) besitzt folgende Eigenschaften:
1° Basisvariable sind x4, x5, g, Nichtbasisvariable sind x, x4, 3.
2° Die Basislosung x! = (z1 ... zg) lautet: x; = 0, 29 = 0, 23 = 0, 24 = 0, 5 =

8, x¢ = 8, der zugehorige Wert der Zielfunktion z*(xq) ist dy = 0. Diese Ba-
sislosung ist die schlechteste von allen Basislosungen, denn wegen x5 = xg = 8
stehen beide Flieffbdnder 8 Stunden lang still.

3° By st zuléssig, da by = 8,0y = 8,03 = 0 offensichtlich der Bedingung by, ...,b, >0
mit p = 3 gendigt. Folglich ist By ein Simplextableau, also By = ..

4. Priifung des Simplexkriteriums

Das Simplextableau Sy ist nicht entscheidbar, da weder S1 (z.B. wegen d; = —60 < 0)
noch S2 (z.B. wegen by = —1 < 0 und byg = —4 < 0) erfillt sind.

5. Simplexverfahren

Gemdf$ SR1 sind die 1. und 3. Spalte von Sy als Pivotspalte geeignet. Fiirt = 3 ergibt
sich nach SR2 s = 2, da J(3) = {2}. Also ist beg in Sy das nichste Pivotelement

Sy 1 Ty  Xg

x5 | —1 0 8
(wg «— x3) T3 | —3 i -1 2.

I I

z| =15 -2 % —180

Das Simplextableau S, ist nicht entscheidbar, da weder S1 (z.B. wegen dy = —15 < 0)
noch S2 (z.B. wegen by = —1 < 0 und bys = —1 < 0) erfillt sind. Somit ist das Simplex-
verfahren fortzusetzen. Gemdfl SR1 sind die 1. und 2. Spalte von S als Pivotspalte
geeignet. Firt =2 erqgibt sich

, by bg} ) {8 6 }
J(2)=1{1,3} wund m(2) =minq —,—— r =ming —, —— » = 8§,
(2) = 11,3} 2) {|b12| |b3a] 170.25

d.h. nach SR2 ist s = 1. Also ist byy in S; das ndchste Pivotelement.

SQ T Iy Tg

(5 «— x2) zg| -2 -1 -1 4.
AR
TR Y,
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30 90 90
Das Simplextableau S, ist entscheidbar, da d; = T dy = T und ds = vy nicht negativ

sind und somit S1 erfillt ist. Die Basislosung
171:0, ZE2:87 IL’3:4,I4:4, ZL‘5:0,$6:O
st eine optimale Losung des LOP.

Fiir das Ausgangsproblem heifit dies: Die maximale Anzahl montierter Motoren My betrdgt
360, die von My ist 720. Am Flieflband A sind nur Motoren vom Typ My herzustellen,
wdhrend am Fliefband B je 4 Stunden Motoren vom Typ M und vom Typ My zu produ-
zieren sind. Die Stillstandszeiten x5 an A und xg an B sind gleich Null.

Beispiel 6.2 Gegeben sei ein LOP mat
z=21 4+ T9+3 — min

unter den Bedingungen

rT1 + 19 — 223 > 1
—ry + ®y — x3 > 2
—I1 + T3 2 0

und x1 > 0, x9 > 0, x3 > 0. Nach Einfiihrung der Schlupfvariablen z4, x5, ¢ ergibt
sich das NLOP

z=1x1+ 29+ 3 — min

mil
T1 + Xy — 2x3 —x4 =1
T + X2 — T3 —s5 = 2
—T1 + xIs3 —Tg = 0
und
x120,...,x620.

Multiplikation der ersten beiden Gleichungen des1GS mit (—1) und Einfihrung der Hilfs-
variablen uy, ug, ug wie in Punkt 3.3.4. liefert das Hilfsproblem (H):

h = u; + us + ug3 — min

mit dem 1GS
U, = —-Ir;1 — T9 —+ 21’3 + x4 + 1
Ug = ry — X9 + T3 + x5 + 2
uz = —I + T3 — Tg

und den Nebenbedingungen
T 207"'71:6207 Uy Zoa U2207 U’SZO

Das zugehorige Anfangstableau ist bereits ein Simplextableau beziglich (H). Es hat
unter Einbeziehung der z-Zeile die Form

TO T To T3 T4 Ty T

Uy -1 -1 2 1 0 01

Us 1 -1 1 0 1 012

U -1 0 1 0 0 [-1]|0
up+ugt+us=h|-1 -2 4 1 1 —-1|3

z 11 0 0 O 01]3
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Wihlen gemdf$ SR1 t = 6 als Pivotspalte und nach SR2 s = 3 als Pivotzeile (uz «—
xg). Das folgende Tableau hat nun die Form:

T T Ty T3z T4 Ts

u -1 [-1] 2 1 0f1

U9 1 -1 1 0 1|2

Tg -1 0O 1 0 o0}(0}
Uy + Uy = h 0 —2 3 1 113

z 1 10 0 0|3

Die néchsten beiden Austauschschritten (uy «— x2) und (uy «— x4) liefern die Tableaus

T2 T T3 T4 Ty T3 T I3 Is

z | -1 2 1 0|1 x| 11 172

Us 2 -1 1|1 . | 2 -1 11

zs |-1 1 0 0]0 zg|—1 1 0[0]
w=h| 2 -1 -1 1]1 h] 0 0 0]0

z 0 2 1 0]4 2| 2 1 1[5

Das letzte Tableau ist ein Simplextableau fir das Hilfsproblem (H). Streichung der
h-Zeile fithrt zu einem Simplextableau fir das urspringliche NLOP, welches sogar
bereits entscheidbar ist:

S() T Ir3 Iy

o] 1 1 1]2
w2 -1 1)1
x| —1 1 00
z 2 1 1|5

Nach S1 ist Sy ein optimales Simplextableau mit der Basislosung
ZL'1:O,.I‘2:2, {E3:0, 174:1, ZE5:07 (L’GZO,
die die optimale Losung 2z, = 5 liefert.
Beispiel 6.3 (Hauptachsentransformation)
572 + 205 — 4w1Ty + 22, — 629 +4 =0 (6.2)

1. Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren

(5 =2 =N =2, B
A—(_2 2) det(A—/\EQ)—‘ o (2_/\)‘—)\—7/\+6—0.

Zu den Eigenwerten \; = 1 und Ay = 6 gehoren die Eigenvektoren

2. Die Eigenvektoren sind bereits orthogonal. Die normierten Eigenvektoren sind

5 () k(D)
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3. Aufstellen der Transformationsmatriz P

1 1 -2 T -1
Pl 1) Per

4. Hauptachsentransformation in der Gleichung (6.2)

()-=G )0

Y2 4 6y2 — 2v/5y; — 2VBys + 4 = 0.

5. Ausfiihrung der quadratischen Erginzung

(th — 2y2)
(6.3)
(2y1 +y2)

S5 -

(11 — V5)* +6(y2 — V5/6)* + (~11/6) = 0.
6. Bestimmung der Art der Kurve: Man erhdlt mittels Division durch (—11/6)

(y1 — \/5)2 + (y2 — \/5/6)2 —1
11/6 11/36 '

Dies ist die Gleichung einer Ellipse mit dem Mittelpunkt in
W =V5~223 S =+5/6~037

und den Halbachsen
a=+/11/6~14  b=+11/6~0.6.

Der Ellipsenmittelpunkt kann mit Hilfe von (6.3) auch im x,x9- Koordinatensystem an-
gegeben werden:
) =2/3~067 a5=13/6~2.1T7.

Die Lingen der Halbachsen dndern sich beim Ubergang vom xy,x2- Koordinatensystem
zum Y1y -Koordinatensystem nicht, da beide Koordinatensysteme durch eine orthogonale
Transformation miteinander verknipft sind. Die Richtung der Hauptachsen der Ellipse
ist im x1, xo- Koordinatenystem durch die normierten Eigenvektoren z!,z? bestimmt.
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