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Ubungsaufgaben zur Algebra

1. (8+4 Punkte)

(a)

Ein lokaler Ring ist ein kommutativer Ring, welcher genau ein maximales Ideal enthélt. Wir wollen in
dieser Aufgabe lokale Ringe charakterisieren. Dazu definieren wir fiir einen beliebigen kommutativen
Ring R mit 1 die Menge der Nicht-Einheiten (non-units) als NU(R) := R\R*.

Beweisen Sie die folgenden Aussagen iiber einen beliebigen kommutativen Ring R mit 1.

i. Sei z € R, dann ist (z) = R genau dann, wenn z € R* (also x ¢ NU(R)).
ii.
NU(R) = U m
m ist maximal in R
Hierbei kénnen Sie annehmen (dies ist eine Konsequenz des Zornschen Lemmas), dass jedes Ideal
in R, welches nicht gleich R ist, in einem maximalen Ideal von R enthalten ist.

iii. Falls R lokal ist, so ist NU(R) ein Ideal in R.

iv. Angenommen, NU(R) sei Ideal in R. Dann ist es notwendig ein maximales Ideal.

v. R ist lokal genau dann, wenn NU(R) ein Ideal in R ist.

Wir betrachten eine Verallgemeinerung der Konstruktion eines Quotientenkorpers aus der Vorlesung

(Satz 7.24). Sei R ein kommutativer Ring mit 1 und S C R eine beliebige Teilmenge von R. S heifit

multiplikatives System genau dann wenn 1 € S ist und wenn fiir all a,b € S gilt, dass a-b € S.

Sei S C R ein multiplikatives System, dann definieren wir den Bruchring S™'R als die Menge der

Aquivalenzklassen von Paaren (a,b) € R x S beziiglich der Aquivalenzrelation: (a,b) ~ (a’,V’) genau

dann, wenn es ein r € S gibt mit 7(a - b — a’ - b) = 0. Wir definieren eine Ringstruktur auf S~™'R

durch (a,b) + (a’, ') := (ab’ 4 ba’,bb") und (a,b) - (a’, V') := (aad’, bb’). Wir schreiben % fiir die (a,b).

i. Zeige, dass S™!R ein kommutativer Ring mit 1 ist.

ii. Sei p ein Primideal in R. Zeige, dass S := R\p ein multiplikatives System ist. Man bezeichnet
den Bruchring S™!'R dann auch als R,.

iii. Sei R ein Integrititsring, S C R ein multiplikatives System mit 0 ¢ S und sei i : R — S~ R die
Abbildung welche durch r +— [(r,1)] = { definiert ist. Zeige, dass 7 ein injektiver Ringhomomor-
phismus ist.

iv. Sei R ein Integritiitsring. Zeige, dass S := R\{0} ein multiplikatives System ist, und dass S™'R
ein Korper ist. Es handelt sich um den Quotientenkérper (manchmal auch Q(R) genannt) aus
Satz 7.24 aus der Vorlesung.

v. Sei p C R ein Primideal. Zeige, dass R, ein lokaler Ring ist und beschreibe sein maximales Ideal.

vi. Sei K ein Korper. Betrachte die Ringe R; := K[z] und Rs := K[[z]] (zur Erinnerung, siche
Definition 6.14 aus der Vorlesung, K[[z]] = {a : NU {0} — K}). Welcher dieser Ringe ist lokal,
und was ist sein maximales Ideal ?

™24 . 1.



2. (8 Punkte) Es sei (p1,p2,p3) = (7,11,13) und
1 0 0 4
(@ij)i=1,2,3=1,234= 10 1 0 5
0 0 1 6

Sehen Sie sich den Beweis der klassischen Version des chinesischen Restsatzes (8.1 in der Vorlesung) an
und bestimmen Sie fiir j = 1,2, 3,4 Zahlen z; € {0,1,...,7-11 - 13 — 1} mit den Eigenschaften

xj = a;; mod p; firi=1,2,3.
Fiihren Sie geniigend Zwischenschritte aus, aus denen Thre Rechnung hervorgeht.

3. (2 Punkte) Nach Satz 8.6 der Vorlesung lift sich jede endliche abelsche Gruppe in der Gestalt

z . Z
/N e/

mit p1, ..., ps Primzahlen (evtl. p; = p;) und auch in der Gestalt

z <z
hWZ =~ bZ

mit by, ...,by € N — {1} und b;|b; 41 schreiben.
Geben Sie fiir alle abelschen Gruppen der Ordnung 720 in einer Tabelle die beiden Tupel (pf*,...,pS*)
und (bl7 ceey bk) an.

4. (4 Punkte)

(a) Formen Sie mit elementaren Spalten- und Zeilenumformungen (mit ganzzahligen Koeffizienten) die
folgenden Matrizen A;, i = 1,...,5, mit Spalten der Lingen (n1,ns,n3,n4,n5) = (2,2,2,3,3) um in
die Gestalt

by

evtl 0
bn

i

mit b;|bj41 (und evtl. b; = 0 fiir grofie j).
Mit anderen Worten: fithren Sie den Elementarteileralgorithmus durch.

4 8 5 4 8 4
Al:(g g)’A2:<192 168>’A3:<;3l 160 182)’A4: 3.2 7|, As=|3 2 8
9 6 0 9 6 0

(b) Die Elemente von Z™ werden als Spaltenvektoren geschrieben. Die Spalten der Matrix A; erzeugen
einen Z-Untermodul U; C Z". Geben Sie einen zum Quotientenmodul Z" /U; isomorphen Z-Modul
an.

(c) Zeigen Sie: Gilt fir eine Matriz A; in Teil (a) rang(A;) = (Anzahl der Spalten von A;), so sind die
Spalten von A; eine Zi-Basis von Us;.

(d) Geben Sie fiir die Matrizen A; in Teil (a) mit rang(A4;) < (Anzahl der Spalten von A;) eine Z-Basis
von U; an.

Alle Informationen zur Vorlesung (Termine, Ubungsbliitter etc.) sind unter
http://hilbert.math.uni-mannheim.de/~sevenhec/Algebral3.html

zu finden.

Abgabe bis Montag, den 4. November 2013, in der Vorlesung.



