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МЕТОД РЕДУКЦИИ ДЛЯ ИНТЕГРАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ 
ВИНЕРА —ХОПФА С КУСОЧНО-НЕПРЕРЫВНЫМ СИМВОЛОМ 

В ПРОСТРАНСТВАХ L^ 

А . Б е т т х е р 

Вопрос применимости метода редукции к дискретным или интегральным операто
рам Винера — Хопфа с кусочно-непрерывным символом в пространстве Р' или L^ был ре
шен в [1]. Есть также критерий для дискретных операторов в пространстве ZP, 1 <С р <] оо 
[2—4]: при некоторых дополнительных условиях на символ метод редукции применим тог
да и только тогда, когда и оператор и к нему транспонированный обратим в 1^ или, что 
то же самое, тогда и только тогда, когда оператор обратим во всех пространствах V, 
г е [p,q\, Up + 1/^ = 1. В этой заметке изучается метод редукции по некоторой системе 
проекторов {P^r^^Q для интегральных операторов Винера — Хопфа с кусочно-непрерыв
ным символом. Оказывается, что названный выше критерий во второй формулировке пере
носится на этот случай. Отметим, однако, что он для интегральных операторов не остается 
верным в первой формулировке: дело в том, что в отличие от дискретного случая из обра
тимости интегрального оператора Винера — Хопфа с кусочно-непрерывным символом 
в пространствах L^ и L^, вообще говоря, не вытекает обратимость в U, где г е [р, q]. 

Пусть F преобразование Фурье в L^ (R) ж а — функция из L°° (R). Если||/^~^а X 
X F^ Up ^ М\ ф(/р для всех ф е L^ (К)П ^^ [Щ (1 ^ Р ^ ^ ) с некоторой не завися
щей от ф константой М, то оператор F~^aF имеет единственное непрерывное продолжение, 
обозначаемое через W^ (а), на пространство L^ (R). В этом случае интегральный опера
тор Винера — Хопфа W (а) с символом а в пространстве L'P (R^) определяется формулой 

W(a) ^ = PWO (а) ф, ф е LP (R^.), 

где проектор Р: LP (R) -^ LP (R^.) действует по правилу (Pif) {х) = (V2 + ^/2*sgn х) г|? (х). 
Заметим, что если а = с + Fk, с е С, /с s L^ (R) (и, следовательно, а — непрерывная 
функция), то оператор W (а) ограничен во всех пространствах LP (R^.) (1 ^ р ^ 00) 
и имеет вид 

оо 

(W (а) ф) (х) = с(р{х)-\-^ k{x — t)(p (/) dt (х > 0). 
о 

Сингулярный интегральный оператор ,S+ на R + , 
оо 

1 с ф(ОЛ 

является простейшим примером интегрального оператора Винера — Хопфа с кусочно-
непрерывным символом: имеем -5'+= W(-~-sgRt). Оператор S^ ограничен в LP (К^) 
(1 < р < сх>). Он обратим в LP (R+) {1 < р < 00) тогда и только тогда, когда р Ф 2 
(ср. [5, 6]). 

Определим в пространстве L^ (R+) (1 <; р < схэ) семейство проекторов [Р^^^^ 
равенством 

Будзм говорить, что к ограниченному оператору W (а) применим метод редукции в LP(R+), 
если при т § То операторы W^ (а): = P^W {а) Р^ \ Im Р^ обратимы и sup || W^^ (а) X 

Т>То 

X llm Р^ II < 00. Множество операторов, к которым применим метод редукции в прост
ранстве LP (R+), обозначим через Up {Р,^}. 

Т е о р е м а 1.' Пусть а е L°° (R) и оператор W (а) ограничен в LP (R+) (1 <[ 
< р < 00). Тогда, если W (а) е Пр {Р^}, то W (а) s Иг {Р^} ^^^ ^^^^ ^ ^ Гр» ?]» 
1/р -f- ^1я. = 1̂  W» следовательно, W (а) обратим в L^ (R+), г ^',[ Р» l̂» 
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Доказательство опирается на соотношение И̂ * (а) = Q^^T- {a)Q^, где 
{Q^ (\|})) (х): = if) (т — :г) (О < :г < т), \f е L5 (О, т) и на интерполяционную теорему 
Рисса —Торина. 

Т е о р е м а 2. Пусть а — ограниченная, кусочно-непрерывная функция на R. 
В случае р Ф 2 предполагаем, что оператор W (а) ограничен в U (R+) для всех s из неко
торой окрестности значения р (1 <С/> <С <^)- Тогда если W (а) обратим в L^ (R+) для 
всех г е [р, д], 1 < р < сх), Ир + 1/^ = i, то W (а) ^ Пр {Р^}. 

Доказательство получается переносом локального принципа из [4] на континуаль
ный случай. Отметим, что локальный представитель имеет символ вида Ъ — c-sgn (t — х), 
a : e R , 6 е С , с е С , и что применимость метода редукции к нему можно изучать исходя 
из представления 

W^ (—sgn t) = \i-^W [coth я {ilp + t)] \i, 
ще [i — изометрия (|i9)(z) = x^^^e'^/^exp (— ixx e~^) ф (те'^) пространства LP (О, т) на 
LP (R+), и применяя результаты из [5, 6]. 

Изучен также и случай матричных символов. 
Автор благодарен Б. Зильберманну и В. Б. Дыбину за полезное обсуждение. 
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