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1. Постановка задачи. Углом в R2 будем называть 
такое (открытое или замкнутое) множество в R2, которое 
вместе с каждой своей точкой содержит также и луч, 
соединяющий начало координат с этой точкой. Множество 
I C Z 2 вида М = К П Z2, где К - угол в R2, будем 
называть углом в Z2. 

Через W (Т2) обозначим алгебру всех определенных 
на торе Т2, Т = {^G С1: | £ I = 1}, функций a (g, rj), 
разлагающихся в абсолютно сходящиеся ряды Фурье 

2 ( i f i ) e Z . K I < ~ . d,T|)eT», (1) 
а через W (R2) — алгебру всех определенных на R2 функ
ций б (£, rj), допускающих представление 

с @, л) = 1 - ЙК2
 с (*> У)eilXeim dx АУ> & Л) e R2, (2) 

где с ЕЕ L± (R2). Если М (соответственно К) — угол 
в Z2 (соответственно R2), то рассмотрим в пространстве 
1р (М) (1 <; р ^ оо) двумерный дискретный оператор 
Винера — Хопфа WM (Я), действующий по правилу 

{WM (a) yhj = 2J(fcf 0 £ М ai-ft, Н ф н , (*, у) е Л/, (3) 
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и в пространстве Lv (К) (1 ^ р ^ оо) — двумерный 
интегральный оператор Винера — Хопфа WK(C), опреде
ленный формулой 
[Wк (с) ф] (х, у) = ф (х, у) — ^^cix — t^y— s) ф (t, s) dt ds, 

(x,y)EEK. (4) 

Известны следующие критерии нётеровости операто
ров (3), (4), принадлежащие И. Б. Симоненко [1, 2]. 
Если К — угол в R2 и М = К f] Z2, то WM (d) нётеров 
в 1Р (М) (I ^ р <С оо) тогда и только тогда, когда 
й ( Б , т | ) # 0 ( | Б | = | Л | = 1 ) , если Z - R 2 ; когда 
а (6. л) ̂  о ( IЕ I = I л I = 1), (xi, xa) e ал/ , где %г = 
= ind a J , 1),х2 = ind а (1, rj), если К — полуплоскость, 
дК — ее граница и дМ - дК f] Z2; a (g, г]) =£ 0 (| I | = 
— | г) | = 1), хх = х2 = 0 в остальных случаях. Оператор 
WK {с), в свою очередь, нётеров в Lp (К) (1 ^ / ? < о о ) 
тогда и только тогда, когда с (£, rj) =7̂= 0 для всех (£, г|) Ег 
G R 2 . 

Отметим, что в случае, когда К — плоскость или 
полуплоскость, нётеровость операторов (3), (4) совпадает 
с обратимостью. Поэтому в дальнейшем рассмотрим толь
ко случай, когда К не является ни плоскостью, ни полу
плоскостью. Тогда нётеровость операторов (3), (4) влечет 
за собой равенство нулю их индексов ;см. [1—4]). Однако 
вопрос обратимости является более сложным. В ряде 
работ (см. [3] и [4, 5]) были выделены некоторые классы 
операторов, для которых из нётеровости следует обрати
мость. 

Отметим, что результаты этих работ в первую 
очередь относятся к дискретному оператору (3), где М — 
первый квадрант в Z2. 

Для (ft, v2) Ф (0, 0) положим ITVl, 72 = {(х, у) е R2: 
угх + у2У = 0}. В настоящей работе получены необходи
мые и достаточные условия обратимости операторов (3) 
и (4), если М и К — углы в Z2 и R2 соответственно и если 
существуют уъ у2 ЕЕ R такие, что носитель supp а после
довательности {dij} (соответственно носитель supp с функ
ции с (х, у)) лежит в IIVl, У2. 

Заметим, что нижеследующая теорема 2 в случае, 
когда М — первый квадрант и прямая y±i + у2/ = 0 — 
биссектриса второго и четвертого квадранта сообщена 
автору А. Э. Пасенчуком. 
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Щ 12.вспомогательные предложения. Пусть для а ЕЕ 
^W (Т2) справедливо supp a CI П71,Т2, 7ь Т2 ̂  Z2^ 
н.о.Д.£ (7ь Y2) = ^ (полагаем Vi = 1» е с л и Yj = 0» ^ 7 = 
= 1,2, i Ф ]). Предположим далее, что М — угол в Z2, 
обладающий следующими свойствами: (а) М d П7ь72; 
(б) каждая прямая y±i + Y2/ = к, где к ^ О — целое 
число, пересекается с М только в конечном числе точек. 
Положим Нк = {ф е Ip (M): ф0- - 0, если Yi* + 
-\-y2j ф к} ( й ^ О ) (отметим, что Нк = {0} не исклю
чается). В силу условия н.о.д. (Yi, Y2) = 1 h (M) = 

= 0£1О#& и вследствие (б) d imf f f c <oo . Далее, имеем 

^ ) = 2 W ^ ( ^ ) e T ' (5) 

^(?^) = 2 w + Y 2 J = n ^A j . (6) 

Пусть / = WM (А) Ф, ф = 2-Г=юФк» Ф л ^ Я л . Из WM(A) = 
= S ^ o ^ (&я) следует / = 2 £ fc=0 WM (Sn) ф .̂ Простые 
вычисления показывают, что WM(bn) отображает Нк в 
Нк+п. Следовательно, представляя / в виде / =Zjfe=30/fe» 
fit ЕЕ #/с, получаем 
/ , = WM фк) Фо + И^м (^-1) Ф1 f . . . + WM (b0) Ф , (Л ̂  0), 

т. е. представление пространства lp (M) в виде 0 ^ о # к 
индуцирует следующее треугольное представление опера
тора WM(&): 

^ м & ) ^ M W ^ M W 

Отметим, что для оператора WM (b0) в представлении (7) 
следует положить WM (bj) — 0, j > 0, и, следовательно, 
оно будет диагональным. Далее, легко можно убедиться 
в том, что оператор WM (bQ) в пространстве Нк (в подхо
дящем базисе) действует как конечная теплицева матрица 
{oj_y}ij^o, производящей функцией которой является 
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функция (здесь уь8х + у282 = 1) 

* (0 = E l - - ^ n = 2 L flv.n.^^n = ^ (t6\ ^-5l), * е= т. 
(8) 

ЛЕММА 1. Пусть уг, у2 е Z, н.о.д. (Yi, Т2) = 1» 
supp a CZ IIVlV2 и выполнены условия (а) и (б): Тогда в обо
значениях (5) и (6) имеет место 

WM {&) обратим =#> Кег Р^м (£0) = {0}, 
Кег Жм (60) = {0} =*• Кег WM (й) - {0}. 

Д о к а з а т е л ь с т в о очевидным образом получает
ся из представления (7). 

ЛЕММА 2. Пусть уг, y 2 £ R , f l E f (T2), supp а С IIVlV2. 
Полагаем Ь0 (g, п) = 2Vli+V2j=0«*./£V (6о (£» Г)) = ^оо в слу
чае иррационального наклона прямой угг + Та/ — 0). Тогда 

fl(g,r|)^0 ( | g | = | г, 1 = 1 ) , 
ind a (g, 1) = ind a (1, n) = 0 

влечет за собой 
МЕ,ч)#о ( |g I = 1л 1 = 1), 

indu 0 (g , 1)= ind Ь0(1,п)-= 0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Если у1? у2 ЕЕ Z, н.о.д. 

(Yi? Y2) = 1» то» используя обозначения (5), (6), полагаем 
ДЛЯ | (i | ^ 1 

й, (g, л) = £0 (g, ц) + X=>i Л (Е. л), (Е, л) е= Т2. 
Для | и. | = 1 имеем ^ (g, rj) = a (u>g, |tiV2r)), откуда 
согласно предположению вытекает, что g^ (g, г\) ф 0 
( I g I = I Л I = 1 > I И» I == 1) и ПРИ фиксированном 
(6, n) e т2 

ind #д (g, г]) = ind й (g, l).7i + ind <8 (1, n),.Y2 = 0 
|nl=* 

(см. [2]). 

Следовательно, g» (g, n) # 0 ( | g| = | rj | = 1, | u. | ^ 1 ) . 
Итак, семейство g^ (g, n) (1 ig fx ig 0) гомотопирует 
& (g,. л) = йГх (gi Jl) K ^0 (g, n) = £0 (g» Л) через функции, 
не обращающиеся в нуль на Т2, и отсюда следует утверж
дение. 

210 



Если прямая y±i -f Y2/ = 0 имеет иррациональный 
наклон, то полагаем a (£, ц) = % (£, т]) + d2 (5» л)» гДе 

supp ах С 
С {(I, /) ЕЕ Z»: Ti* + W ^ О, Г* Г2 + I 7 I2 ̂  г2}, 

supp a2 d 
С {(I, у) е Z2: T li + y2j ^ О, | И 2 + I 7 I2 > г2}. 

Нетрудно доказать, что при достаточно большом г аг (£, 
Ч) # 0 ( | g | = | Т1 | = 1) и max { | йа (Е, т])/^ (£, 4)1 : 
: | | | = | ц | = 1}? <; 1. Но тогда из равенст
ва d = ах (1 + а2/ах) следует, что ind dx (g, 1) = 
= ind ах (1, л) = 0. Кроме того, существуют такие це
лые числа 6i, 62> что 

dx (S, л) = о̂о + S6l i+62j>0 «ij?V-
Отсюда такими же рассуждениями, как в случае рацио
нального наклона, получаем, что а00 Ф 0. 

Будем рассматривать углы раствора меньшего эх, 
а случай углов раствора большего тс сводить к указанному 
с помощью следующего утверждения [6]: если X — ли
нейное пространство, А — обратимый в X оператор, 
Р — проектор в X тя. Q = I — Р, то справедливо 

РАР | Im Р обратим 4=> QA~XQ | Im Q обратим. (9) 
Отметим также, что множество Wyi y2 (T2) (соответственно 
Wyi,y2 (R2)) всех a G f (Т2) (соответственно с е W (R2)), 
для которых supp a (Z nYl, 2̂ (соответственно supp с d IlYlj Ya) 
образует подалгебру алгебры W (Т2) (соответственно 
W (R2)). Эта подалгебра не является наполненной, однако, 
имеет место следующая 

ЛЕММА 3. Если d^W (Т2), й (6, л) ^ <М I § I = 
= ] п| = 1), ind а (|, 1) = ind а (1, т|) = 0, wo 2 = а"1 е 
ЕЕ W î» Y2 (Т2) w, полагая 

имеем d0 (|, т|)-Ь0 (5, г|) = 1, (£, TJ) ЕЕ T2. Аналогично, 
если <? е W>v* 0*2Ь * (S> Л) # ° пРи (§> Л) ^ R2i mo 

-1 = ^/г . ' : . (R2). е = с х ЕЕ и/ YI, 72 v ^ 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Включения d^W (Т2) и 

ё ^W (R2) следуют из теоремы Винера — Леви. 
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Если прямая Yi* + V2/ = О имеет рациональный на
клон, то, определив #д (|, т]), как в доказательстве лем
мы 2, получаем&х (£, г]) ф О ( | g | = | т) | = 1, | \х\ ^ 1). 
Пусть d(£, rj)-a (g, т|) = 1 и 

d (Е, л) = 5 W S Z 2n d, л). 
^ & л) = l \ l ! + V 2^ n <%?¥, (g, т,) е т». 

При | fi | = 1 имеем £(\>У*1, ^2г\) = l/a(n.Yl£, fxY2rj). 
Функция, стоящая в правой части этого равенства, при 
фиксированных £ и г) аналитична по п. в Z) = {[i ЕЕ С1: 
| (г | < 1}. Но тогда из 

следует 2n (g, г)) = 0 (п < 0), т. е. supp d e nYl> Y2. 
Полагаем теперь ^ (£, г]) = d0 (5, л) + 2 w И-гА (5, га) 
(I S ! = I Л | = 1, | (х | ^ 1) и имеем V (g, т])-^ (£, rj) = 
= 1 при \ \х \ = 1. Учитывая аналитичность функций 
Ад и £д по \i в D и полагая и. = 0, получаем d0 (£, TJ). 

•Ьо(Е, Л) = I-
Пусть теперь наклон прямой угъ + Тг/ == 0 иррациона

лен. В обозначениях доказательства леммы 2 имеем а = 
= ах + а2 = ах(1 + aja^), значит, 

А'1 = %' (1 + fla/fii)'1 = а? ЕГ=о (~ j ) n (^/fli)n-
Но йг имеет вид flx (g, т|) = а00 + ^ i + ^ ^ o t f ^ y , 
где бь 62 G Z, и в силу только что доказанного отсюда 
следует %х е WVbV2 (T2). Так как WVliV2 (T2) является 
алгеброй, то {aja-tf1 ЕЕ WVuV2 (T2). Отсюда, наконец, вы
текает, что supp <2 CI nVl?V2. 

Из d (g, г\)-а (|, т)) = 1, в частности, следует Sd^a^ = 
= 1, где суммирование ведется по множеству ] 
N = {(г, /, Л, Z) s Z4: Ti« + ?2/ ^ 0. 

Yi* + ? 2 ^ 0, г + ft = 0, / + ^ = 0). 
Но если прямая уг1 + у2] = 0 имеет иррациональный 
наклон, то, очевидно, N = {(0, 0, 0, 0)}. Значит, а00-
•d00 = 1. 

В континуальном случае делаем замену переменных 
х = YiW — y2i;, г/ = уху 4- у2и (можно предполагать, что 
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Ti + Y! = 1). Тогда для g+# (и, г;) = с (ухи — y2v, 
Уги + Y2

U) имеем g+# (u, i;) — 0 (u < 0) и £+# (§, и) Ф 0, 
(|, TI) e R2. Пусть \ e (£, n)-£+. (£, TJ) = 1. По теореме 
Винера — Леви \(и, v) = 0 (w < 0), и для функции 
е (#, у) = fe+. (via: + у2у, у±у — у2х) получаем ё (£, т))-
•£ (S, л) = 1 и * О*, 2/) = 0 ПРИ Yî  + ЪУ < 0. 

3. Формулировка результатов. Пусть &EEW (Т2) и 
supp а С nVlfV,. Тогда й(£, л) = Syli+v?j>0 a ^ V и мы 
полагаем Ь0 (?, п) = 5Vli+7,i= о a*£V\ ^ ' ^ e Т 2 ' 
Пусть дале^ Z — угол в R2 и М = К f) Z2. Пола
гаем N = К, если Z — угол раствора меньшего эх и 
N = R2\ К, если if — угол раствора большего я . 

ТЕОРЕМА 1. Zfa/ш прямая угх -{- у2у = 0 пересекает
ся с N не только в начале координат, то в lp (M) 
(1 :fg р < сю) для оператора WM (О) обратимость совпа
дает с нётеровостью. 

ТЕОРЕМА 2. Если прямая ухх + у2у = 0 пересекает
ся с N только в начале координат, то для обратимости 
в lv{M) (1 ^ р < сх>) оператора WM(O) необходимо и 
достаточно, чтобы выполнились условия 

(i) оператор WM (а) нётеров в lp (М), 
(ii) оператор WM {b0) обратим в lv (M). 
Отметим, что условие (ii) в случае иррационального 

наклона прямой угх + у2у = 0 является лишним, так как 
оно в силу леммы 2 следует из (i). В случае рационально
го наклона его можно заменить условием необращения 
в нуль некоторого семейства теп лицевых определителей. 
Это немедленно следует из представления (7) оператора 
WM {b0). В случае углов раствора меньшего п производя
щая функция сг (t) этого семейства имеет вид (8), а в слу
чае углов раствора большего я — вид На (t). 

В континуальном случае имеет место следующая 
Щ ТЕОРЕМА 3. Для любого угла К в В2 и для любого 
^ G f (R2), удовлетворяющего условию supp с CZ П7ь72 
при некоторых уг, у2 Е̂  R,*1 обратимость в LV(K) 
(1 ^ Р < ^°°) оператора Wh (с) ̂  совпадает с J нётеро
востью. 

4. Доказательство теоремы 1. Пусть, например, 
М = {(*, /) e Z2: а,г + <х2; > 0, pxi + Р2/ > 0}. 

Покажем, что из нётеровости оператора WM(O) следует, 

213 



что а допускает факторизацию либо а = а_а_+а++, 
либо а = а__а_+а++, где а~1, а$_\ . . . &W (Т2) и 

supp (flg) e {(*, /) ЕЕ z2: ttli + а2/ > о, р^ + р2/ > 0), 

supp (А*1) е {(*, /) е Z2: о^' + a J > О, p2i + р2/ ^ 0), 

и аналогично для a~l, an1. Тогда нетрудно видеть, что 

WM (Й) = WM (<U Т^М (йт±) W'M (Й++), 

следовательно, обратным к оператору WM {б) является 
оператор WM (all) WM (&t±) WM (all) (см. [7]). Ясно, что 
существование такой факторизации будет следовать из 
того, что а = exp s, где s ЕЕ WVl,y2 (T2). Но чтобы до
казать, что а является экспонентой в банаховой алгебре 
Wyuy9 (T2), достаточно доказать, что а принадлежит 
связной компоненте обратимых элементов, содержащей 
единицу (см. [8]). Для этого, в свою очередь, достаточно 
показать, что сам а обратим в Wyuy2 (T2) и что его можно 
в WVuy2{T2) гомотопировать к единице через обратимые 
элементы. Обратимость элемента а в Wylyy2 (T2) вытекает 
из леммы 3. Укажем соответствующую гомотопию. 

Пусть наклон прямой угг + y2j = 0 рационален. 
Определив g^ (£, r\), как в доказательстве леммы 2, не
трудно показать, что g^ (£, г\) при 1 ̂  JU ^ 0 гомотопи-
рует a (g, л) = Вг (h Л) * S0 (g, ц) = £0 (£, т|) в ^V l } 7 2 (Т2) 
через обратимые элементы. Согласно (8) полагаем a (t) = 
= &о (**', *'61) ( И I = 1), и если. (Тд (0 ( | * | - 1) при 
1 ^ fx ̂  0 гомотопирует a (t) к единице, то легко можно 
убедиться, что тд (£, т|) = а^ (gv^-vi) ( | g | = | г, | = 1) 
при 1 ̂  |ы ^ 0 гомотопирует bQ (£, r\) = тх (£, т]) к 1 = 
= о̂ (I, г|) через обратимые в Wylty2 (T2) элементы. 

Если прямая Yi& + ТУ == 0 имеет иррациональный нак
лон, то рассматриваем разложение а — аг + а2, введенное 
при доказательстве леммы 2. Так как a (%, г\) ф 0 ( | £ | = 
= | т]| = 1), то найдется е > 0 такое, что |я (£, т])| ̂  е > 
> 0 ( | £ | = | т ) | = 1). При достаточно большом г получаем 
| а2 (?,, г)) | ^ || а2 \ж ̂  - у , следовательно, 

|fli(E,4)l^|a(6.4)|--|4i(E,ri)fe-re(IEI==shl = i). 
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Полагаем теперь для | £ | = | т ] | = 1 , 0 ^ [ д , ^ 1 

К (1,11) = 3i (l, л) + S ( i , j)esuPpa, ailVy™W 

и имеем 

| Л:̂  (|, т]) | ^ | a± (§, т!) 1 — 1| a21| w ^ 4" Б - 4" е = 4" 8 > ° ' 
т. е. к», (£, т|) при 1 ^ |л ^ 0 гомотопирует a (g, т]) = 
= кг (£, ц) к а± (§, TJ) = fe0 U> Л) ч е Р е з обратимые в Wyi,yi (Т2) 
функции. Но а1(̂ ,Т1) = аоо + 51б 1г+б^>о а^^ где бх, б2 е 
е Z. Отсюда следует, что 

Р̂  & Л) = «оо + S ^ H ^ ^ o ^ i ^ ^ ^ V 
при 1 ^ [г ̂  0 гомотопирует ax (£, т)) = pi (I, TJ) к 1 ~ 
—«оо = Ро (£> Ц) чеРез обратимые в WYI,Y» (T2) Функции. 

Если К — угол раствора большего я, то из нётерово-
сти оператора WM (a) в силу леммы 3 вытекает обрати
мость оператора Wz* (a) и W%% (a) = ^z* (2). Такими же 
рассуждениями, как и выше, отсюда следует обратимость 
оператора WMo (2), MQ = Z2\M. Принимая во внимание 
(9), получаери обратимость оператора WM {&). 

5. Доказательство теоремы 2. Доказательству пред
пошлем следующую лемму. 

ЛЕММА 4. Пусть М С {(#, г/) е R2: ахж + a2z/ ^ 0, 
Pi# + Рг# = 0}> и пусть для некоторых fx, X (0 < |л, 
& < 1 ) 

йц. X & Л) = S(i, j ) e * O i i ^ ^ ^ ^ W S 6Г (Т*). 
Гог(9а Кег WM (% 0 = {°} * гр W влечете за собой 
Ker WM{a) = {0} в /р (М) (1 ^ р ^ оо). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Полагаем для 1 :=§ р ^ оо 

/^^(М) = {ф = {сръ-}(|,^м: «Ф||р = 
= S ( i f j)6M I ^ a i U a ^ P l i + P ^ i i |P < ^ 1 

(с обычной модификацией при р — оо) и 
U:l»'%(М)->гр(М), {ф1,.> ^ {^*+««XfM+IW9l.}. 

Простые вычисления показывают, что WM{&H,}) — 
= UWM (a) U-1. Пусть PFM (a) ф = 0, 0 ф <р (= lp (M). 
Очевидно, 1Р (М) С 1$' k (М) при 0 < X, ц < 1. Но тогда 
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Ф е Ip1 % (М), 0 ф г|) = Uif tE lp (M), и мы получаем 
WM (йд, л) 1> = г/И^м (й) U-W<p = UWM (&) <р = О, 

что противоречит предположению Кег И м̂ (#ц я) — {0}-
Значит, Кег WM (а) = {0}. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2. Д о с т а 
т о ч н о с т ь . Покажем, что в 1Р (М) (1 ^ р ^ оо) 
справедливо Кег WM (а) = {0}, если М — угол раствора 
меньшего я , и что Кег WMo (a*1) = {0}, если раствор угла 
М больше я, АГ0 = Z 2 \ M . В силу (9) Ind WM (a) = 
= Ind WMO^ - 1 ) = 0 (1 ^ Р < °°)> отсюда следует обра
тимость оператора WM (#)• Ограничимся также случаем 
М CZ nYl, y2 (соответственно М0 (Z IIYlj Y2)> так как 
в противном случае к цели ведет рассмотрение сопряжен
ного оператора. 

Итак, пусть М С ГЦ Y2, М = К f| Z2, Z = 
= {(а;, у) ЕЕ В2: сц* + а2у ^ 0, р ^ + p2z/ ^ 0}. Тогда 
нормальный к прямой ухх + у2г/ = 0 вектор (уг, у2) лежит 
внутри угла, образованного нормальными к прямым 

ахх + а2у = 0, §гх + $2у = 0 
векторами (aXl а2), (Pi, Р2). Следовательно, существуют 
положительные числа р и а такие, что (уи у2) = 
= Р (<*i> а2) + а (Р ь р2), т. е. Yi = ахр + рха, -у2 ^ 
= а2р + Рг0- Д л я 0 < £ < 1 полагаем JLI -= £р и X = tG. 
Очевидно, 0 < fx, Я < 1. Тогда 
Н, х (5, Л) = £0 (g, I]) + SV l i + v J > 0 aij/P(^^^)^(p1i+p,;)gi11i = 

= 6о & Л) + SVli+V2J>0 «i^(а'Р+Р^*+<а»Р+^^л' = 
= So (£, Tj) + 2 W v 2 J > 0 a ^ ^ V = & (g, Ч) + о (1) (*~>0), 
так как 

SM+WX» I «« I ****** ̂  2W+v,;>x/iv Ы * " W + 
' ^0<viH-V2i<i/iV I a i i P 

а второе слагаемое меньше е/2 при iV > TV (e), и при 
этом N первое слагаемое меньше е/2 при t <C t (&). 

В силу (и) WM (b0) обратим, значит, обратим и 
WM (%I, я) (ft = #\ Я = t°) при достаточно малом £. При
меняя лемму 4, получаем Кег WM (a) = {0}. С другой 
стороны, если 7ST — угол раствора большего я , М0 = Z 2 \ Л/, 
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M0 a nYljY2 и выполнены условия (i),5 (ii), то, применяя 
леммы 4, заменив там М на М0 и а на а-1, таким же 
образом можно доказать, что Кег WM*{&~X) = (^}-

Н е о б х о д и м о с т ь . В случае иррационального 
наклона необходимость условий очевидна, так как из (i) 
вследствие леммы 2 вытекает (ii). Итак, пусть уг, 72 £= 
е Z, н.о.д. (vi, у2) = 1, М - Z П Z2, Z — угол рас
твора меньшего я, и пусть для определенности М с П 7 , Л 2 . 
Тогда согласно лемме 1 Кег WM (Ь0) = {0} в Zp (Af) (1 ^ 
^ р ^ сх>), а из леммы 2 следует, что WM (Ь0) нётеров. 
Отсюда получаем обратимость оператора WM {bo) (l ^ 
:fg р < оо). 

Если 7? — угол раствора большего я, М0 = Z 2 \ M , 
MQ a IIVl? V2, то, применяя лемму З и (9), получаем, что 
WMo(d) обратим, откуда в силу леммы 1 следует 
Кег WMO(^O) = {0}- Но из леммы 2 вытекает нётеровость 
оператора WM« {do), так что он даже обратим. Опять при
нимая во внимание лемму 3 и (9), получаем обратимость 
оператора WM Ф0). 

6. Доказательство теоремы 3. Пусть К — {{х, у) ЕЕ 
е R2: агх + а2у ^ 0, f̂ x + |32г/ ̂  0} — угол раствора 
меньшего я. Если прямая tyxx + У2

Х = 0 пересекается с К 
не только в начале координат, то делаем замену перемен
ных, как при доказательстве леммы 3, после которого 
с переходит в «+-»-символ §+. (|, т]), q+. (£, т]) Ф 0, 
(I, г|) е Л2, и, следовательно #+. = ехр §+. по теореме 
Винера — Леви. Обратная замена переменных ведет к с = 
= ехр S, S <= Wyti У2 (R2). 

Континуальным аналогом леммы 4 является следую
щая лемма, доказательство которой аналогично доказа
тельству леммы 4. 

ЛЕММА 5. Если с {х, у) е= Lx (R2) и для некоторых 
ц . > 0 Д > 0 

Ср(> ^ (х, у)=с (х, г/) е-(а^+^>хе-(а^+^)У GE Ьг (R2), 

т о ^ из Кег WK (с^ у) = {0} в FLp (Z) вытекает, что 
Кег ТР* (с) = {0} eLv {К) (1 ^ р ^ оо). 

Предполагаем теперь, что if (Z П71) V2 (иначе рассмот
рим сопряженный оператор). Как при доказательстве до
статочности в теореме 2, найдем числа р ^> 0, о ^> 0 такие, 
что ахр + f^a = уъ а2р + |32сг = у2. Полагая \х = 
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= р* > О, Л = or* > 0 (* > 0), имеем 
а^ + рхЯ = y±t, a2ii + P2A,2 = y2t. 

Но тогда 

II / — WK (с^ к) \\Lp(K)-[.p{K) < §к I с}Х, i (х, у) | Ах dy = 

I с (#» У) I e-(aw№)xe-(as»+&k)v $х &у = 

= Sv,*fv*>o 'С (*' У) • e"(Vrt+w ') ' d* dp = о (1) (* -> оо). 

Значит, И7^ (fy, к) (м- = р*, ^ = ot) обратим при до
статочно большом t и, применяя лемму 5, получаем 
Кег WK {С) = {0}. В силу Ind WK (с) = 0 это влечет за 
собой обратимость оператора WK (б). Наконец, учитывая 
лемму 3 и (9), получаем справедливость утверждения и 
в том случае, когда К — угол раствора большего л. 
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